a 重点 
图 书 规划 项 目 


me Y 
本 去 过 人 


北京 师范 大 学 出 版 社 


N 
民 
9 
z 
出 

Q 
O 
0 
=- 
x 
C 
门 
W 
: 


中 
数 
学 
下 
只 
系 


ISBN 7-303-04926-6 


[ry 


号 羽 人 总 州 坚 


信 包 坊 节 


0 民生 如 条 二 二 要 绒 由 


aa 


` 周 你 仿 皂 [- mh 
上 疏 护 捞 洪 中 “从 
包 是 示 “ 长 本 


国家 “ 八 五 ”重点 图 书 规划 项 目 


(YU 
.SK UE 


北 师 大 图 


北京 师范 大 学 出 版 社 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数 据 


中 国 数学 史 大 系 . 第 5 卷 , 两 宋 / 吴 文俊 主编 ; 沈 康 身分 主编 . 
一 北京 :北京 师范 大 学 出 版 社 ,2000. 4 
ISBN 7-303-04926-6 


[中 … 工 , 由 吴 … 凶 沈 … 下 . 数学 史 一 中 国 一 宋代 
N.0119 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2000) 第 32211 号 


北京 师范 大 学 出 版 社 出 版 发 行 
(北京 新 街 口外 大 街 19 号 邮政 编码 :100875 ) 
出 版 人 : 常 汝 吉 
北京 东方 圣 雅 印刷 有 限 公 司 印刷 ”全国 新 华 书 店 经 销 
开本 :850mmX1 168mm 1/32 彩 插 :2 页 印张 :23.5 字数 :580 千 字 
2000 年 4 月 第 1 版 2000 年 4 月 第 1 次 印刷 
印 数 :1 一 5000 定价 ;45. 00 元 


中 国 数学 史 大 系 编 委 会 


主 ” 编 ， 吴 文俊 
副 主编， 白 尚 恕 。 李 过 
沈 康 身 。 李 继 阅 


编 ” 委 ; (以 姓氏 笔画 为 序 ) 
王 文 涌 ” 王 荣 彬 ” 冯 坪 升 
刘 洁 民 ” 李 兆 华 ” 李 培 业 
林 水 平 ” 何 文 籼 ”多 见 今 
贺 江 林 “ 郭 世 荣 ”高宏 林 
盱 祥 昂 


本 着 主 鼎 ， 沈 康 身 
执 笔 人 : 沈 康 身 ， 


1 
' 


WA 水 络 1 和 这 全 “ 


-一 一 一 一 
= EE 
条 芝 二 :这 科 人 0 A 


2 


SH »”» 一 -一 一 


和 习 东 入 人 尖 二 只 乡 


一 一 一 一 一 - ee we ee 


YES | 
"qr Wk i 


文 渊 阁 四 库 全 书本 〈 数 书 九 章 》 书 影 


mr ”pe | Lew Lf 


ieieltles 


-” 
A 


沈 康 身 ” 李 培 始 ” 李 迪 出 席 中 国 科学 史 第 一 届 国 际会 议 
比利时 鲁 汶 市 ,1982 年 8 月 


义 


1 


人 
PR 


际 


届 国 


| | 1 
i 扳 
i 
[eres 汀 


到 TF gr 
d A 
:4 二 - 


pe 
WA 
自 - 银 “ 坊 


Oote CencOoV ee 
Seretetece tee eee, 
968986466G1 
| WN | 
和 e0000000009 060600 民 


Pr 


—"_ -mm 
ps ~y -了 
7 和 


一 Ar 


> 


上 
ee 


FA 


沈 康 身 ” 何 丙 郁 出 席 中 国 科 


北京 1984 年 8 月 


义 代表 合影 


AS 
去 


际 


《 数 书 九 章 》 成 书 740 周年 国 


大 学 


DE ~ 
京师 3 


1987 年 5 月 于 北 


山 和 
th 


Ly 


油 苇 《 玉 拟 祖 菇 》 讨 直上 胜 弦 轩 


星 糙 二 这 末 队 让 


am 、 /7 AAA 
主 雍 苏 厂 学 


= 
菲 志 
洁 注 


潮 吉 


中 国 数学 史 大 系 I 


序 


” “1984 年 间 , 四 位 中 国 数学 史 的 专家 教授 ,倡议 缮 写 一 
部 全 面 论 述 中 国 传统 数学 历史 发 展 的 巨大 著作 , 取 名 为 
《中 国 数学 史 大 系 》, 这 四 位 教授 (以 年 事 为 序 ) 是 : 

北京 师范 大 学 的 白 尚 想 教授 ; 

杭州 大 学 的 沈 康 身 教授 ; 

内 蒙古 师范 大 学 的 李 迪 教授 ; 

西北 大 学 的 李 继 闵 教授 。 

中 国 传统 数学 源远流长 ,有 其 自身 特有 的 思想 体系 
与 发 展 途 径 ,从 远古 以 至 宋 元 , 在 很 长 一 段 时 间 内 成 为 世 
界 数学 发 展 的 主流 ,但 自明 代 以 来 ,由 于 政治 社会 等 种 种 
原因 ,特别 如 明 末 徐光启 所 指出 的 那样 , 一 方面 “名 理 之 
儒 , 土 首 天 下 之 实事 ”, 另 方面 “ 妖 亡 之 术 , 廖 言 数 有 和 神 
理 ”, 致使 中 国 传统 数学 濒于 灭绝 ,以 后 全 为 西方 欧 几 里 
得 传统 所 凌 蔡 以 至 垄断 ,虽然 康 乾 之 世 曾 有 一 度 重视 ,但 
仅 止 于 发 据 阐 杰 古 籍 而 已 , 循 至 20 世纪 中 叶 , 李 仇 、 钱 宝 
还 先生 撰写 中 国 数学 史 专 门 著作 进行 介绍 ,使 中 国 古 算 
得 以 不 绝 如 缕 。 到 70 年 代 特 别 是 改革 开放 以 来 ,全 国 兴 
起 了 研习 中 国 传统 数学 的 高 潮 ,论著 迭出 , 仅 就 对 《 九 章 
算术 》 与 注 者 刘 徽 的 各 种 形式 的 专著 ,就 在 10 种 以 上 ,其 
它 方面 论著 之 多 ,更 难以 统计 ,这 些 研究 使 中 国 传统 数学 
的 固有 特色 , 如 构造 性 机械化、 以 及 离散 型 的 算法 形式 


序 


等 , 与 西方 欧 儿 里 得 传统 过 然 异 趣 ,得 以 贻 然 在 目 , 甚 至 
国外 数学 史家 ,也 表示 了 对 中 国 古 算 的 浓厚 兴趣 , 李 约 瑟 
的 中 国 科 技 史 巨 著 固 不 待 论 , 此 外 还 酝酿 了 《 九 章 算术 》 
与 刘 徽 注 的 英文 与 法 文 编译 ,尤其 值得 一 提 的 是 :( 九 章 
算术 》 刘 徽 注 中 关于 阳 蕊 术 的 一 段 术 文 ,过 去 认为 有 脱 小 
外 误 而 难以 理解 ,丹麦 的 Wagner 先生 却 给 予 了 正确 的 解 
释 ,使 中 国 古 算 中 一 段 辉煌 成 就 ,得 以 大 白 于 世 。 虽 然 如 
此 ,目前 国内 大 部 分 群众 对 中 国 数学 的 成 就 和 发 展 情况 
了 解 仍 嫌 不 足 , 已 有 的 同类 书籍 却 偏 于 某 一 侧面 ,不 能 满 
足 现在 教学 .科研 或 其 他 方面 的 需求 。 已 有 的 工作 与 我 国 
的 发 展 形 势 还 不 太 相 称 , 国 际 学 术 界 也 有 较 强 烈 的 要 求 ， 
希望 有 大 型 的 中 国 数学 史 著 作 问 世 。《 大 系 》 的 倡议 , 可 谓 
来 自 这 些 对 客观 形势 的 分 析 , 有 鉴于 客观 上 有 此 必要 而 
来 。 《大 系 ) 全 书 是 编 年 史 , 自 上 古 以 迄 清末 , 共 分 八 卷 ,各 
卷 自 成 断代 史 , 除 复原 古代 算法 的 形式 ,并 对 照 以 近代 算 
法 外 ,将 尽量 收入 各 家 最 新 研究 成 果 , 以 期 能 对 中 国 古 代 
数学 的 发 展 情况 与 辉煌 成 就 作 一 次 较 彻 底 的 清理 与 研 
究 , 借 以 达到 发 扬 成 绩 , 总 结 规律 ,预见 未 来 并 服务 于 我 
国 四 化 建设 的 目的 。 

《大 系 》 在 白 、 沈 与 二 李 等 四 位 倡议 与 领导 之 下 ,有 不 
少 中 算 史 的 专家 学 者 参与 了 写作 ,规模 之 宏 , 在 国内 外 还 
从 未 见 过 ,可 谓 首创 。 不幸 的 是 ;在 写作 过 程 中 , 李 继 闵 教 
授 于 1993 年 因 炳 逝世 , 白 尚 想 教授 也 于 1995 年 因 肺 痛 送 
世 。 这 影响 了 编写 进程 ,使 (大 系 》 的 写作 不 得 不 一 再 延 
期 ,原来 的 计划 也 作 了 某 些 局 部 修改 ,所 幸 赖 写作 者 的 积 
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极 工 作 , 以 及 北 师 大 出 版 社 的 高 度 热情 ,第 一 部 分 一 、 二 、 
三 卷 自 上 十 以 迄 以 刘 徽 为 中 心 的 三 国 时 代 , 终 于 问世 。 在 
《大 系 》 全 书 不 久 即 可 全 部 出 齐 之 际 , 聊 志 数 语 , 以 示 庆 


贺 。 
5 翅 ， 
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第 五 卷 前 言 


”事实 严峻 地 证 明 : 中 国 传统 数学 是 世界 数学 发 展 之 树 不 可 摧 
少 的 一 枝 。 中国 数学 已 受到 学 术 界 的 重视 ,其 重要 的 标志 之 一 是 
本 世纪 ,特别 是 下 半 世 纪 以 来 , 以 中 国 数学 家 及 其 业绩 选 为 文 题 ， 

1932 年 ,三 上 义 夫 ， 关 幸 和 中 业绩 上 上京 坂 四 算法 价 广 支那 人 D 
算法 上 四周 傈 及 大 比较 ( 关 孝 和 的 业绩 和 东京 大 孤 算 学 与 中 国 数 
学 的 关系 及 其 比较 )。 文 刊 《 东 洋 学 报 》20(2,4)，21(1,3,4)22 
(1)，32 市 ， 共 168 页 ，(1932 一 1935) z 

1955 年 ， 王 铃 ( 英 籍 华人 ,L. Wang)，The Chiu-Chang Suan 
Shu: and the History of Chinese Mathematics during the Han 
Dynasty, Dissertation for the Degree of Doctor of Philosophy, 
Trinity College，Cambridge，1 一 295，Notes 1 一 255(《 九 章 算 术 》 
和 汉代 中 国 数学 史 , 剑 桥 大 学 三 一 学 院 ) 

1968 年 ，Lam Lay Yong( 蓝 丽 莹 ,新加坡 )，A Critical Study 
of the Yang Hui Suan Fak 杨 辉 算法 》 研 究 ( 其 增订 本 1977 年 由 新 
加 坡 大 学 出 版 社 出 版 ,全 书 1 一 360 页 ) 

1973 年 ，U，Libbrecht ( 李 倍 始 , 比利时 )，Chinese 
Mathematics in the Thirteenth Century Cambridge , Mass. ,MIT 
Press，1 一 555 页 (13 世纪 中 国 数 学 ,《 数 书 九 章 》 与 秦 九 韶 ), 麻 省 


QD 茅 以 升 ， 中 委 导 论 。 序 ， 上 海 ， 上 上海 教 育 出 版 社 ，1986 


2 第 五 卷 前 言 


理工 学 院 出 版 社 出 版 ,这 是 李 倍 始 在 荷兰 薪 顿 Leydon 获得 享有 
盛誉 的 Cum laude 高 水 平 博士 论文 》 

1982 年 ,K.Chemla( 林 力 娜 ,法 国 )，“Reflets des Measures 
du Cercle sur la Mer” de Li Ye, These Presentee pour 
l "(btention du Doctrorat de 3e Cycle avec 3 appendices. 
Universite de Paris XIII ( 李 冶 与 《 测 圆 海 镜 》, 主 文 外 有 三 个 附 
录 ,巴黎 第 十 三 大 学 博士 论文 ) 

1985 年 , C. Jami: ( 詹 嘉 玲 , 法 国 ), Etude du Tivre Methodes 
Rapides de Trigonom etrre et du Rapport Précis du Ming Antu. 
Thése un Edite, Doctorat de 3e Cycle de Mathemafiques ， 
Universite Paris XIII ( 明 安 图 (《 割 圆 富 率 捷 法 》 研 究 , 巴 黎 第 十 三 
大 学 博士 论文 ) 

`1988 年 ， 洪 万 生 (W.S.Horng ， 台 北 )，Li Shanian，The 
Impact of Western Mathematics in China during the Late 19th 
Century. Ph. D dissertation, City University of New York ( 李 善 
兰 :19 世纪 晚期 西方 数学 在 中 国 冲 撞 , 纽 约 市 立 大 学 博士 论文 ) 

论文 篇 幅 都 很 长 ， 学 术 价值 高 ， 很 多 还 提出 有 待 齐 一 步 解决 
的 某 些 问题 。 

我 国 两 宋 ( 公 元 960 一 1279) 承 汉 唐 盛世 之 后 ， 科 学 技术 继续 
发 展 、 繁 荣 ， 其 中 不 少 成 果 数 当代 第 一 流 。 两 宋 数 学 尤其 是 中 算 
焰 眼 的 璀璨 明珠 。 从 18 世纪 开始 ,就 有 学 者 作 专题 研究 ， 著 书 立 
说 。 三 百年 来 ， 特 别 是 本 世纪 后 半 叶 ， 国 内 外 已 发 表 论 文 、 专 著 
数 以 百 计 。 本 卷 总 结 了 前 人 研究 两 宋 数 学 成 果 的 总 结 ， 也 含 不 少 
笔者 新 的 见解 。 前 人 成 果 已 由 呼和浩特 李 迪 教授 以 姓氏 、 发 表 年 
代为 序 写成 “两 宋 时 期 研究 论著 文献 ” 附 本 卷 之 末 , 为 节省 篇 幅 、 
在 本 卷 行 文中 、 除 必要 外 ， 不 再 一 一 点 明文 献 所 引 。 

本 卷 六 编 。 为 便于 读者 了 解 两 宋 科 学 技术 发 明 的 主流 一 一 数 
学 发 展 的 源头 之 一 , 我 们 设 第 一 编 总 论 、 第 二 编 介 绍 要 宪 、 刘 益 、 
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薪 周 和 沈 括 四 大 师 的 数学 成 就 。 秦 九 韶 的 工作 特 多 ,我 们 厘 为 上 、 
中 、 下 三 编 ， 第 六 编 述 杨辉 。 其 中 ， 除 第 二 编 第 五 章 北 宋 数学 教 
育 由 李 迪 教授 执笔 ， 其 他 都 由 本 卷 主编 撰写 。 应 该 指出 ， 在 撰写 
过 程 中 ， 除 了 学 习 同 行 们 已 发 表 的 成 果 以 外 ，1983 年 以 来 ， 杭 州 
大 学 数学 系 举 办 过 《 数 书 九 章 》 及 《杨辉 算法 》 读 书 班 (Seminar) 
五 届 ， 每 届 一 学 期 ， 每 周 活动 两 个 半天 。 参 加 过 读书 班 的 有 :80 
级 、81 级 四 年 级 学 生 各 12 人 、16 人 ，83 一 84 学 年 进修 教师 4 人 
( 许 侈 铜 、 郭 昭 汉 、 朱 家 生 、 何 文 焙 )，85 级 研究 生 张 加 敏 ，88 级 研 
究 生 陈 掀 、 韩 祥 临 、 汪 浇 勤 ， 国 家 自然 科学 基金 资助 项 目 “ 中 国 
古典 数学 的 世界 意义 ”课题 组 全 体 成 员 及 本 系 教师 : 刘 操 南 、 王 
云海 、 丰 宁 欣 、 方 茂 炽 、 曹 希 斌 、 闻 人 军 、 何 文 炯 、 王 之 光 、 张 
加 敏 等 。 读 书 班 上 富有 内 涵 的 探讨 ， 对 本 卷 的 完成 ， 起 着 重要 作 
用 。 在 此 向 同学 、 同 事 和 同行 们 表示 深切 感谢 。 

两 宋 数学 中 困惑 人 、 而 去 引 人 的 问题 ， 例 如 秦 九 韶 不 以 素数 
为 工具 ， 化 不 两 两 互 素 模 为 定 母 的 计算 法 ， 杨 辉 所 作为 数 众多 的 
幻 方 、 幻 圆 、 异 形 幻 圆 的 构造 法 等 等 秘 奥 ， 有 的 已 解密 ， 有 的 解 
得 还 不 尽 如 人 意 ， 有 的 还 没有 解决 ， 留 待 新 世纪 伙伴 们 进一步 探 
索 。 | 

在 本 卷 编写 过 程 中 ,对 中国 科学 院 吴 文俊 院士 的 热心 指导 ,对 
北京 师范 大 学 出 版 社 的 大 力 支持 ， 表 示 焉 心 感谢 。 

本 卷 主 编 、 执 笔 人 : 沈 康 身 
1999 年 9 月 9 日 
于 浙江 大 学 数学 系 
邮政 编码 310028 


中 国 数学 史 大 系 ， 第 五 卷 


目录 


第 五 养 前 讶 nn 
第 一 编 。 总 论 汪 ee. 
第 一 章 “ 科 学 技术 成 就 ppp 


第 一 节 天 学 … 
第 二 节 地 学 … 
第 三 节 ”农学 


第 四 节 工业 技术 和 
第 五 节 医药 汪 和 和 
第 六 节 所 器 生生 
第 七 节 海运 TE 
第 八 节 桥梁 和 


第 九 节 建筑 分 


第 二 章 ”数学 专著 op 
第 一 节 数学 发 展 的 源头 和 
第 二 节 知名 数学 家 及 其 传世 和 名著 TTTEATETTTTTT 


第 二 编 ”北宋 时 代 ………….…..…… 


第 一 童 贾 宪 ，…… 


第 一 节 。 释 锁 开 方 与 增 乘 开 方 ……*… 
第 二 节 ” 开 方 作法 本 源 eosoooesoosoos。.。 


第 二 章 ” 刘 益 和 蒋 周 ee 
第 一 节 刘 益 ERATRITRTITEITTTT 站 寺 和 和 委 和 和 砷 站 南 者 汪汪 本 全 轴 肌 已 币 理 生 用 利生 生生 


第 二 节 将 周 


节 计量 (67) 
五 节 几何 pe (7]) 
第 六 节 组合 数 学 和 pe。 (75) 
第 七 节 ” 艺 用 数学 ， (82 ) 
第 四 章 北宁 数学 的 成 就 及 影响 (87 
第 一 节 ”北宋 数学 居 世 界 数学 发 展 史上 领先 地 位 
及 对 世 后 的 影响 ， se oo (87) 
第 二 节 北宋 数学 研究 在 国外 eeeoeesesaooooesoeoeoooooocs 04 ) 
第 五 音 数学 教育 (98) 
第 一 节 ”数学 教育 概况 po (08) 
第 二 节 ”数学 教育 的 重大 事项 pe (10]) 
第 三 编 ”南宋 时 代 ”于 九 韶 (上 ) eee ...... (115) 
一 节 “ 秦 九 韶 简 传 ee (115) 
二 节 “” 素 九 韶 学 术 思 想 (118) 
《 数 书 九 章 》 版 本 及 其 流传 ……m…， ev， (125) 
《 数 书 九 章 》 简 介 ee (125) 
《 数 书 九 章 》 评说 ee (]34) 
《 数 书 九 章 》 的 流传 及 其 版 本 pe (138) 
在 《 数 书 九 章 》 所 见 南 宋 社会 oo..…….。(144) 
节 计量 se secsesteseorseseess (145) 
四 节 经济 eee 上 ooo (181) 


z 泪 
汪汪 


有 


| 
二 全 进击 外 


浊 豆 证 


第 四 编 ”南宋 时 代 ” 秦 九 韶 〈 中 ) - be 
TT (197) 


中 国 数学 史 大 系 ， 第 五 卷 


第 一 章 ”算术 … 


第 一 节 
第 二 节 
第 三 节 
第 四 节 
第 五 节 
第 六 节 
第 七 节 


第 一 节 
第 二 节 
第 三 节 


第 三 章 ” 适 定 方程 .pe oss。 


第 一 节 
第 二 节 


第 四 章 不 定 分 析 :ee 
一 次 同 余 式 组 (大 衍 术 》 pe ee 


第 一 节 
第 二 节 
第 三 节 
第 四 节 
第 五 节 
第 六 节 


第 一 章 
第 一 节 
第 二 节 
第 三 节 


记 数 一 一 中 国 数 码 字 和 


折扣 
百 分 法 
比例 


双 假 设法 TTTETTEITITT TT 


归 一 法 
数列 


(197) 


(197) 


* (200) 
* (205) 
* (209) 


(224) 


* (226) 


图 形 面 稻 eee 0 
勾 股 比例 ee 


立体 体积 ee 


线性 方程 组 ，… 


一 次 同 余 式 组 (大 衍 类 范 题 分 析 上 ) 
一 次 同 余 式 组 (大 衍 类 范 题 分 析 下 ) 
一 次 同 余 式 组 ( 治 历 演 纪 术 ) 

大 衍 术 数学 思想 的 演进 


用 章 》 与 外 国 相当 数学 志 的 


《 数 书 九 章 》 与 印度 数学 ，… 


ososesorssaa nt non nn on sa nsee (220) 
第 二 章 几何 pe 


(245) 
(245) 
(252) 


" (270) 
* (276) 


* (276) 


* (309) 
* (326) 
" (326) 


* (352) 
* (378) 
* (390) 
* (403) 
二 元 二 次 不 定 方程 TT 
第 五 编 ”南宋 时 代 ” 秦 九 韶 (下 )， 


《 数 书 九 章 》 与 阿拉 伯 数 学 ee ev， 
《 数 书 九 章 》 与 中 世纪 欧洲 数学 ee。 


(411) 


* (418) 


(418) 


" (418) 


(431) 
(442) 


4 目 录 


第 四 节 ”《 数 书 九 章 》 与 和 算 ee 
第 五 节 《 数 书 九 章 》 与 19 世纪 欧 洲 数学 … … 
第 二 章 国内 学 者 对 《 数 书 九 章 》 的 研究 及 其 成 绩 


第 一 节 清 代 ee 


第 
第 二 


速算 sooo eonentasstone 


第 五 节 ”上 比例 
第 六 节 ”数列 


第 三 章 ”几何 pe 


第 一 节 ” 勾 股 术 
第 二 节 ” 义 股 比 例 *… 

第 四 章 代数 与 不 定 分 析 … 
第 一 节 ”线性 方程 组 …. 


(451) 


» (467) 


(475) 


* (475) 
第 二 节 20 世纪 《 迄 60 年 代 止 ) 和 
第 三 节 ”20 世纪 (80 和 90 年 代 ) pe ee 

第 三 章 ”《 数 书 九 章 》 和 研究 在 国外 .ppp 
第 六 编 “ 南 宋 时 代 ”杨辉 ee 
一 节 前 期 著作 Memeo sn on bo ost or es ens 

节 “后 期 著作 ee 

第 三 节 ”杨辉 数学 专著 版 本 及 其 流传 ，…ee%… 和 ee ee 

第 四 节 “在 杨辉 数学 专著 所 见 南 宋 社会 ee ev 

第 节 中 国 数码 字 [TT 

第 二 节 口诀 TTT 
第 三 节 * (577) 
第 四 节 “ 素 因数 分 解 及 指数 律 eseeeoeeosoe 和 sent 

so (587) 

“(590) 

* (595) 

* (595) 

" (602) 

* 《606) 

"(606) 

第 三 节 不 定 分 析 eosereereeeeeee [TT 
第 五 意 ” 幻 方 和 幻 贺 ee 


(499) 
(528) 
(533) 
(552) 
(552) 
(553) 
(556) 
(558) 
(570) 
(574) 
(574) 
(574) 


(583) 


(608) 
(609) 
(622) 


中 国 数学 史 大 系 。 第 五 元 


第 一 节 幻 方 TT 
第 二 节 幻 圆 、 异形 幻 圆 TTT 
第 六 章 ” 杨 交 的 数学 思想 … 
第 一 节 革 故 创新 精神 TITETTTTTITTT 
第 二 节 逻辑 思维 能 力 EETTETTE TIRE ETT 


第 三 节 教育 思想 … 


第 七 章 声 尖 数学 专著 的 重要 意义 -… 


第 一 节 国内 学 者 的 研究 成 果 … 

第 二 节 ”杨辉 算法 研究 在 国外 ，… 
两 宋 时 期 研究 论著 文献 ……………… 
人 名 索引 ee 


第 一 编 总 论 1 
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总 论 


中 国 历史 在 唐 朝 大 统一 和 五 代 十 国 离 乱 之 后 ,进入 北宋 与 辽 ， 
南宋 与 金 、 元 对 峙 的 局 面 。 

宋太祖 赵 匡 和 项 夺取 后 周 政权 ， 建 立 宋朝 ， 史 称 北宋 (960 一 
1127), 统一 中 原 和 南方 地 区 .12 世纪 初 居住 在 东北 长 白山 一 带 的 
女真 族 建 立 金 朝 , 逐步 向 南 扩张 ,在 1125 年 灭 辽 ,1127 年 又 灭 北 
宋 。 宁 高 宗 赵 构 在 南方 建立 南宋 , 1234 年 蒙古 族 灭 金 , 于 1279 年 
灭 南宋 ， 元 朝 统一 全 国 。 

五 代 十 国 半 个 多 世纪 的 割据 战争 ， 使 黄河 流域 经 济 受到 巨大 
损失 。 北 宋 建 国 后 ， 均 定 赋税 ， 兴 修 水 利 ， 开 星 芒 地， 从 而 农业 
得 到 迅速 恢复 和 发 展 , 农村 中 有 不 少 定期 集 市 , 逐步 形成 市 镇 。 北 
宋 手工 业 分 工 细致 ， 科 学 技术 和 生产 工具 有 显著 进步 。 有 些 作 坊 
规模 增 大 , 促进 城镇 繁荣 , 海外 交通 、 国 际 贸易 空前 活跃 。 唐 时， 
据 文献 统计 ， 十 万 户 以 上 城市 全 国 只 有 十 多 个 ， 到 北宋 已 增加 到 
四 十 多 个 。 在 这 些 社会 条 件 下 ， 商 业 发 达 ， 市 民生 活水 准 有 所 所 
高 。 民 用 、 官 署 、 寺 庙 、 宫 风 建 筑 活 动 频繁 ， 南 宋 首都 临安 人 口 
一 百 多 万 , 超过 北宋 东京 。 临 安 有 四 百 四 十 行 ,手工 业 分 工 更 细 ， 
商业 更 加 发 达 ， 纸 币 盛行 。 交 子 、 会 子 广泛 流通 。 农 业 和 手工 业 
的 发 展 ， 增 加 商品 交换 的 需要 ， 而 商业 的 发 达 反 过 来 又 促进 了 农 
业 和 手工 业 的 发 展 。 两 宋 三 百年 间 昌 在 兵 荒 马 乱 之 中 , 风 琐 如 星 ， 
鸡 哆 不 已 ， 但 是 含 数 学 在 内 的 科学 技术 在 各 个 领域 内 俱 有 出 色 建 
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本 编 述 两 宋 科学 技术 活动 的 一 般 情况 ， 分 二 章 。 
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第 一 节 天 学 
两 宋 在 天 学 上 著称 的 工作 有 ， 
一 。 天 文 仪器 制造 


握 便 、 圭 表 、 浑 仪 和 浑 象 是 我 国 传统 测 天 仪器 ， 到 两 宋 时 代 
达到 最 好 水 平 。 

燕 肃 于 天 圣 九 年 (1031 年 ) 创 作 莲 花 漏 壶 , 在 漏 壹 中 使 用 浸 流 
系统 : 漏 壹 上 部 开 孔 , 使 多 余 的 水 由 此 溢出 ,以 保持 有 恒定 水 位 ， 
消除 因 水 位 变化 而 影响 流量 ， 提 高 计时 精度 ， 在 温度 影响 漏 壶 中 
液体 粘 滞 度 这 一 因素 ,“ 冬 月 水 汲 ， 夏 月 水 利 ” 现 象 ， 宋 时 已 有 人 
察觉 并 了 予 克服 。 张 思 训 于 太平 兴国 四 年 (979 年 ? 改 用 水 银 代 水 。 

圭 表 表 端 副 影 影响 读数 精度 是 长 期 未 能 解决 的 问题 ， 苏 颂 
(1020~1101) 在 《新 仪 象 法 要 》 提 出 “子午 正 以 望 简 指 日 ， 今 影 
透 简 窃 , 以 黎 心 之 影 指 直面 之 尺寸 为 准 ,” 使 测 日 影 长 度 技术 得 到 
改善 。 

北宋 制造 天 象 观测 用 浑 仪 ,在 11 世纪 前 后 一 百年 间 先 后 制造 
六 架 ， 每 架 用 铀 约 十 吨 。 这 种 巨型 仪器 有 固定 的 地 平 、 子 午 、 天 
常 等 环 ， 有 转动 的 白道 、 黄 道 、 赤 道 等 环 。 为 提高 精度 和 减少 制 
作 、 使 用 麻烦 ， 不 少 学 者 如 沈 括 还 简化 设计 和 制作 浑 仪 。 

天 文 仪器 的 代表 和 杰作 是 元 禧 三 年 (1088 年 ) 苏 颂 等 人 所 做 
水 运 仪 象 台 ， 能 用 多 种 形式 来 反映 及 观测 天 象 的 运行 ， 它 利用 一 


套 齿 轮 系 ， 在 漏 过 流水 驱动 下 ， 使 仪器 整体 经 常 保持 恒 速 ， 和 天 
体 运 动 同步 ， 它 既 能 演示 天 象 、 观 测 天 象 ， 又 能 计时 、 报 时 。( 图 


1.1.1)。 


展 由 如 四 权 部 和 由 名 


图 1.1,1 
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二 星象 观测 


11 世纪 前 后 , 约 百年 之 间 , 北宋 曾 进行 过 五 次 大 规模 恒星 位 
置 观 测 。 大 中 祥 符 三 年 (1010 年 ) 韩 显 符 观测 “外 官 星 位 去 斗 ( 宿 )、 
极度 数 "。 斗 宿 是 指 冬至 点 ， 说 明 这 次 测量 ， 是 以 冬至 点 为 原点 。 
景 福元 年 (1034 年 ) 为 编写 《 景 祈 乾 象 新 书 》 进 行 第 二 次 观测 ， 在 
《 宋 忠 。 天 文 志 》 中 保存 了 这 次 测定 的 二 十 八 宿 距 星 位 置 。 周 琼 等 
于 皇 禧 元 年 至 五 年 (1049~1053) 以 五 年 时 间 ， 对 全 天 作 第 三 次 观 
测 ， 在 王 安 礼 《灵台 秘 苑 》 中 记载 了 观测 成 果 ， 含 345 个 恒星 的 
距 星 的 入 宿 、 去 极度 。 元 丰 元 年 至 八 年 (1078~1085) 作 第 四 次 观 
测 ， 画 成 星 图 定稿 ， 在 淳 衬 七 年 (1247 年 ) 据 黄 党 原 图 (12 世纪 
末 ) 刻 石 ， 这 就 是 著名 的 苏州 石刻 天 文 图 (图 1. 1. 2)。 原 刻 幅 3X 
2.5 故 ， 刻 星 1430 颗 。 它 以 北极 为 圆心 ， 绘 有 三 个 同心 圆 、 二 十 
八条 辐射 线 , 以 示 北 极 常见 圈 、 南 极 恒 隐 图 和 赤道 二 十 八 宿 距 度 。 
苏 颁 《 新 仪 象 法 要 》 星 图 也 是 这 次 观测 记录 ， 比 苏州 石刻 多 六 上 颗 
星 。 姚 舜 辅 等 人 于 崇 宁 元 年 (1102 年 ) 起 ,以 五 年 时 间作 第 五 次 观 
测 ， 精 度 最 高 ， 成 果 见 姚 著 《 纪 元 历 》。 经 今 人 分 析 ， 二 十 八 宿 距 
度 误差 绝对 值 平均 仅 0.15 度 , 刷 新 了 三 百年 前 唐 代 僧 一 行 的 观测 
精度 记录 。 

在 天 象 观测 方面 ， 特 别 值得 一 提 的 是 对 于 新 星 和 超新星 的 记 
录 。《 宋 会 要 》 记 日 :“ 嘉 社 元 年 三 月 ， 司 天 监 言 ， 客 星 没 ， 客 去 
之 兆 也 。 初 、 至 和 元 年 (1054 年 ) 五 月 , 晨 出 东方 , 守 天 关 ( 金 牛 座 
$ 星 ), 异 见 如 太 日 , 芒 角 四 出 , 色 赤 和 白 , 凡 见 二 十 三 日 .”20 世纪 
70 年 代 以 来 ,国际 天 文学 界 公 认 天 关 星 附近 的 蟹 状 星 云 就 是 1054 
年 爆发 的 超新星 遗迹 ， 而 我 国 宋 代 的 详细 文献 为 蟹 状 星云 等 理论 
问题 的 研究 提供 了 依据 。 


国生 


三 制订 历法 


北宋 168 年 间 颁 行 九 种 历法 ,南宋 149 年 间 也 颁 行 九 种 历法 ， 
平均 17 年 就 要 改 历 一 次 ， 宋 初 沿用 后 周 王 朴 《 钦 天 历 》。 北 宋 时 
代 爵 法 推算 大 都 仿效 边 冈 《 崇 玄 历 》, 边 冈 用 刘 灶 内 播 法 所 建立 的 
计算 公式 使 用 不 便 ， 姚 玛 辅 《纪元 历 》 了 予以 简化 。 南 案 时 代 初 期 
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用 《纪元 历 》。 两 宋 历法 都 各 有 自己 的 起 算 时 间 原 点 ， 上 元 甲子 积 
年 不 一 。 

北宋 学 者 沈 括 《 梦 溪 笔 谈 》 主 张 以 十 二 气 ( 节 ) 震 代 十 二 月 ,这 
种 “十 二 气 历 ”与 天 文 实际 吻合 , 为 生产 服务 非常 直接 、 简便, 与 
今 用 太阳 历 相 仿 ,“ 可 惜 格 利 高 里 历 十 二 月 的 大 尽 、 小 尽 不 很 合理 ， 
节气 日 期 还 有 一 日 的 上 下 ， 远 不 如 沈 括 十 二 气 历 的 理想 。”@ 


四 气 象 
在 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 第 二 章 天 时 类 有 量 雨 、 量 雪 的 定量 计 
算 ， 这 是 气象 学 史上 首创 。 


第 二 节 地 学 


Ce 地 , 万 志 


以 图 经 形式 编写 的 地 理 专 著 宋 初 盛行 ， 开 宝 (968 一 975) 先 后 
两 次 重修 天 下 图 经 ， 后 来 文字 部 分 增加 ， 地 图 渐 成 附庸 地 位 。 及 
南宋 , 文 图 分 离 , 改称 为 志 , 是 我 国有 特色 的 地 方志 文化 的 开始 ， 
以 后 就 形成 统一 格式 和 体例 。《 宋 史 ， 艺文志 》 所 记 地 方志 就 有 一 
百 几 十 种 。 

全 国 总 志 有 《太平 宰 宇 记 》 (太平 兴国 元 年 一 九 年 ,976 一 984 
年 ) 成 书 。 乐 史 编 修 ,， 全 书 二 百 卷 。 讲述 内 容 还 兼 及 外 域 ， 不 少 内 
容 是 人 物 和 文艺 《元 丰 九 域 志 》 (元 丰 元 年 全 八 年 ,1078 一 1085 
年 ) 王 存 主 修 ， 编 纂 特点 是 “当世 之 务 ”。 着 重 记载 四 至 八 到 ， 各 
地 里 数 ， 城 堡 名 称 ， 山 川 之 利 等 “当世 之 务 ”。 


Q@ 钱 宝 琼 ， 从 春秋 到 明 末 的 历法 沿革 . 《 钱 宝 琼 科 学 史 论 文选 集 )， 北 京 ， 科学 
出 版 社 ，1983，475 
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宋 刊 如 县 地 方志 保存 至 今 还 可 以 列 出 二 十 种 以 上 .例如 乾道 、 
淳 社 、 威 淖 《 临 安 玉 》、 范 成 大 《 吴 郡 志 》 等 。 宋 代 府 、 州 、 军 、 
县 、 监 一 般 都 有 志 。 这 种 风气 ， 代 代 相 承 ， 且 扩 太 为 由、 川 、 寺 
庙 、 关 隘 、 桥 梁 。 直 至 今日 ， 市、 县 、 镇 、 乡 竞相 仿效 ， 修 志 成 
风 。. 


二 地 图 


宋 王朝 建立 后 ， 军 、 政 、 财 权 都 集中 于 中 央 ， 对 了 手 失 地 常 存 
收复 之 心 ， 所 以 对 地 图 的 绘制 非常 重视 ， 中 央 所 藏 各 州 府 送 造 的 
地 图 相当 丰富 .北宋 真宗 皇帝 常 到 收藏 地 图 的 滋 福 帆 观 看 地 图 ,并 
诏 令 “得 林 院 遗 画 王 分 询 诸 路 ， 图 上 山川 形势 ， 地 理 远近 ， 纳 枢 
密 院 ”( 扎 (入 海 )), 淳 化 四 年 (993 年 ) 用 绢 一 百 匹 制 成 淳 化 天 下 
图 ?， 图 冉 之 大 创 历 史 纪录 。 至 今 保存 完好 的 宋 刻 三 石刻 地 图 : 
《 华 夷 图 入 《 禹 还 图 ) 和 《地 理 图 )， 其 中 华 夷 图 、 融 迹 图 是 南宋 
绍兴 六 年 (1136 年 ) 石 刻 , 今 存 西安 碑林 ,二 图 刻 在 同 碑 的 正 反 面 ， 
长 宽 都 是 77 香 米 ,。《 华 夷 图 ) 相当 于 世界 地 图 ， 项 迹 图 相当 于 全 
国 地 图 (图 1. 1, 3) ， 上 有 方 格 ,“ 每 格 折 地 百 里 。.” 机 方 ?90， 坚 方 
73， 其 计 5-110 方 , 图 上 黄河 、 长 江 、 珠江 等 水 系 比 较真 实 , 河套 、 
汉 水 、 出 东 六 岛 、 海 南 岛 赫 然 可 见 ， 这 是 杰出 的 古代 有 比例 尺 的 . 
全 国 地 图 。 


三 兴修 水 利 


宋 初 在 黄河 和 海河 流域 修 浚 许多 河渠 ,使 黄河 南北 不 少 地 区 
都 得 到 灌溉 之 利 。 

11 世纪 之 初 ， 福 建 省 莆田 县 兴修 木兰 陂 , 是 一 座 有 代表 性 的 
兼 有 引 、 蕾 、 灌 、 排 多 功能 、 综 合 利用 的 大 规模 水 利 工 程 。 九 百 
多 年 后 的 今天 一 直 在 发 挥 巨大 的 作用 。 整个 11 世纪 , 据 统计 北宋 
修建 农田 水 利 工 程 有 一 万 多 处 ， 灌 田 3 660 万 亩 。 南 宋 继续 兴修 水 
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Cas 


图 1.1.3 画 迹 图 
利 ，12 世纪 初 ， 潭 州 修复 龟 塘 灌 田 一 百 万 亩 。 眉 州 通 济 堰 、 淮 东 


绍 申 卉 的 建造 ， 使 数 百 里 内 无 缺 水 之 忧 。 在 江南 围 田 工程 尤其 宏 


伟 ， 规 模 大 、 受 益 面 积 数 以 万 亩 计 。 此 外 沿海 地 区 修建 海塘 也 是 


著称 历史 的 利 民工 程 
海 土 塘 ， 由 于 海潮 破 


修成 捍 
后 曾 以 五 年 时 


9 


。11 世纪 初 浙江 地 区 征 民工 数 百 万 
坏 力 太 大 , 景 禧 元 年 (1034 年 ) 


间 ， 两 次 投资 修建 石 塘 。 


宋代 还 留 下 有 名 的 水 位 站 ， 例 如 江苏 省 吴江 县 水 则 碑 ， 碑 十 
铭刻 ;“ 横 七 道 ， 道 为 一 则 ， 以 下 一 则 为 水 平 之 衡 ,， 在 一 则 ， 高低 
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田 俱 无 善 ， 过 二 则 ， 极 低 ， 田 涂 ( 沥 没 )，…… 过 七 则 极 高 田 俱 
洽 ”。 逮 记 有 绍 辕 五 年 (1194 年) 最 早 水 位 钱 所 在 ， 为 水 文 研究 提供 
了 珍贵 历史 资料 ， 


第 三 闻 农 学 
一 农业 技术 
宋代 农业 技术 发 展 达 到 了 新 水 平 。 


土地 的 开明 和 利用 ， 已 有 一 整套 办 法 。 在 地 少 人 稠 地 区 力图 
扩大 耕地 面积 :与 水 争 田 一 一 汗 田 规模 很 大 , 浙 西 路 有 1 400 多 处 ， 
在 高 地 有 水 汇流 处 建 卉 坝 蓄 水 灌 早 地 ， 既 可 自流 江洲 ， 又 可 免 水 
土 流失 ; 梯田 也 有 很 大 发 展 ， 据 统计 ， 广 东 、 福 建 、 浙 江 、 江 西 、 
四 川 等 省 多 山 丘 陵 地 区 都 有 开 星 。 

在 农作物 分 布 上 , 宋 时 水 稻 高 居 第 一 位 , 南方 为 主要 栽种 区 ， 
逐渐 向 北方 推广 ， 还 从 越南 引进 抗旱 力 强 、 对 肥料 要 求 不 高 的 占 
城 稻 ， 从 朝鲜 引进 颗粒 饱满 的 黄 粒 稻 。 四 北 维吾尔 地 区 种 凰 技术 
传 布 到 长 江 流域 蚕桑 事业 在 江浙 发 展 尤 速 。 


二 《 农 书 》 


宋 时 还 出 现 农学 专著 ， 以 陈 碘 《 农 书 》 为 代表 作 ， 书 成 于 绍 
兴 十 九 年 (1149 年 )， 也 是 我 国 最 申论 述 水 称 地 区 农业 技术 和 经 营 
的 农 书 ， 其 主要 内 容 有 : 

其 一 ， 整 地 。 在 “ 耕 克 之 宜 ” 篇 谈 整 地 技术 。 按 早 田 、 晚 田 、 
癸 陵 、 平 原 与 低地 不 同情 况 ， 采 取 不 同 措施 。 

其 二 , 育苗。 在 “ 善 其 根 苗 ”篇 论述 水 稻 秧 田 的 育 田 技术 。 播 
种 前 的 糙 作 和 施肥 ， 防 嵌 身 法、 控制 秧 田 水 层 浅 深 等 技术 。 

其 三 ， 除 草 。 强 调 即使 无 草 也 应 耘 田 、 松 土 ， 有 利 作物 生长 ， 
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使 “ 草 死 土 肥 ， 浸 灌 有 渐 ， 水 不 走失 ”。 

其 四 , 施肥 。 论述 肥 源 ， 指 出 “用 类 犹 用 药 ” 的 重要 认识 , 例 
如 黑土 过 肥 ， 穗 而 不 实 ， 要 用 生 土 拌和 。 

其 五 ， 天 时 。 在 “天 时 之 宜 ” 篇 指出 种 植 庄稼 必须 知道 天 时 
地 宜 ,，“ 则 生 之 ， 莱 之 ， 育 之 ,成 之 ， 熟 之 ， 无 不 遂 锋 。” 


第 四 节 工业 技术 


宋代 手工 业 空前 繁荣 ， 这 里 简 记 重要 项 目 。 


一 涌 全 


宋代 建国 后 有 色 金 属 和 黑色 金属 的 生产 都 有 长 足 发 展 。 据 统 
计 北 宋 建 国 后 50 年 间 铜 产量 增加 3 倍 , 锡 、 金 各 增加 1 售 , 铅 增 
加 4 倍 ， 到 治平 元 年 (1064 年 ) 铁 的 产量 比 唐 元 和 元 年 (806 年 ) 增 
加 4 倍 ， 北 宋 初 年 各 路 铁 冶 炼 场 二 百 多 处 ， 其 产量 仅 徐 州 利 国 监 
铁 矿 年 产 铁 达 154 万 斤 。 矿 工人 数 如 江西 信州 、 广 东 韶 州 、 岭 水 
矿 场 各 达 十 万 ， 而 且 日 夜 开 采 。 

冶金 技术 在 宋代 迭 有 创新 : 如 炼 银 有 “ 吹 灰 法 ”, 炼 铀 有“ 胆 
铜 法 ”, 炼 铁 以 木 风 肩 提 高 产量 .。 教 煌 壁画 上 画 西 夏 业 铁 炉 也 用 木 
风扇 误 风 。 木 风扇 结构 牢固 ， 体 量 大 ， 风 量 风 压 显著 提高 ， 强 化 
冶炼 反应 速度 ， 产 量 相 应 得 到 提高 。 这 项 技术 比 欧洲 要 早 五 、 六 
百年 .到 10 世纪 前 后 我 国 已 用 煤 炼 铁 , 元 丰 元 年 (1078 年 ) 徐 州 利 
国 监 附 近 发 现 煤矿 ， 用 以 炼 铁 ， 节 省 大 量 木炭 。 灌 钢 技 术 在 宋代 
得 到 改进 ， 沈 括 《 梦 溪 笔 谈 》 记 载 灌 钢 ( 团 钢 ):“ 用 和 柔 铁 届 盘 之 ， 
以 生铁 陷 其 间 ， 泥 封 炼 之 ， 银 令 相 入 …… 二 三 炼 则 生铁 自 熟 ， 乃 
是 条 铁 ”。 这 是 说 生铁 熔化 成 铁 半 ,渗入 熟 铁 ， 又 加 银 打 , 使 所 含 
碳 分 布 均匀 ， 就 提高 了 硬度 ,成 为 性 能 较 好 的 钢 ， 这 就 是 灌 钢 。 
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二 陶 次 


宋代 效 器 在 工艺 上 达到 新 的 水 平 ， 已 有 一 百 多 县 市 发 现 宋 次 
遗址 ， 可 证 宋代 瓷 业 的 发 达 和 普及 。 宋 代 形成 了 有 影响 的 八大 窑 
系 : 北方 的 定 窗 、 磁 州 窒 、 均 窗 、 兆 窗 ， 南 方 的 景德镇 窗 、 越 窑 、 
龙泉 窑 和 建 窗 。 其 中 磁 州 窗 以 磁石 泥 为 坏 , 所 以 瓷器 又 名 为 磁器 。 
磁 州 窒 产 品 多 日 地 黑 花 ， 或 作 凸 花纹 、 划 花纹 ， 别 具 一 格 。 均 窑 
多 施 彩 ， 胭 脂 红 、 蕴 浴 或 黑色 。 炮 州 窑 薄 坏 、 釉 层 均 名， 反映 隐 
膏 技 术 高 水 平 ， 器 壁 内 外 布 满 纹样 ,玲珑 可 爱 . 景德镇 瓷器 纯 白 ， 
透 光 , 是 宋代 制 次 技术 的 代表 作 , 浙江 处 州 章 氏 弟兄 各 设 一 窗 , 哥 
窗 即 琉 田 窗 ， 弟 窗 即 龙泉 窗 。 哥 窗 釉 表 以 碎 纹 著名 ， 弟 容 无 碎 纹 ， 
釉 色 毅 丽 ， 色 泽 多 粉 青 或 滩 青 。 


三 纺 织 


宋 人 在 纺织 技术 上 革 故 创新 。 纱 、 罗 、 锦 、 纹 等 纺织 品 织造 
工艺 如 提花 都 达到 了 最 好 水 平 。 棉 织 业 也 逐步 发 展 , 据 文献 记载 ， 

纱 罗 宋代 的 纱 以 二 或 三 根 经 线 绞 成 ， 宋 墓 出 土 丝 织 文物 亮 
地 提花 纱 , 稀 经 密 纬 ， 有 良好 的 透明 、 标 逸 效 果 。 图案 循 环 回 纹 ， 
长 达 60 余 厘 米 。 

锦 宋代 锦 的 品种 已 发 现 有 四 十 余 种 ， 苏 州 宋 锦 、 南 京 云锦 
都 从 宋 时 开始 ， 色 汉典 雅 厚 重 。 

缴 级 是 二 时 最 华丽 的 丝织品 , 平滑 而 有 光泽 , 有 立体 感 , 续 
线 用 色 富 变化 ， 纹 样 益 加 美观 。 

棉纺 ”从 维吾尔 地 区 引入 棉花 后 ， 中 原 棉纺 品 随 之 发 展 。 轧 
棉 机 代 赫 手 剥 棉 桃 ， 大 大 提高 生产 率 ， 弹 棉花 用 “ 强 纺 大 弓 ” 振 
幅 大 而 有 力 ， 每 天 能 弹 棉 七 、 八 斤 。 当 时 松江 成 为 全 国 棉纺 中 心 ， 

有 松江 布 “ 衣 被 天 下 ”之 称 。 
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四 印 出 


在 唐 代 基 础 上 宋 时 周 板 印刷 业 更 加 发 达 ， 趋 于 鼎盛 ， 当 时 内 
板 良 工 巧 区 大 多 葵 菜 杭州 。 宋 刻本 技术 优良 ， 字 体 方 整 ， 刀 法 圆 
润 ， 纸 黔 装 开 都 称 上 乘 。 据 记载 ， 刻 大 部 头 书 ， 往 往 集 中 刻 工 一 
百 多 人 ,。 雕 板书 之 最 是 开 宝 四 年 (971 年 ) 在 成 都 刻印 《大 藏 经 》, 计 
1 076 部 ，5 048 卷 ， 历 时 十 三 年 ， 有 雕 板 13 万 块 。 

元 丰 七 年 (1084 年 ) 秘 书 省 初 刊 含 《 九 章 算术 》 等 汉 唐 以 来 十 
部 算 经 , 绍 定 四 年 (1231 年 ) 鲍 淀 之 又 重新 翻 刻 ,。 大 字 茶 楷 精 雕 ,图 
文 并 茂 的 《营造 法 式 》 在 宋朝 刻 过 两 次 。 

在 雕 板 术 飞黄腾达 之 际 ， 宋 代 印 刷 业 又 出 现 另 一 项 发 明 。 据 
沈 括 《 梦 溪 笔谈 》 记 载 ， 宋 庆历 朝 (1041 一 1048) 毕 界 创造 活字 印 
刷 术 ， 它 大 大 节约 人 力 、 物 力 。 这 不 仅 在 我 国 ， 在 世界 文化 史上 
也 是 伟大 创举 。 毕 异 活字 印刷 术 与 现代 铅字 排 印 同 一 原理 ， 他 用 
胶泥 制 成 活字 ， 一 泥 刻 一 字 , 火 焙 变 硬 ， 事 前 准备 铁 板 ， 将 松香 、 
蜡 和 纸 灰 混合 物 放 在 铁 板 上 ， 铁 板 放 入 铁 框 里 ， 再 据 需 要 排 入 活 
字 ， 排 满 一 框 在 火 上 加 热 ， 混 合 物 遇 热 熔 化 ， 冷 却 后 一 板 活 字 粘 
成 一 体 ， 印 完 后 ， 提 字 还 可 以 重用 。 为 提高 效率 ， 一 人 印 书 ， 另 
一 人 排版 。 常 用 字 各 多 备 二 三 十 个 ， 可 以 保证 排版 不 至 缺 字 。 

印刷 术 是 中 国 四 大 发 明之 一 , 毕 异 活字 法 为 印刷 术 增 添 光 辉 ， 
对 西方 拼音 文字 贡献 甚 于 中 国 方 块 字 。 


第 五 节 医 药 


两 宋 时 期 ， 中 国医 药 全 面 发 展 ， 宋 王朝 重视 各 种 医药 书 藉 的 
修订 ， 作 为 医药 知识 汇编 的 本 草 学 ， 有 宋 一 代 ， 著 述 极为 丰硕 。 

开 宇 六 年 、 七 年 (973~974) 刘 翰 等 奉 玖 以 唐 《 新 修 本 草 》¢ 轩 
本 草 》 为 据 ， 修 臭 《 开 宝 本 草 》21 卷 ， 载 药物 983 种 。 
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嘉实 二 年 (1057 年 ) 苏 颂 等 奉 救 修成 《嘉实 本 草 》20 卷 , 载 药 
物 1 082 种 。 

《 嘉 祷 本 草 》 成 书后 不 久 ,， 宋 政府 又 仿 唐 《 新 修 本 草 》 附 图 作 
法 ， 皇 帝 下 诏 ， 命 令 各 地 州 履 绘画 当地 所 产 药草 图 送 呈 东京 ， 由 
苏 颂 整理 编写 成 《图 经 本 草 》， 后 经 增补 ， 益 加 完善 。 

元 祷 时 (1086 一 1094) 四 川 成 都 医生 唐 愤 微 以 私人 之 力 修 繁 
《经 史 证 类 备 急 本 草 》32 卷 ，60 余 万 字 ,收录 药物 1 700 多 种 ， 载 
百 病 主治 药 ， 服 药 食 忌 及 药物 旦 、 恶 、 须 、 使 等 ， 使 人 们 对 历代 
本 草 源 流 和 药物 配伍 禁 吕 有 概括 了 解 。 书 中 还 采 录 古今 单方 ， 经 
史 百 家 有 关 药 物 记载 . 因 本 书 质量 优秀 , 宋 政 府 为 之 整理 出 版 , 成 
为 私家 著作 官印 本 草 , 此 后 又 重修 多 次 ,有 大 观 二 年 (1108 年 ) , 政 
和 六 年 (1116 年 ), 绍兴 二 十 七 年 (1157 年 ) 三 种 版 本 , 以 后 又 屡次 
修订 再 版 ， 在 明代 李时珍 《本 草 纲 目 》 问 世 之 前 , 是 本 草 学 范本 。 


第 六 闻 兵 可 


火药 是 另 一 中 国 四 大 发 明 。 至 宋代 火药 的 使 用 已 经 成 熟 .《 宋 
史 。 兵 志 》 记 开 宝 三 年 (970 年 ) 兵 部 令 史 汉 继 异 进 火箭 法 , 又 有 神 
卫 水 军队 长 唐 福 献 火 毯 、 火 著 袭 。 火 药 武 器 的 大 量 使 用 ， 推 动 对 
火药 的 研究 ， 曾 公 亮 《 武 经 总 要 》( 宝 元 三 年 ~ 庆历 四 年 ,1040~ 
1044) 载 三 种 火药 配方 , 配方 中 硝 的 含量 高 于 唐 代 , 硫 与 硝 的 比 接 
近 1 : 3, 与 近代 黑 火 药 配 方 相似 。 史 书 有 火炮 的 记载 ， 北 宋 末年 
在 抗 金 战争 中 发 明 露 雳 炮 、 震 天 雷 等 杀伤 力 较 大 的 火炮 。 

宋代 兵器 种 类 繁多 ,《 宋 史 。 艺文志 》 记 兵书 347 部 , 著名 专 
著 且 流传 至 今 有 曾 公 亮 《 武 经 总 要 》40 卷 ,， 许 澜 《 虎 铃 兵 经 》20 
卷 ， 有 关 兵 器 制造 和 军事 工程 方面 专 书 有 《 确 经 》1 卷 ,《 强 弩 备 
术 》3 卷 , 《 行 兵 攻 具 及 图 》 2 卷 。 
”《 宋 史 。 兵 志 》 称 ;“ 工 署 南北 作坊 及 弓 弩 院 年 造 铁甲 三 万 二 
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干 , 弓 一 千 六 百 五 十 万 ,各州 造 弓 弩 六 百 二 十 万 ”, 店 宁 元 年 (1068 
年 ) 平 民 李 宏 献 神 臂 弓 ， 弓 长 三 尺 二 寸 ， 芝 长 二 尺 五 寸 ， 铜 鸭 机 ， 
射 三 百 四 十 步 。 沈 括 《 梦 溪 笔 谈 》 说 神 臂 弓 “能 洞 重 札 ， 最 为 利 
逢 ”。 绍兴 五 年 (1135 年 ) 韩 世 忠 又 将 神 臂 弓 加 大 尺度 , 易 名 为 克 政 
弓 ， 在 宋 金 之 战 中 ， 大 获 全 胜 。 关 于 长 短 兵 器 ， 长 兵器 以 枪 、 大 
刀 为 主 ， 短 兵器 如 刀 、 剑 、 鞭 、 棒 等 。 

制造 兵器 作坊 规模 大 ， 工 人 人 数 众 多 。 

为 统一 兵器 标准 ， 店 宁 六 年 (1073 年 ) 设 军 器 监 ， 制 度 都 有 
“ 式 ”， 共 110 卷 汇 编 成 《 购 宁 法 式 》»， 元 丰 八 年 (1083 年 ) 又 编制 
《 盏 器 什 物 法 制 》。 


第 七 闻 海 运 


一 指 南 针 


指南 针 是 我 国 另 一 项 四 大 发 明 。 航 海事 业 的 发 展 必 须 有 可 靠 
导航 设备 ， 促 使 磁体 指向 技术 的 进步 。 宋 代 对 于 其 中 两 个 关键 问 
题 都 已 顺利 解决 , 其 一 ,指针 的 磁化 。 其 二 , 指针 的 装置 方法 。 宋 
人 著 书 中 对 第 一 个 问题 沈 括 《 梦 溪 笔 谈 》 说 :“ 方 家 以 磁石 摩 针 锋 ， 
则 能 指南 ”这 是 说 以 天 然 磁石 磁场 ， 理 顺 钢 针 内 部 磁场 。《 梦 溪 
笔谈 》 还 讨论 了 第 二 个 问题 ， 认 为 最 好 的 方案 是 “其 法 取 新 纤 中 
独 昔 缕 ， 以 芥子 许 螨 缀 于 针 腰 ， 无 风 处 悬 之 ， 则 针 常 指南 。” 南 宋 
陈 元 靓 《 事 林 广 记 》 介 绍 当 时 流行 的 指南 龟 装 置 新 法 ， 将 天 然 磁 
石 放 在 木 制 指 南 龟 腹 内 , 腹 下 挖 一 光滑 小 穴 , 对 准 在 竹 钉 尖 安 置 ， 
使 支点 有 很 小 摩擦 力 ， 木 龟 便 可 以 自由 转动 指南 。 这 种 指南 针 很 
快 就 应 用 于 航海 。 重 和 二 年 (1119 年 ) 朱 或 《 苹 洲 可 谈 》 明 确 记载 ， 
“ 舟 师 识 地 理 ， 夜 则 观 星 ， 昼 则 观 日 ， 阴 降 则 观 指南 针 .” 几 年 后 
徐 诡 《 宣 和 奉 使 高 丽 图 经 》 也 有 类 似 说 法 :“ 惟 视 星斗 前 迈 , 若 星 
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掺 则 用 指南 浮 针 ， 以 所 南北 。” 吴 自 牧 《 梦 梁 录 》 也 说 :“ 风 雨 星 
揽 时 ， 惟 凭 针 盘 而 行 。 乃 火 长 掌 之 ,之 厘 不 敢 差 误 .” 


二 造船 


造船 业 的 兴旺 是 两 宋 海运 发 达 的 另 一 个 重要 因素 ， 在 沿海 不 
少 地 区 都 设立 造船 务 、 场 、 坊 , 广东 广州 .福建 泉州 、 浙 江 杭 、 明 、 
温 三 州都 是 造 海 舶 主要 基地 .我 们 以 时 间 先 后 选 述 其 中 重要 事项 。 

北宋 天 禧 五 年 (1021 年 ) ， 据 《 宋 会 要 辑 稿 。 食 货 》 说 奉命 打 
造 运 船 605 艘 。 明 州 (宁波 ) 所 造 者 材料 尤其 讲究 ， 设 备 完善 。 抛 
锚 用 矿石 , 风帆 有 大 小 , 以 利 迎 风 疾 驶 , 起 古 。 转 帆 采 用 转轴 ， 舵 
也 有 大 小 ,以 利 转向 ， 船 上 还 备 铅 锤 测 海 深浅 “又 于 舟 腹 两 旁 缚 
大 竹 为 襄 ”， 为 增加 浮力 和 减轻 风浪 猛 力 冲击 。 船 只 大 小 据 沈 括 
《 梦 溪 笔 谈 》 记 :“ 两 浙 献 龙船 ， 长 二 十 余 丈 ， 上 为 官 室 层 楼 ……… 
设 御 栅 ， 以 备 游 幸 ”。 

元 祷 五 年 (1090 年 ),《 宋 会 要 辑 稿 。 食 货 》“ 诏 温州 、 明 州 岁 
造船 以 六 百 只 为 额 ”。 

元 丰 元 年 (1078 年 ),《 宋 史 ， 食 货 志 了》 说: 宋 政府 得 使 臣 往 聘 
高 丽 ， 指 令 明 州 造 大 舶 ， 一 名 凌 虚 致远 安 济 神舟 ， 一 名 灵通 顺 济 
神舟 。 完 工 后 ，“ 自 定海 ( 今 镇 海 ) 绝 洋 而 东 ， 到 达 高 丽 ”， 当 地 
“欢呼 出 迎 ”。 

宣 和 年 间 (1119~1125 ) 据 徐 诡 《 宜 和 奉 使 高 丽 图 经 。 神舟 》 
说 ,朝廷 又 在 明 州 打造 两 艘 巨 舰 .“ 痢 如 山 后 , 浮动 波 上 , 锦 帆 淮 
首 , 届 服 鲍 蝙 "。 到 达 高 丽 时 “ 倾 国 答 观 ， 欢 呼 嘉 叹 ”。 这 种 神舟 
长 阔 高 大 ， 什 物 器 用 ， 乘 坐 人 数 都 比 客 舟 大 三 倍 。 所 谓 客 舟 规模 
同 书记 :“ 长 十 余 丈 , 深 三 丈 , 阔 二 丈 五 尺 ， 可 载 二 干 解 票 ， 以 整 
木 巨 杭 制 成 .甲板 宽 平 , 底 尖 如 刀 …… 每 船 十 榴 ,大 检 高 十 元 ，…… 
三 石 用 绞车 升降 。……- 每 舟 篇 师 水 手 可 六 十 人 ”。 内 部 构造 都 精心 
设计 :“ 上 平 如 衡 ， 下 侧 如 刀 ” 以 便 破 浪 。 船 舱 分 隔 为 三 ， 前 舱 安 
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放水 柜 、 炉 灶 ， 中 舱 分 四 室 ， 使 者 各 以 阶 序 分 居 ， 还 有 后 船 。 这 
种 分 舱 措 施 ， 可 免 一 处 受 损 而 全 船 徐 没 的 危险 ，。 

南宋 时 因 了 山东 半岛 已 为 金 人 所 占 ， 造 船 业 南 移 。 建 炎 三 年 
(1129 年 ) 据 《 续 资 治 通 鉴 》 说 :“ 提 领海 舶 张 公 裕 云 ,已 得 千 舟 ”， 
说 明 宋 室 南 湾 后 造船 业 不 减 北 宋 。 下 文 述 三 种 战舰 

乾道 五 年 (1169 年 ), 水 军统 制 妈 湛 造 多 桨 船 一 般 ， 船长 八 丈 
三 尺 , 宽 二 丈 , 用 桨 四 十 二 支 。 载 甲 士 二 百人 。 这 种 新 型 桨 船 , 性 
能 极 好 ， 在 江河 湖 海 都 可 使 用 。 

淳 么 七 年 (1180 年 ), 马 定 远 造 运 马 船 一 百 只 ,用 以 运 军马 ,也 
可 以 迎 敌 ， 是 战 渡 两 用 船只 。 

台 泰 三 年 (1203 年 ), 秦 世 辅 造 铁 壁 战 船 ， 长 十 来， 宽 一 丈 八 
尺 ， 两 底 各 有 榴 八 支 。 载 士兵 , 水 手 一 百 五 十 人 。 结构 特别 坚固 ， 
能 冲击 敌 船 。 

1974 年 福建 果 州 湾 出 土 宋代 海 船 ， 尖 底 ， 船 身 扁 阀 ， 头 尖 尾 
方 ， 龙 骨 由 两 段 接 成 。 船 板 有 搭 接 和 平 接 两 种 方式 ， 用 麻 丝 、 竹 
好 、 桐 油 灰 典 缝 。 全 船 共 十 四 舱 。 复原 后 的 泉州 古 船 长 34. 56 米 ， 
宽 9. 9 米 ， 排 水 量 374. 4 吨 。 与 历史 文献 记载 吻合 。 

两 宋 造 船 不 论 数量 或 质量 都 体现 我 国航 海 史 的 新 高 度 。 而 指 
南 针 导航 、 船 舵 指挥 航向 、 风 力 扬 帆 是 远航 三 大 必要 条 件 ， 宋 时 
已 经 具备 。 这 种 技术 西 传 欧洲 后 , 西方 才 在 15 一 16 世纪 绕 好 望 角 
到 东南 亚 ,“ 发 现 ” 新 大 陆 ， 后 又 绕 地 球 一 周 。 


三 航 海 


两 宋 政府 都 重视 海外 贸易 ， 南 宋 还 远 远 超过 北宋 。 市 舶 司 的 
税收 , 占 南宋 财政 收入 二 十 分 之 一 。 宋 高 宗 时 收入 达 二 百 万 贯 , 超 
过 北宋 年 入 最 高 额 的 二 倍 多 。 绍 兴 七 年 (1137 年 )“ 上 论 : 市 舶 之 
利 最 厚 ， 奉 措 置 合宜 ， 所 得 动 以 百 万 计 ， 岂 不 胜 取 之 于 民 ? 腾 所 
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以 留意 于 此 ， 庶 几 可 以 少 帘 民 力 尔 .”D 上 行 下 效 ， 南 宋 航海 事业 
特别 发 达 。 

在 航海 技术 上 固有 指南 针 可 以 明 辩 方 向 ， 如 遇 和 狂风 巨 浪 船 舰 
都 有 达 石 自 船 首 垂下 ， 使 船 在 中 途 可 以 抛 “ 错 "， 停 止 前 进 。 船 上 
有 布 栅 、 利 茵 ( 席 帆 )， 正 风 用 布 帆 ， 偏 风 用 利 莲 。 船 桥 又 设 转轴 ， 
可 以 自由 起 倒 。 由 于 造船 航海 技术 的 进步 ， 两 宋 时 期 中 国 商船 航 
行 东海 、 黄 海 、 渤 海 的 船只 空前 增多 ， 比 以 往 更 为 安全 。 

徐 欧 《 宣 和 奉 使 高 丽 图 经 。 封 境 》 记 航海 到 朝鲜 历程 : “由 明 
州 定海 放 洋 ， 绝 海 而 北 ， 舟 行 皆 乘 夏至 后 南 风 。 风 便 ， 不 过 五 日 
即 抵 岸 镍 .”《 宋 史 。 高丽 传 》 也 说 :“ 自 明 州 定海 遇 便 风 ,三 日 入 
洋 。 又 五 日 抵 墨 山 ， 入 其 境 。 自 黑山 过 岛屿 ， 计 曲 矶 石 间 ， 崩 行 
甚 驶 、 七 日 至 礼 成 江 ， 江 居 两 山 间 ， 束 以 石 峡 。 潢 急 而 下 ， 所 谓 
急 水 门 ， 最 为 险恶 。 又 三 日 抵 岸 ， 有 馆 日 闫 澜 享 , 使 人 由 此 登陆 ， 
崎 岂 山 谷 四 十 里 , 乃 其 国都 云 ( 开 城 ),” 这 是 说 由 明 州 航海 到 礼 成 
江 要 七 天 。 再 航行 三 天 到 眉 泣 亭 登陆 。 步 行 四 十 多 里 ， 才 能 抵达 


开 城 。 文 献 记 载 中 朝 海路 交往 要 看 风向 ， 如 遇 顺 风 ， 则 “历险 如 。 


两 ”， 遇 逆风 ， 则 “ 舟 触 礁 辐 破 ”。 从 经 验 教 训 积 累 安 排 航行 安全 
日 程 ; 明 州 到 高 丽 多 在 七 、 八 、 九 月 乘 西 南 季风 ，, 返程 则 以 十 、 十 
一 月 为 宜 ， 乘 东北 季风 。 

在 航海 技术 中 宋代 有 针 路 的 设计 一 一 用 指南 针 引 路 。 记 载 针 
路 有 专 书 , 称 为 针 经 , 或 针 谱 。 写 明 , 某 地 开始 , 航向, 航程 ， 船 
到 某 地 。 还 有 海 图 。 徐 诡 的 《 宣 和 奉 使 高 丽 图 经 》 是 我 国 第 一 部 
海道 图 ， 可 惜 原 图 已 佚 .。 


@ 《 宋 会 要 辑 要 . 职 官 》， 
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第 八 节 桥 革 


中 国 造 桥 技术 至 宋 而 成 熟 。 

唐 及 唐 以 前 桥梁 已 杏 无 痕迹 ,而 两 宋 桥梁 非但 存 今 佳 例 甚 多 ， 
而 且 至 今 仍 在 使 用 ， 真 是 老 当 益 壮 ， 令 人 敬 ， 也 令 人 爱 。 我 们 分 
型 制 选 析 。 


一 石 粱 桥 


万 安 桥 又 名 洛阳 桥 ， 在 福建 省 泉州 市 。 北 宋 皇 祷 五 年 (1053 
年 ) 始 建 , 嘉 禧 四 年 (1059 年 ) 竣 工 , 历时 六 年 八 个 月 。 主持 人 郡 守 
蔡 训 《万 安 渡 石 桥 记 》, 当时 桥 长 三 百 六 十 丈 , 宽 一 丈 五 尺 。 有 47 
桥 孔 .。 今 存 桥 长 834 米 ， 桥 面 宽 7 米 。 有 46 个 桥墩 , 加 两 侧 桥 台 ， 
仍 47 个 桥 孔 ,保留 原 狐 。 

桥 在 洛阳 江 入 海口 ， 江 面 辽阔 。 江 海 之 交 ， 水 急 浪 高 ， 施 工 
艰巨 ， 不 言 而 喻 。 当 年 为 解决 基础 稳固 问题 ， 首 创 徐 形 基础 ， 在 
江 底 沿 桥 址 抛 数 万 巨石 ， 成 为 石 堰 ， 宽 20 余 米 , 长 500 米 , 提高 
江 底 标高 3 米 以 上 。 在 此 基础 上 建筑 桥墩 , 迎 水 面 做 成 尖 臂 状 , 以 
减弱 海潮 冲击 。 为 解决 块 石 之 间 的 联结 ， 在 无 混凝土 材料 的 条 件 
下 ， 当 地 工匠 以 大 量 牡 虹 倾 倒 江 底 ， 日 深 月 久 ， 牡 虹 贝 壳 互 相 勾 
结 , 使 石 块 凝聚 成 为 整体 。 桥 孔 之 上 架 重 达 20~30 吨 巨 型 石 梁 三 
百 余 条 ， 在 无 起 吊 设备 下 ， 当 时 只 能 利用 潮汐 涨 落 ， 利 用 浮力 控 
制 运 石 船只 位 置 ， 使 石 梁 各 自 准确 到 位 。 这 种 浮 运 架 梁 是 近代 建 
桥 中 常用 ， 不 意 近 干 年 前 宋 人 已 着 先 鞭 。 

洛阳 桥 历经 沧桑 , 当地 虽 发 生 过 上 百 次 地 震 , 海 哺 和 台风 , 至 
今 无 盖 。20 世纪 30 年 代 , 在 原 有 桥 面 上 高 铺 水 泥 桥 面 , 行驶 各 种 
车 辆 ， 是 国 南 北 交 通 孔 道 。 

以 洛阳 桥 为 母 型 ， 在 泉州 境内 形成 建 桥 热 ， 长 桥 成 风 。 在 两 


宋 时 建成 的 有 ， 


工程 进行 年 数 
东洋 桥 | 5 470 | | 248 | 绍兴 元 年 (1131 年 ) | 30 
安平 桥 | 8 110 | 16 | 362 绍兴 = 二 年 Q151 年 | 2 
| 5000 | |。 证 0z27 下 


a 


这 种 洛阳 桥 式 的 车 桥 活动 在 时 间 和 空间 上 都 有 延伸 。 广 东 潮 
州 广 济 桥 于 乾道 五 年 (1169 年 ) 始 建 , 长 1 600 尺 , 宽 15 尺 , 19 筷 ， 
中 间 留 300 尺 空 档 ， 有 18 只 船 联系 作为 浮桥 ， 为 开 合式 桥 首 例 。 
福州 万 寿 桥 始 建 于 元 代 大 德 七 年 (1303 年 ), 历时 二 十 年 , 长 1 700 
尺 ， 宽 13 尺 , 共 36 筷 。 


二 本 拱 桥 


《清明 上 河 图 》 是 12 世纪 张 择 端 所 作 。 名 画 如 实 记 北 宋 东京 
东南 城郊 清明 时 节 景 象 , 红楼 奈 浆 、 绣 户 珠 帘 、 酒 肆 茶 楼 、 居 宅 
院落 以 及 舟 构 车 马 、 贩 夫 、 走 卒 尽 人 画 中 。 图 上 有 几 座 桥 都 是 实 
际 存在 过 的 ， 最 突出 的 就 是 那 座 虹桥 ， 桥 式 很 别致 。( 图 1. 1. 4) 

汗水 原 是 引 黄河 水 , 后 来 引 洛 水 , 每 当 洪 水 季节 , 水 流 满 急 。 
《 宋 会 要 ): “大 中 祥 符 四 年 (1011 年 ) 陈 留 有 汗 河 桥 与 水 势 相 庚 , 往 
来 舟 船 多 致 损 潮 …… 五 年 ， 京 城 东 津 门 外 新 置 沪 河 浮桥 ， 未 及 半 
年 ， 累 损 公 私 船 。 ”可见 ， 水 上 通 船 和 桥 柱 的 矛盾 ,古今 一 理 。 惟 
有 向 大 跨度 发 展 , 河中 不 设 桥墩 , 就 永 绝 撞 船 之 患 。《 宋 会 要 》 所 
载 魏 化 基 创 议 .“ 天 祠 元 年 (1017 年 ) 正 月 , 黑 修 汗 河 无 脚 桥 。 内 殿 
承 制 魏 化 基 言 ， 注 水 悍 激 ， 多 因 桥 柱 坏 舟 ， 遂 献 此 桥 木 式 ， 编 木 
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图 1.1.4 

为 之 ， 钉 贯 其 中 ， 诏 化 基 与 八 作 司 营造 。 至 是 ， 三 司 度 所 废 工 逾 
三 倍 , 力 请 黑 之 ”。 这 说 明 魏 化 基 的 无 脚 桥 建议 未 获 成 功 , 原因 只 
是 太 费 工 。 另 一 文献 《温水 燕 谈 录 》 记 :“ 青 州 ( 今 山 东 省 益 都 ) 城 
四 面 此 山 ， 中 贯 洋 水 ， 限 为 二 城 ， 先 时 跨 水 植 柱 为 桥 ， 每 至 六 七 
月 间 ， 山 水 暴涨 ， 水 与 柱 斗 ， 率 常 坏 桥 ， 州 以 为 患 。 明 道中 (1032 
~1033) 夏 英 公 守 青 ， 思 有 以 捍 之 , 会 得 牢 城 废 座 ， 有 智 思 ， 登 巨 
石 固 其 岸 ， 取 巨 木 数 十 相 贯 ， 架 为 飞 桥 ， 无 柱 ， 至 今 五 十 余年 不 
坏 。 庆历 中 (1041~1048) 陈 希 亮 守 宿 , 以 沪 桥 坏 , 率 常 损 官 舟 ， 害 
人 命 ， 乃 法 青州 所 作 飞 桥 ， 至 今 汾 汪 皆 飞 桥 ， 为 往来 之 利 ， 俗 日 
虹桥 >.《 宋 史 》 陈 希 亮 传 也 说 :“ 和 希 亮 知 宿州 ， 州 跨 注 为 桥 。 水 与 
桥 争 , 常 坏 舟 。 和 希 亮 始 作 飞 桥 无 柱 , 以 便 往 来 。 诏 赐 红 以 讲 之 , 仍 
下 其 法 ， 自 捡 邑 (东京 ) 至 于 泗 州 ， 皆 为 飞 桥 。” 可 见 《 清 明 上 河 
图 》 上 的 桥 就 是 文献 所 记 飞 桥 或 虹桥 。 
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图 上 所 取 透 视角 度 可 见 虹桥 内 部 结构 (图 1. 1. 5)， 从 桥 侧 向 
3 


830 


60 


图 1.1.5 


桥 腹 看 , 在 桥 的 宽度 内 一 共 列 有 21 组 拱 骨 。 拱 骨 为 大 圆 木 , 依 行 
人 大 小 比例 , 直径 约 40 厘米 。 共 上 下 两 面 锅 成 , 拼 成 平面 .21 组 
拱 骨 ， 共 分 两 个 系统 ， 其 一 ， 外 面 一 组 拱 骨 是 两 根 长 拱 骨 和 和 两 根 
短 拱 骨 。 其 二 ， 由 三 根 等 长 拱 骨 组 成 。 如 此 排比 , 前 者 有 十 一 组 ， 
后 者 十 组 。 前 者 如 单独 存在 ， 为 不 稳定 结构 ， 于 是 以 后 者 拱 木 的 
交会 点 ， 设 置 横贯 全 桥 宽度 的 横梁 ， 这 种 横梁 全 桥 共有 五 条 ， 各 
起 联系 拱 骨 ， 使 成 稳定 结构 和 在 横向 分 配 活 荷载 的 作用 (图 
1.1.5), 《温水 燕 谈 录 》 所 记 :“ 取 巨 木 数 十 相 贯 ”就 确切 地 描述 
了 这 一 结构 。 从 图 上 看 拱 骨 与 横梁 间 联 结 ， 或 是 竹材 、 芯 材 捆绑 
式 , 或 是 铁 材 籍 式 。 每 根 横梁 端 部 , 钉 有 长 方 木板 , 上 画 兽 头 。 拱 
骨 上 模 铺 桥 面板 ， 顺 拱 势 到 接 岸 处 成 反 弯 曲线 ， 使 道路 和 顺 ， 也 
增加 桥 的 美观 。 拱桥 会 产生 推力 ， 所 以 要 “ 释 巨 石 固 其 岸 ”, 即 用 
条 石 砌 筑 桥 台 。 图 上 还 可 以 看 到 桥 台 侧 ， 留 有 纤 道 ， 真 是 周到 的 
设计 。 

虹桥 经 张 择 端 如 实 写生 ,可 以 估 测 其 实物 大 小 ; 桥 跨 约 25 米 ， 
兆 跨 20 米 , 桥 矢 5 米 , 桥 冠 与 水 面 距 近 6 米 , 桥 宽 8 米 ， 矢 跨 比 
为 1: 5。 虹桥 为 世界 桥梁 史上 所 罕见 ， 是 我 国 独创 的 桥梁 结构 形 
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式 。 

在 很 长 一 段 时 间 里 ， 人 们 认为 虹桥 的 结构 形式 已 失传 。 本 世 
纪 70 年 代 末 期 , 茅 以 升 领导 下 的 《中 国 古 桥 技术 史 》 编 写 委 员 会 
同事 们 ， 经 过 艰苦 实地 考察 ， 发 现在 浙江 西南 、 福 建 东北 洞 宫 出 
脉 、 雁 荡 、 括 苍 、 瑰 峰 等 山脉 间 仍 有 不 少 此 类 木 桥 ， 当 地 称 为 曲 
轮 桥 ， 可 以 视 为 沾染 虹桥 的 延伸 。 我 们 列表 如 下 : 


全 长 | 拱 跨 


nl 
溪 东 pr 年 ) | 浙江 泗 溪 
下 析 50 | 31 52 | 新 江 洒 
怀 仁 桥 |38 5 |29. 5| 5| | | 浙江 到 
梅 崇 本 | 56 |33 4| 5 | | 请 有害 C807 年 ) | 浙江 云 和 
千 乘 桥 | 60 |26x2| 5 | | 末代 福建 屏 南 


经 过 调查 测绘 ， 这 些 木 桥 结 构 、 布 置 、 细 节 基 本 一 致 ， 技 术 
上 相通 。 拱 上 骨 也 分 两 个 系统 ， 以 横梁 联系 ， 成 为 稳定 构架 ， 更 有 
趣 的 是 《 屏 南 县 志 》 记 载 说 . 干 乘 构 在 策 口 ， 有 襄 , 长 二 十 一 丈 ， 
益 一 丈 八 尺 。 自 宋 以 来 , 重建 已 三 次 矣 。 僻 嘉庆 十 四 年 (1809 年 ) 
两 河 伯 一 时 争 长 ， 又 荡然 无 存 。 募 金 再 造 于 嘉庆 二 十 五 年 (1820 
年 ) 临 渊 累 石 ， 下 同 易 峙 ， 千 秋 架 工 ， 凌空 上 拟 ， 虹 横 百 尺 ， 自 此 
依然 有 千 乘 桥 济 厥 巨 川 也 .” 可 见 这 类 拱桥 的 范本 就 是 东京 虹桥 。 


三 石 拱 桥 


河北 赵 县 大 石 桥 ( 安 济 桥 ) 沿 启 石 拱 ， 是 我 国 今 存 最 著名 的 桥 
梁 . 宋 代 兴 建 石 拱桥 也 不 少 , 如 江苏 苏州 宝 带 桥 , 今 测 全 长 317 米 ， 
联 拱 石 桥 , 共 53 孔 ， 其 中 三 孔 特 大 ， 以 通 舟 相 。 桥 路 运河 支流 珠 
珠 河 ， 造 型 靓丽 ， 有 如 宝 带 ,“ 长 桥 卧 波 ， 未 云 何 龙 ?” 宋 绍 定 五 
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年 (1232 年 ) 重 建 ， 后 重 筑 重建 多 次 ， 今 桥 系 清 感 丰 十 年 (1860 
年 ) 毁 后 , 同治 十 一 年 (1872 年 ) 重 建 者 。 我 们 遍 查 有 关 材 料 , 宋 原 
建 石 拱桥 已 全 毁 ， 无 复 存 者 。 


第 九 闻 建 绞 


在 建筑 方面 两 宋 出 现 许多 新 风格 、 新 技术 、 新 的 进步 。 人 们 
说 ， 建 筑 是 石头 写 的 历史 ,` 存 今 为 数 众多 ， 体 量 宏伟 的 实物 ， 正 
无 言 地 说 明 这 些 成 就 。 我 们 分 城市 、 祠 庙 、 塔 、 建 筑 专 著 四 段 陈 

”一 城 市 

宋代 都 城 布局 打 彼 了 唐 以 来 里 坊 制度 ， 东 京城 临街 设 店 ， 取 
消 夜 禁 ， 形成 按 行业 成 街 。 旅店 、 酒 楼 和 娱乐 性 建筑 也 沿街 兴建 ， 
寺 观 、 园 林 成 为 市 民 新 的 活动 场所 ， z 

北宋 都 于 东京 〈 今 河南 省 开封 市 )， 据 文献 记载 ， 东 京 有 三 重 
城 , 每 重 城墙 之 外 都 有 护城河 环绕 ,外 城 周 折 今 19 公里 。 城墙 每 
百 步 设 有 防御 用 “ 马 面 "。 南 面 设 三 座 门 ， 东 、 北 各 由 门 ， 西 面 五 
门 , 每 座 城 门 都 有 舍 城 ， 上 建城 楼 。 内 城 周 9 公里 , 每 面 三 门 。 主 
要 建筑 为 宫 毁 、 衔 署 、 寺 观 、 宅 第 以 及 居民 住宅 、 商 店 、 作 坊 。 宫 
城 又 称 大 内 ， 每 面 各 一 座 城 门 ， 四 角 建 角楼 。 南 城 门 为 正门 ,五 
门 润 。 在 主轴 线 上 为 御 街 。 外 朝 宫 毁 有 九 间 大 上 庆典， 皇帝 大 朝 所 
在 ; 后 为 紫 宕 典 ， 左 右 有 文 德 、 垂 拱 等 典 。 外 朝 以 北 是 皇帝 究 宫 
和 内 苑 。 内 城 东北 为 民 岳 ， 外 城西 郊 有 人 金明 池 ， 为 皇帝 游乐 的 地 
方 。 东 京 继承 隋唐 长 安 、 洛 阳 建 城 传统 ， 其 规模 虽 不 够 宏大 ， 却 
具有 灵活 、 精 巧 特色 。( 图 1. 1. 6) 

东京 城内 有 8 肛 121 坊 ， 大 街 通 向 各 城 门 ， 都 很 宽阔 。 酒 楼 
都 是 二 、 三 层 建筑 。 为 了 防火 ， 城 中 建 多 处 望 火 楼 ， 各 坊 设 军 巡 
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图 1.1.6 
铺 屋 ， 这 种 消 火 治安 设施 是 前 所 未 有 的 。 大 街 两 旁 种 果树 ， 护 城 
河内 植 荷花 ， 绿 化 工作 也 已 子 注意 。 
东 泵 城内 有 瀛 、 莹 等 四 条 河流 贯通 ， 河 上 建 有 各 式 桥梁 ， 据 
记载 ， 注 河上 有 桥 十 三 座 ， 虹 桥 之 外 ， 还 有 天 汉 等 桥 ， 蔡 河上 有 
桥 十 一 座 。 


两 宋 侨 、 佛 、 意 宗教 信仰 并 行 不 悼 ， 各 目 兴 建 颇 具 特 色 的 建 
筑 物 。 宋 建筑 至 今 在 全 国 城乡 还 能 鉴赏 ， 它 们 都 成 为 国家 级 重点 
文物 保护 单位 ， 成 为 著名 旅游 胜地 ， 其 平面 布局 的 宏伟 ， 其 构造 
的 精巧 ， 鬼 和 作 神 工 ， 叹 为 观 止 。 可 惜 在 历代 战火 中 江南 宋 构 毁 坏 
比较 严重 ， 存 者 已 非 全 角 。 北 方 保存 至 今 者 比较 完整 ， 主 轴线 长 
动 轻 数 里 ， 例 如 唐 明 皇 遗 址 。 而 在 北宋 乾道 、 大 中 祥 符 间 增 修 的 
河南 省 登 封 中 岳庙 ， 前 后 十 一 进 ， 身 入 其 中 ， 有 行 行 重 行 行 ， 庭 
院 诛 闪 次 几许 的 感觉 。 这 里 介绍 二 例 ; 

首 和 祠 山西 省 太原 晋祠 是 园林 风味 祠 庙 建 群 。 沿 纵 轴线 有 石 
桥 、 献 殴 、 飞 梁 、 圣 母 典 等 建筑 物 .圣母 典 建 于 北宋 天 半年 间 (1023 
一 1032), 座 西 朝 东 , 阔 七 间 , 进深 六 间 , 重 榴 软 山顶 (图 1. 1.7)， 
四 周 回廊 ， 磺 中 所 用 斗拱 用 材 雄 大 。 内 部 彻 上 露 明 造 ， 因 此 内 部 
高 履 。 殿 内 有 四 十 尊 侍女 塑像 ， 是 宋 塑 精品 。 


图 1.1.7 
隆 兴 和 寺 ”河北 省 正定 隆 兴 寺 是 宋 建筑 重要 实例 ， 全 寺院 落 依 
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主轴 线 纵深 、 左 右 布置 ， 自 外 而 内 ， 山 宇 重 重 ， 高 低 错落 ， 主 次 
分 明 。 全 夺 七 进 ， 其 主体 建筑 为 佛 香 阁 。 阁 前 两 侧 为 转 轮 藏 和 花 
氏 阁 。 第 三 进 为 摩 尼 暴 ， 其 左右 配 典 ， 自 成 纵 长 方 院落 。 佛 香 阅 
高 33 米 , 三 层 , 软 山 顶 , 上 二 层 都 用 重 榴 , 阁 内 供 四 十 二 手 观音 ， 
高 24 米 ,， 是 北宋 开 宝 四 年 (971 年 ) 建 疼 时 所 铸 ， 是 今 存 我 国 古代 
最 大 铜 像 ， 像 身 比例 匀称 ， 衣 纹 流畅 。 
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今 存 最 古老 的 砖 塔 是 滞后 寺 塔 , 平面 十 二 角形 , 高 41 米 , 在 
河南 省 登 封 境 ， 是 北魏 正光 元 年 (520) 建 。 入 唐 , 塔 多 八角 、 六角 
或 四 方形 。 今 存 宋 建 塔 有 三 种 类 型 。 

其 一 ， 楼 阁 式 塔 。 砖 心 ， 外 围 木 构 ， 今 存 苏州 报恩 寺 塔 、 杭 
州 六 和 塔 ， 虽 屡 毁 屡 建 ， 但 众 信 基 本 保存 原 狐 。 六 和 塔 始 建 于 宋 
开 宝 三 年 (970 年 ), 塔 基 面积 达 1. 3 亩 ,高 60 米 , 外 观 十 三 层 , 平 
面 八角 形 ， 塔 身 内 实 为 七 层 。 宣 和 三 年 (1121 年 ) 焚 毁 ， 绍 兴 二 十 
三 年 (1153 年 ) 重 建 ， 前 后 花 了 十 一 年 才 竣 工 ， 今 塔 光绪 二 十 六 年 
(1900 年 ) 重 修 。 彩 色 揪 图 图 版 六 为 浙江 湖州 飞 英 塔 , 始 建 于 唐 。 南 
宋 瑞 平 初 年 (1234 一 1236) 重 建 ， 存 宋 楼 癌 式 塔 风韵 。 

其 二 ， 楼 阁 式 塔 ， 全 砖 ( 石 ) 造 ， 所 有 屋檐 ， 半 干 ， 斗 棋 ， 柱 ， 
梁 全 用 砖 ( 石 ) 构 ， 代 表 作 为 福建 省 泉州 双 塔 ， 都 在 开元 寺内 。 东 
塔 名 镇 国 塔 ， 始 建 于 唐 。 宋 宝 庆 三 年 (1227 年 ) 改 用 石 建 ， 直 至 
淳 补 十 年 (1250 年 ) 竣 工 ， 高 48 米 。 西 塔 名 仁寿 塔 ， 始 建 于 五 代 ， 
宋 绍 定 元 年 (1228 年 ) 改 用 石 建 , 直至 嘉 风 元 年 (1237 年 ) 竣 工 , 高 
44 米 。 双 塔 仿 木 石 造 ， 雄 伟 壮 丽 ， 雕 刻 精 美 。( 图 1. 1. 8) 

其 三 ， 仿 楼 阁 式 砖 塔 。 河 北 省 定 县 料 敌 塔 , 高达 84. 2 米 ， 是 
我 国 今 存 最 高 砖 塔 。 北 宋 咸 平 四 年 (1001 年 ) 始 建 ， 至 至 和 二 年 
(1055 年 ) 沙 成 ,先后 造 了 五 十 多 年 。 当 时 宋 、 辽 对 峙 , 战事 频繁 ， 
塔 名 料 敌 , 以 登高 腺 望 ,以 知 敌 情 。 平面 八角 形 ， 外 观 十 一 层 , 塔 
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内 设 阶 梯 ， 登临 各 层 。 塔 壁 与 塔 心 之 间 有 走廊 回 绕 , 与 四 门 相通 。 
内 部 构造 各 层 不 一 致 ， 显 然 非 出 于 同一 设计 图 纸 ， 但 是 外 观 一 气 
呵 成 ， 完 整 和 谐 。 光 绪 十 年 (1884 年 ) 塔 壁 东北 面 局 部 崩 拥 ， 遗 地 
面 宋 砖 数 以 干 计 。 笔 者 于 1982 年 由 当地 文物 主管 导 引 登 塔 至 顶 ， 
参观 访问 ， 得 悉 虽 历经 百 余 年 各 种 动乱 ， 定 县 老百姓 视 宋 砖 为 圣 
物 ， 目 觉 保护 ， 爱 护 文物 之 忱 ， 值 得 我 们 学 习 ， 

《营造 法 式 》 

北宋 尝 末 二 年 (1103 年 ), 政府 为 了 管理 宫室 、 祠 庙 , 官署 、 府 
第 工程 ， 颁 行 《 营 造 法 式 》 一 书 。 此 书 是 工程 主管 将 作 少 监 李 让 
编写 。 全书 357 篇 ，3 555 条 。 反映 当 时 中 原 地 区 建筑 技术 和 艺术 
的 水 平 ， 对 于 研究 宋代 建筑 乃至 中 国 古 建筑 的 发 展 ， 提 供 了 重要 
文献 ， 也 是 全 世界 建筑 遗产 中 的 珍贵 文献 。 

《营造 法 式 》 有 五 个 组 成 部 分 ， 共 34 卷 。 

其 一 , 释 名 。 第 1、2 卷 总 释 、 总 例 考证 每 一 建筑 术语 的 源流 。 

其 二 , 各 作 制 度 为 本 书 主 要 内 容 。 第 3 至 15 卷 是 壕 寨 、 石 作 、 
大 木 作 、 小 木 作 、 雕 作 、 旋 作 、 句 作 、 竹 作 、 瓦 作 、 泥 作 、 彩 画 
作 、 夸 作 、 窗 作 共 十 三 个 工种 的 规范 。 说 明 每 一 个 工种 怎样 按 建 
质 物 业主 的 地 位 尊 皇 ， 选 用 材料 标准 ， 以 及 各 构件 的 比例 尺寸 和 
加 工 方法 ， 各 构件 的 位 置 和 相互 关系 等 。 

大 、 小 木 作 又 是 主 中 之 主 , 共 占 8 卷 。 大木 作 制 度 中 规定 , 造 
屋 以 “ 材 ” 为 祖 ， 而 材 有 八 等 。 房 屋 的 等 级 和 大 小 都 以 “ 材 ” 为 
准 ， 它 有 绝对 尺寸 ， 也 有 相对 尺寸 。 这 种 以 “ 材 ” 作 为 基本 模 数 
的 设想 ， 在 现代 工程 技术 中 (如 机 械 制造 ) 有 类 似 做 法 。 

其 三 ， 功 限 。 第 16 至 25 卷 按 照 各 作 制 度 内 容 ， 规 定 各 工种 
构件 的 劳动 定额 和 计算 方法 。 

其 四 , 料 例 。 第 26 至 28 卷 规定 各 工种 用 料 定额 和 工作 质 其 。 

其 五 ， 图 样 。 第 29 至 34 卷 , 绝对 篇 幅 几 乎 占 全 书 三 分 之 一 ， 
包括 测量 工具 ， 及 石 作 、 大 小 木 作 、 雕 木 作 和 彩 画 的 平面 图 、 断 
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面 图 、 构 件 细部 图 及 其 相互 关系 以 及 各 种 雕饰 与 彩 画 图 案 。 
《营造 法 式 》 久 佚 ， 本 世纪 初 朱 桂 辛 重新 发 现 ,， 整理 后 由 上 海 
商务 印 书馆 用 连 史 纸 彩 色 套印 ， 线 装 八 巨 册 ， 朱 桂 辛 还 斥资 于 30 
年 代 在 北平 建立 中 国营 造 学 社 ， 聘 请 梁思成 、 刘 敦 桢 主 其 事 ， 测 
绘 宋 、 辽 、 金 古 建筑 , 以 实物 对 照 研 究 《 营 造 法 式 》。 又 出 版 《中 
国营 造 汇 刊 》(1 至 6 卷 ) 交 流 研 究 成 果 ,《 营 造 法 式 》 秘 奥 才 真 相 
大 日 。 它 仍 是 今日 、 今 后 研究 中 国 古 建筑 的 最 主要 参考 书 和 经 典 。 
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第 二 章 数学 专著 


第 一 节 数学 发 展 的 源头 


两 宋 科学 技术 的 长 足 进步 ， 其 中 有 关 数 量 关系 和 空间 形式 处 
处 需要 数学 ， 也 为 数学 提出 许多 新 的 研究 课题 ， 促 进 了 数学 的 发 
展 。 天 文 历法 计算 , 海 、 陆 地 图 绘制 ,兴修 水 利 、 造 船 、 造 桥 、 城 
市 规划 、 修 庙 建 塔 ,， 都 有 丰富 的 数学 内 涵 。 宋 代 科 学 技术 的 进步 
著称 于 世 ， 即 以 中 国 四 大 发 明 而 言 ， 入 宋 后 进展 尤 速 ， 火 药 、 指 
南 针 有 了 重要 应 用 价值 ， 造 纸 和 印刷 术 也 不 无 后 人 ， 在 世界 文化 
史上 卓著 功勋 。 英国 学 者 F. 培根 (F. Bacon,1561~1626) 曾 指出 ， 
“印刷 .火药 和 指南 针 已 在 书写 军事 和 航海 方面 改变 了 全 世界 的 面 
貌 和 一 切 事物 的 状态 , 后 来 又 引起 无 数 的 其 他 方面 的 发 明 。 因此 ， 
任何 国家 、 任 何 一 种 学 说 、 任 何 一 位 杰出 人 物 对 人 类 事业 的 巨大 
影响 都 无 出 其 右 者 ”。 就 在 两 宋 这 一 特殊 环境 中 , 即 科学 技术 的 突 
飞 猛 进 ， 连 同 金 元 数学 在 一 起 ， 使 以 筹 算 为 工具 的 传统 数学 ， 达 
到 登峰造极 的 新 阶段 ， 在 许多 领域 内 都 取得 极其 辉煌 的 成 绩 ， 这 
些 成 就 , 远 远 超过 了 同时 代 的 欧洲 , 不 仅 是 中 算 最 杰出 的 篇 章 , 而 
且 是 中 世纪 数学 多 彩 之 页 。 尽管 当时 交通 维 艰 , 对 朝鲜 、 日 本 、 西 
亚 、 北 非 地 区 某 些 国家 数学 知识 还 有 重要 影响 。 

两 宋 经 济 发 展 ， 商 业 计算 发 达 是 数学 发 展 另 一 源头 。 我 们 查 
《 宋 史 》 艺 文 六 山 ， 历 算 类 载 书目 165 部 计 585 卷 。 除 众多 的 历法 
和 宋 前 算 经 以 外 有 《 算 范 要 诀 》,《 明 算 指 掌 》, 《一 位 算法 》, 《 算 


由 宋 史 (第 十 二 册 )， 北 京 ， 中 华 书 局 ，1977，5271 
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术 玄 要 》 等 ,这 些 算 书 虽 都 未 传世 ,可 见 当 时 民间 商业 算术 之 辟 。 
第 二 节 ”知名 数学 家 及 其 传世 名 闭 


北宋 数学 有 突出 贡献 ， 但 无 专著 传世 。 

知名 数学 家 四 人 : 贾 宪 、 刘 益 、 蒋 周 、 沈 括 。 

沈 括 的 工作 散 见 于 其 笔记 式 文集 《 梦 溪 笔谈 》, 刘 益 《 议 古 根 
源 》 和 和 蒋 周 《 益 古 集 》 早 已 失传 ， 只 能 分 别 在 南宋 杨辉 所 著 《 田 
盏 比 类 乘除 捷 法 》 及 金 李 冶 所 著 《 益 古 演 段 》 引 文中 看 到 片段 , 风 
毛 迄 角 ， 弥 足 珍贵 。 页 宪 二 项 重大 发 明 :“ 增 乘 开 方 法 ”和 “ 开 方 
作法 本 源 ” 的 失传 处 境 尤 窜 。 杨 辉 虽 在 其 《详解 九 章 算法 .第 
类 》 全 文 引 述 ， 且 拟 题 引 申 ， 可 惜 杨辉 著 书 也 已 散失 。 明 《永乐 
大 典 》 算 法 类 曾 抄录 ， 清 末 庚 子 之 动 ,《 大 典 》 遭 掠 。 本 世纪 初 ， 
有 人 发 现在 英国 剑桥 大 学 图 书馆 竟 藏 有 这 二 项 发 明 的 《大 典 》 抄 
件 ， 经 加 转 传 抄 ， 复 制 ， 发 明 才 大 白 于 天 下 。 

南宋 首都 临安 ， 当 年 在 浙江 湖州、 杭州 出 传世 名 著 。 

知名 数学 家 二 人 :， 秦 九 韶 和 杨 耕 。 

秦 九 韶 所 著 书 ， 今 名 《 数 书 九 章 》 凡 18 卷 , 秦 氏 在 湖州 写成 
未 刻印 ,几经 流传 列 失 , 至 清道 光 二 十 二 年 (1842 年 ) 始 有 刻本 。 杨 
辉 所 著 书 《详解 九 章 算法 》12 卷 ,《 日 用 算法 》2 卷 , 《乘除 通 变 
算 宝 》3 卷 , 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》?2 卷 ,《 续 古 摘 奇 算法 》2 卷 . 杨 
氏 在 钱塘 (杭州 ) 写 书 ， 成 书 曾 刻印 。 几 经 沧桑 ， 流失， 至 今 传 本 
仍 残缺 不 全 。 
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北宋 时 代 


北宋 传世 数学 专著 虽然 不 多 ， 但 非常 重要 。 为 后 世 好 几 部 经 
典 作品 葛 定 了 深厚 基础 .这些 数 学 专著 中 很 多 内 容 是 开创 性 的 . 北 
宋 (960 一 1127), 在 欧洲 正当 中 世纪 黑暗 时 代 , 十 希腊 数学 盛况 已 
沉沦 殖 撤 。 所 以 北宋 数学 在 当时 居 世 界 一 流水 平 。 
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页 宪 的 喘 世 所 知 很 少 .《 宋 史 。 艺 文 志 》:“ 贾 宪 扎 《黄帝 九 章 
算法 细 草 》 九 卷 。” 又 从 贾 宪 的 同 代 人 王 泊 著 作 中 获知 :“ 近 志 司 
天 算 ， 楚 衍 为首 。 既 老 置 ， 有 弟子 机 宪 、 朱 吉 著 名 。 罕 今 为 左 班 
典 仁 ， 吉 隶 太 史 ， 宪 运算 亦 妙 ， 有 书 传 于 世 。 而 吉 驳 宪 ， 弃 去 余 
分 ， 于 法 未 尽 .” 由 《 宋 史 ， 方 技 志 》 记 楚 衍 “开封 腹 城 ( 今 河南 省 
延 津 ) 人 ， 于 九 章 、 缉 古 、 缀 术 、 海 岛 诸 算 经 尤 得 其 妙 .” 于 天 圣 
元 年 (1023 年 ) 与 宋 行 古 等 同 修 党 天 历 (1024~1063), 从 此 已 可 推 
断 贾 宪 是 11 世纪 上 半 叶 人 ,从 囊 天 文 历 算 工作 ,有 名 师 楚 入 传授 ， 
特 精 于 数学 ， 且 有 专著 传世 。 

贾 宪 的 学 术 专 著 久 佚 ， 幸 赖 南宋 杨辉 所 撰 算法 多 种 ， 得 以 保 


中 王 氏 谈 录 ， 宝 关 堂 秘笈 广 集 第 20 帷 
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存 。 杨辉 《详解 九 章 算法 》 在 序 中 说 ,有 12 卷 。 此 书 也 长 期 失传 ， 
经 清 人 辑录 , 今 改 录 6 卷 ,， 次 序 显 已 非 原 鲍 。 八 国联 军 浩劫 ,《 永 
乐 大 典 》 所 抄录 杨辉 原著 被 掠 至 异 邦 , 今 存 英国 剑桥 大 学 图 书馆 
从 这 些 文献 中 我 们 尚 可 见 有 二 处 记录 贾 宪 原作 : 《永乐 大 典 》 卷 
16 344 有 GD《 详 解 九 章 算法 ， 繁 类 》 勾 股 第 九 后 有 :“ 贾 宪 立 成 释 
锁 平 方法 、 增 乘 开 平方 法 ， 贾 宪 立 成 释 锁 立方 法 、 增 乘 方法 .”@ 
“杨辉 详解 开 方 作法 本 源 ， 出 《 释 锁 算 书 》， 贾 宪 用 此 术 ” 等 记载 ， 
这 与 《 宋 史 “。 楚 入 传 》 所 说 贾 宪 “运算 亦 妙 ， 有 书 传 于 世 ” 可 以 
呼应 。 


第 一 节 ” 释 镇 开 方 与 增 栗 开 方 


我 们 已 在 本 《大 系 》 第 二 卷 第 二 章 第 一 节 筹 算 和 第 七 节 中 陈 
述 秦 汉 时 开平 方 和 开 立 方 的 繁重 运算 过 程 。 它 来 源 于 图 形 ， 从 已 
知 面 ( 体 ) 积 求 正方 形 ( 立 方 体 ) 边 长 , 先 民 尊重 由 形 到 数 的 变换 ,小 
心 惧 翼 地 作 如 此 复杂 的 计算 ， 是 可 以 理解 的 。 但 是 当 开 方 运算 进 
一 步 用 来 解 更 高 次 方 蹇 以 及 一 般 多 项 式 时 ,对 这 种 运算 的 简化 ,已 
是 迫不及待 的 普遍 需要 。 以 页 宪 为 代表 的 北宋 数学 家 创立 释 锁 开 
方 ， 以 此 作为 过 渡 ， 又 发 明 增 乘 开 方 ， 在 这 一 课题 上 的 简化 ， 取 
得 飞跃 性 的 进展 。 

页 宪 所 提出 的 释 锁 开 方 有 两 种 ， 开 平方 和 开 立 方 。 以 开平 方 
来 说 ， 全 称 “ 立 成 释 锁 平方 法 ”。“ 立 成 ”是 指 唐 代 以 后 天 文学 家 
为 计算 各 种 天 文 数据 立 出 的 表格 ， 此 处 喻 “ 立 等 可 取 ”。“ 释 锁 ”， 
释 就 是 开 ， 释 锁 就 是 开锁 。 是 指 原来 《 九 章 算 术 。 少 广 》 开 平方 
法 则 说 得 过 于 笼统， 虽然 释 锁 开 方 并 无 新 内 容 ， 但 明确 了 许多 关 
键 问题 .在 表 2.1.1 现 以 /55 225 为 例 , 把 万 章 开 方 术 和 释 锁 开 方 
( 括 弧 内 ) 作 一 比较 ， 后 者 明确 的 是 ,其 一 ， 超 一 等 是 从 被 开 方 数 
末 位 起 算 ; 其 二 , 开平 方 四 行 数 分 别 给 予 命名 , 自 上 而 下 ; 商 、 实 、 
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廉 、 陋 ， 其 三 ， 在 减 根 变换 时 ， 各 项 系数 扩大 倍数 ， 九 章 只 说 : 
“ 折 法 而 下 >”， 而 释 锁 开 方 给 予定 量 说 明 : 一 退 、 再 退 ; 其 四 ， 九 
章 对 答 数 只 说 : 议 所 得 。 页 宪 则 点 明 其 个 、 十 、 百 位 数 ， 这 样 做 
使 当时 计算 工作 者 可 以 按部就班 地 按 《 九 章 算术 》 做 浊 法 开平 方 
运算 。 更 重要 的 是 以 释 锁 开 方 为 过 渡 和 基础 ， 把 开 方 运算 纳入 办 
新 的 方法 一 一 增 乘 开 方 ( 今 称 以 估 根 . 扩 根 、 减 根 三 位 一 体 的 数值 
解 方程 ) ,“ 增 ”就 是 加 ,“ 增 、 乘 ”就 是 随 乘 随 加 ， 我 们 说 释 锁 开 
方 是 过 渡 ， 因 为 它 确 为 增 乘 开 方 提 供 许多 准备 ， 行 的 和 名称、 扩 根 
术语 、 根 的 位 数 的 确定 等 等 。 

页 宪 所 发 明 的 增 乘 方法 有 两 种 : 增 乘 开平 方 和 增 乘 开 [ 立 ] 方 
法 ,我 们 在 表 2. 1.2 以 V1 860 867 为 例 , 说 明 增 乘 开 立 方 的 具体 
步骤 。 

如 表 2. 1. 2 把 这 十 个 步骤 用 现代 综合 除法 表示 ， 可 见 在 近 十 
个 世纪 前 的 算法 与 今 法 完全 一 致 ! 只 是 算式 横竖 表示 相 异 而 已 ， 
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我 们 上 渊 对 照 贾 宪 原 著 是 饶 有 兴趣 的 。( 表 2. 1. 2) 

增 有 习 方 法 日 , “ 实 上 商 置 第 一 位 ， 得 数 (1)。 以 上 商 匀 下 法 
(1 000 000) 置 廉 ,， 乘 廉 为 方 (1000000)， 除 (去 ) 实 旋 
(一 860 867) 一 一 式 中 四 一 @ 两 行 。 以 上 商 乘 下 法 ， 入 廉 
(2 000 000) 乘 廉 入 方 (3 000 000) 一 一 式 中 国 行 . 又 乘 下 法 ， 入 廉 
(3 000 000) 一 一 式 中 国 行 。 

其 方 一 、 廉 二 、 下 三 退 一 一 式 中 第 回 行 。 . 

再 于 第 一 位 商 数 之 次 , 复 商 第 二 位 (2)， 得 数 以 乘 下 法 
(1 000) 入 廉 (32 000), 乘 廉 入 方 (364 000) 。 命 上 商 (728 000), 除 
实 记 ( 一 132 867) 一 一 式 中 全 一峰 行 。 复 以 次 商 ( 即 2) 乘 下 法 ， 入 
廉 (34 000)， 乘 廉 入 方 (432 000)， 
式 中 全 一 外行 ， 

”其 方 一 、 廉 二 、 下 三 退 一 一 式 中 第 @ 行 。 

如 前 上 商 第 三 位 (3)， 得 数 乘 下 法 (1),， 入 廉 (363), 乘 廉 入 方 
(44 289)。 命 上 商 (132 867) ， 除 实 适 尽 (0) 一 一 式 中 国 行 。 

得 立方 一 面 之 数 (123)。” 


第 二 节 。 开 方 作法 本 源 


( 九 章 算术 。 少 广 》 中 开 方术 :“ 除 已 ， 们 法 为 定 法 。” 开 立 广 
术 :“ 除 已 。 三 之 为 定 法 …… 以 三 乘 所 得 数 置 中 行 ……。” 由 此 知 
道 开平 方 和 开 立 方 实在 就 是 二 次 二 项 式 和 三 次 二 项 式 的 数值 角 
法 。 从 开 方 术 和 开 立 方术 人 们 逐渐 发 现在 数值 解 方程 中 减 根 变换 
前 后 , 新 旧 方 程 间 的 系数 关系 ,就 是 二 项 式 展开 前 后 的 系数 关系 ， 
一 般 说 , 对 于 z"=a, 作 减 根 变换 zx, 二 x 一 5, 那么 新 方程 (zi 十 b》” 
二 a 可 变形 为 


ere 


| prim 二 [中 oa。 
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n 
"my 
天 


n 


对 于 系数 1 


,7 一 ]，2… 可 以 排列 成 一 个 三 角形 


n 
0 


1 3 3 1 
1] 4 6 4 1 
] 5 1j0 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 

借助 于 这 些 系 数 可 以 开 方 、 开 立方 和 开 高 次 方 ， 

在 今 存 《 永 乐 大 典 》 卷 16 344 有 “杨辉 详解 开 方 作法 本 源 ” 明 
确 自 注 :“ 出 《 释 锁 算 书 》, 贾 宪 用 此 术 .” 贾 宪 开 方 作法 本 源 附 图 2， 
恰 是 二 项 六 次 式 的 展开 系数 表 , 图 下 有 五 句 话说 明 ,“ 左 认 @ 乃 积 
数 ， 右 衰 力 隅 算 。 中 藏 者 皆 廉 ， 以 廉 乘 商 方 ,， 命 实 而 除 之 ;” 大 体 
说 ， 贾 宪 是 用 这 张 表 所 示 系 数 借以 开 方 ( 含 高 次 方 )， 所 以 他 名 此 
表 为 “ 开 方 作法 本 源 .” 从 上 一 节 释 锁 开 方 已 知 用 随 加 随 乘 手续 减 
去 被 开 ( 芯 ) 方 数 ( 实 ) 以 获得 所 求 数 , 所 以 后 面 两 句 话 很 好 理解 .至 
于 前 面 三 句 话 是 指 二 项 式 展开 系数 三 角形 中 左边 的 1 称 为 积 ， 右 
边 的 1 称 为 阳 ， 而 中 间 那 些 数 都 称 为 廉 ， 这 些 名 词 在 释 锁 开 方 中 
也 都 出 现 过 。 

黄 宪 还 在 系数 三 角形 图 后 面 有 一 段 文字 说 明 : 怎样 从 隅 逐步 
计算 出 中 间 那 些 廉 。 我 们 抄录 如 下 : 

增 习 方 求 廉 法 草 昌 ( 释 锁 求 廉 本 草 ):“ 列 所 开 方 数 ( 如 前 ,五 乘 


@ 见 第 六 编 第 一 章 第 三 节 ， 三 ， 贾 宪 “ 开 方 作法 本 源 ” 杨 辉 详 解 ， 
@@ 麦 是 卖 字 之 误 ， 亦 是 斜 的 异体 字 。 
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方 列 五 位 , 隅 算 在 外 ) 出 ， 以 隅 算 一 自 下 增 入 前 位 ， 至 首位 而 止 。 
(首位 得 六 ,第 二 位 得 五 ,第 三 位 得 四 ,第 四 位 得 三 ,下 一 位 得 二 。 复 
以 隅 算 如 前 升 增 , 递 低 一 位 求 之 )。 
求 第 二 位 
六 ( 旧 数 ) 五 (加 十 而 止 ) 四 (加 六 为 十 ) 三 (加 三 为 六 ) 二 
(加 一 为 三 ) 
求 第 三 位 
六 十 五 (并 旧 数 ) 十 (加 十 而 止 ) 六 (加 四 为 十 ) 三 (加 一 为 
四 ) 


求 第 四 位 

六 十 五 ”二 十 (并 旧 数 ) 十 (加 五 而 止 ) 四 (加 一 为 五 ) 
求 第 五 位 

六 “十 五 二 十 十 五 (并 旧 ) 五 (加 一 为 六 ) 

上 廉 二 廉 三 廉 四 廉 五 廉 。” 


事实 上 “ 求 廉 法 草 ” 就 是 对 二 项 式 (z 十 1)6 展开 系数 求法 。 参 
照 页 宪 的 文字 说 明 , 我 们 列表 2. 1. 3, 步骤 至 加 ,然后 对 照 综 合 
除法 ， 就 很 容易 验证 其 中 运算 规律 。 


表 2. 1.3 


由 求 第 一 位 回 求 第 二 位 人 @ 求 第 三 位 @ 求 第 四 位 @@ 求 第 五 位 
首 5 十 1 一 6 6 6 6 6 


(上 廉 ) 
二 4 十 1=5 5 十 10=15 15 15 15 
(二 廉 ) 
三 3 十 1=4 ”4 十 6=10 10 二 10=20 20 20 
(三 廉 ) 
四 2 十 1 二 3 3 十 3 二 6 6 十 4 二 10 ”10 十 5==15( 四 廉 ) 15 
一 1+1=2 2 十 1 一 3 3 十 1 一 4 4 十 1 一 5 5 十 1=6( 五 廉 ) 


] 1 1 1 


@ 括 弧 内 原著 用 小 字 ， 系 页 宪 自 注 注 文 。 
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第 二 章 ” 刘 和 准 和 莫 周 


第 一 节 刘 羡 


刘 益 身世 难 考 ， 我 们 仪 能 在 南宋 杨辉 所 著 书 中 了 解 北 宋 时 刘 
益 的 重要 数学 活动 ， 在 杨辉 专 着 中 有 三 处 提 到 ， 现 录 二 则 : 

“ 刘 益 以 名 股 之 术 治 演 段 锁 方 。 摄 《 议 古 根源 》 二 百 问 ,， 带 益 
阳 开 方 ， 实 冠 前 十 。”(《 算 法 通 变 本 末 》 卷 上 ,1274 年 ) 

“中 山 刘 先生 作 《 议 古 根 源 》。 序 日 ， 入 则 诸 门 ， 出 则 直 田 ， 盖 
此 义 也 。 摊 成 直 田 演 段 百 问 ， 信 知 田 体 变化 无 穷 。 引 用 带 从 开 方 
正 负 损益 之 法 ， 前 古 之 所 未 闻 也 。”(《 田 窗 比 类 乘除 捷 法 。 序 》， 
1275 年 ) 

杨辉 恰如其分 地 子 刘 益 的 学 术 贡 献 作 了 很 高 评价 。 

刘 益 生活 年 代 约 与 页 宪 同 时 。 北宋 政和 三 年 (1113 年 ) 将 河北 
西 路 定 州 升 为 中 山 府 。13 世纪 杨辉 称 中 山 刘 先生 ， 只 能 理解 刘 益 
居于 中 山 之 地 ， 未 必 生 活 在 1113 年 之 后 。 又 程 大 位 《算法 统 宗 》 
所 附 元 丰 (1078 一 1085)、 绍 兴 (1131 一 1162)、 淳 咎 (1174 一 1189) 
以 来 刊刻 算 书 书 中 有 《 议 古 根源 》， 且 列 为 第 一 部 书 。 由 此 可 以 推 
定 刘 益 是 11 世纪 中 叶 人 也 。 

《 议 古 根源 》 原 著 虽 已 失传 ， 杨 辉 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 在 刘 
著 200 题 中 征 引 22 题 ,，“ 知 片段 则 能 穷 根 源 ， 既 知 根源 ， 而 于 心 
无 蒙昧 侨 。 今 姑 摘 数 问 ， 评 注 图 章 ( 草 )， 以 明 后 学 。 其 余 自 可 引 
而 伸 之 ， 触 类 而 长 ， 不 待 尽 述 也 .” (图 2. 2. 1 为 书 影 ) 


中 李 迪 ， 简 评 《 中 国 数学 史 》 科学 通报 ，1965(11); 998 
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图 2.2.1 书 影 
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一 几 何 


对 勾 股 术 的 进一步 探索 。 

对 于 直角 三 角形 ， 以 a, b,c 表示 其 勾 、 股 、 弦 。《 九 章 算术 
* 勾 股 》 对 于 a, b,c; at+b, atc, b+c; 6 一 a,，c 一 a，c 一 5 中 
任 取 二 元 素 解 直角 三 角形 ( 边 ), 做 了 不 少 工作 ,创立 许多 公式 9， 
唐 代 王 孝 通 《 维 古 算 经 》 对 已 知 ab, ce 一 2; bc，a; ac，c 一 5 类 型 
问题 提出 了 解 题 方 案 22。 杨辉 所 引 《 议 古 根源 》22 题 中 第 1 一 10 题 
对 已 知 ab，a 十 b; ab，b 一 a 类 型 题 作 出 解法 ， 并 导致 立 二 次 方程 
和 数值 解 二 次 方程 。 例 如 ; 

第 4 题 : 直 田 积 八 百 六 十 四 步 昌 。 只 云 长 章 共 六 十 步 。 欲 先 求 
阔步 ， 得 几何 ? 答 数 是 24 步 。 而 益 隅 术 说 :“ 置 积 为 实 ， 共 步 为 
从 方 , 以 一 为 益 隅 ， 开 平方 除 之 。,” 如 设 所 求 阔 为 z 步 ， 术 文 就 是 
列 出 了 方程 一 x 十 60x 二 864。 

截 积 术 

从 已 给 图 形 截 取 其 部 分 ， 又 从 已 给 面积 关系 求 所 割 取 部 分 中 
的 线段 关系 。 例 如 : 

第 13 题 : 梯田 一 段 , 长 三 十 步 。 南 益 二 十 步 , 北 阔 三 十 八 步 ， 
今 自 南 北 截 地 八 百 二 十 二 步 半 。 问 : 所 截 长 、 阔 各 几 步 ? 答 数 ; 截 
长 35 步 ， 截 益 27 步 。 

如 设 梯 形 上 下 底 分 别 为 a, 6( 图 2.2. 2), 高 为 h, 又 设 截取 梯 
A 则 据 题 意 列 出 方程 组 


方 (2 十 zy 一 4 = (i) 


DD 参见 本 《大 系 》 第 二 、 四 卷 有 关 章 节 。 
加 参见 本 《大 系 》 第 二 、 四 卷 有 关 章 节 。 
@ 指 方 步 ， 下 同 。 
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图 2. 2.2 
如 在 Q) 式 中 消去 x， 得 含 y( 刘 益 称 为 截 长 ) 的 方程 
», 2ah 24A 
Ty 
在 (iD 式 中 如 消去 y， 得 含 x( 截 阔 ) 的 方程 
t=a'+ ee 
刘 益 对 此 题解 法 也 提出 两 种 方案 ， 与 上 述 结果 相同 ， 
先 求 ( 截 ) 长 术 日 “二 因 截 积 (4), 元 ( 原 长 ,4) 乘 之 。 如 阔 差 
(5 一 a) 而 一 ,为 实 。 倍 南 阔 (a)， 以 元 长 乘 之 ,如 阔 差 而 一 ， 为 从 
法 ， 开 方 除 ， 得 截 长 ,。” 这 就 是 按 《 九 章 算 术 ， 勾 股 》 第 20 题 术 
文 模式 所 列 出 的 方程 (ii) 。 然 后 他 从 所 求 得 截 长 反 算 截 阔 :“ 如 阔 
差 乘 长 ， 如 元 长 而 一 ， 得 截 阔 .” 
他 又 提出 另 一 方案 ， 先 求 阔 术 日 :“ 二 之 截 积 ， 以 阔 差 乘 之 ， 
元 长 除 之 ， 并 小 头 益 (e) 自 乘 。 开 平方 除 之 ， 得 截 益 ”这 就 是 方 
程 Gi)。 然 后 反 算 截 长 :“ 并 两 广 折 半 ， 除 截 积 即 差 。” 
第 18 题 : 圆 田 一 段 , 直径 十 三 步 。 今 从 边 截 积 三 十 二 步 。 问 ， 
所 截 弦 、 矢 各 几 步 。 答 数 ， 弦 12 步 ， 矢 4 步 。 
设 题 中 国 直 径 为 D, 又 所 说 弓形 矢 长 为 x, 纺 长 为 又 已 给 


(11) 


(111) 
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所 截 弓 形 面 积 为 4, 从 《 九 章 算术 。 方 田 》 弧 田 术 及 勾 股 章 第 9 题 
图 材 埋 壁 术 文 分 别 列 出 方程 (图 2.2.3) 


1 YL . 
2 T(z 十 y) 王 和， D=17+tz。 (1) 


出 


图 2.2.3 
在 其 中 消去 y 就 得 含 z 的 四 次 方程 
一 5z4 十 4Dz3 十 44=(24):。 (ii) 
本 题 术 文 与 (i) 式 一 致 ， 术 日 : 倍 积 自 乘 为 实 。 四 因 积 步 为 上 
廉 。 四 因 ( 直 ) 径 步 为 下 廉 ， 五 为 负 隅 。 开 三 乘 方 除 之 ， 得 矢 。 
刘 益 还 以 圆 截 割 图 形 ， 例 如 ， 
第 17 题 : 环 田 外 辕 七 十 二 步 、 中 周二 十 四 步 ， 实 径 八 步 。 欲 
从 内 周 截 积 一 百 九 十 五 步 。 问 : 所 截 外 周 、 实 径 各 几 步 ? 答 数 , 截 
征 5 步 ， 外周 54 步 。 
设 环 田 外 周 、 内 (中 ) 周 长 分 别 为 Cl，C:， 二 者 距离 ( 实 径 ) 为 
B8， 截 割 的 环 宽 为 z 步 , 面积 为 4，( 图 2. 2. 4) 据 题 意 及 《 九 章 算 
术 。 方 田 》 环 田 术 公 式 可 列 出 方程 


C 
Ctrl 吕 +z) z=4 


这 就 是 2Csr 十 2xz?=24。《 议 古 根源 ) 术 文 说 ,; “二 因 积 步 为 实 , 以 
径 步 除 二 周 差 步 为 正 隅 ， 二 因 中 周 为 从 方 ， 开 平方 除 之 ， 得 所 求 


46 第 二 章 ” 刘 益 和 和 欧 阅 


0 
C: 
It 
B 
图 2. 2.4 
径 步 ,” 与 上 式 一 致 ， 这 里 原著 取 汪 一 守 ==B, 反 算 2r* 一 二 一 
9 9 、\ 2 oN 3 Ci. 二 CC 


演 段 出 术 

刘 益 继承 前 人 刘 徽 注 《 九 章 算术 》 所 用 出 入 相 补 、 以 僵 补 虚 
原理 处 理 图 形 问 题 、 并 进一步 形 数 结合 、 数 量化 , 创立 演 段 术 , 正 
如 杨辉 在 《田亩 比 类 乘除 捷 法 ， 序 》 中 说 刘 益 :“ 扎 成 直 田 演 段 百 
问 , 信 知 田 体 变 化 无 穷 。” 在 同 书卷 下 又 论述 说 ;“《 议 古 根 源 》 故 
立 百 问 ， 盖 欲 演算 之 片段 也 。 知 片段 则 能 穷 根 源 ， 既 知 根源 而 于 
心 无 蒙昧 侨 。" 刘 益 发 明 的 演 段 术 就 是 用 几何 图 形 解释 代数 方程 问 
题 ， 现 举 三 例 说 明 。 

第 4 题 : 直 田 积 八 百 六 十 四 步 。 只 云 长 益 共 六 十 步 。 欲 先 求 
益 步 ， 得 几何 ? 答 数 ， 24 步 。 

设 阔 为 x 步 ， 据 题 意 列 方程 


中 清 人 李 锐 释 演 段 云 :“ 所 谓 演 者 ， 演 立 天 元 ; 段 者 ， 以 条 段 求 之 也 。” 所 以 演 
段 是 布 列 方程 的 两 种 步骤 :其 一 ， 立 天 元 一 为 某 未 知 数 ， 其 二 ， 用 条 段 ( 图 解法 ) 列 出 
方程 。 
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z(60 一 z) 一 864， 一 22 十 60z 一 864。 
(i) 
刘 益 作 一 长 方形 使 长 为 60( 步 ), 阔 为 所 
求 步 数 (图 2. 2.5) 用 以 解释 方程 (i), 在 
本 题 先 以 当时 的 数学 语言 列 出 方程 : 益 
陨 术 日 ,“ 置 积 为 实 , 共 步 为 从 方 , 以 一 
为 益阳 ,开平 方 除 之 。” 然 后 对 图 2. 2. 5 
作 解 释 ， 演 段 昌 ;:“ 一 积 止 (只 ) 有 一 长 ， 
奉 以 长 益 共 步 为 从 方 ， 正 少 一 益 。 所 以 
用 一 为 益 ( 负 ) 隅 ， 益 入 一 段 益 方 ， 以 应 
从 方 除 ( 去 ) 数 。” 
第 6 题 : 直 田 积 八 百 六 十 四 步 。 只 
云 长 益 共 六 十 步 。 问 : 长 多 阔 几 步 ? 
此 题 与 上 题 相 似 而 异 。 我 们 如 设 长 
比 阔 多 xz 步 , 阔 为 y 步 (图 2.2.6), 据 
题 意 列 方程 ， 


图 2. 2.6 
yr 二 y)=864,，X 十 2y 二 60。 (1) 
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消去 y， 得 z+4X864=60?。 (ii) 
刘 益 在 “其 和 步 求 差 术 ， 四 之 积 步 ， 减 和 自 ( 乘 ) 之 积 ， 余 ， 开 平 
方 除 之 ,得 长 阔 之 差 步 ”之 后 作 图 解释 :“ 演 段 白 和 自 乘 ， 有 四 
段 直 田 积 ， 一 段 差 方 积 ， 所 以 用 田 积 减 和 方 , 余 得 差 方 一 段 .” 这 
种 直观 说 明 ， 深 入 浅 出 ， 非 常 得 体 。 

第 20 题 ， 钱 田 积 七 十 二 步 。 只 云 面 径 三 步 。 问 ， 内 方 几何 ? 


图 2. 2.7 
钱 田 ， 是 指 田 形 如 旧时 铜钱 ， 圆 内 有 空缺 的 正方 形 ( 图 
2.2.7)。 面 径 是 指正 方形 边 与 圆周 的 距离 。 设 面 径 为 ec， 取 r=z3， 
已 给 面积 为 4， 而 空缺 的 正方 形 边 长 为 zx， 那么 据 题 意 可 列 方程 


(2a+z)’ z=A, —Xx 十 ]2ar 二 44 一 12a’。 


这 就 是 原著 所 说 :“ 四 因 积 步 , 以 面 径 自 乘 , 又 十 二 乘 之 , 用 减 积 ， 
余 为 实 。 十 二 乘 面 径 为 从 方 ， 一 为 益阳 ， 开 平方 除 之 ， 得 内 方 之 
数 。" 对 这 一 数量 关系 ， 刘 益 又 演 段 为 图 解 。 演 段 曰 :“ 四 因 钱 田 ， 
变 井 田 三 段 : …… 有 面 径 方 积 十 二 段 。 又 面 径 乘 内 方 十 二 段 ， 比 
钱 田 又 人 负 内 方 一 段 ， 所 以 用 一 为 益阳 ， 开 平方 "””( 图 2. 2. 8) 


二 代 数 
刘 益 在 《 议 古 根源 》 中 以 几何 模型 布 列 的 多 项 式 方程 ， 其 系 
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图 2.2.8 
数 比 前 人 复杂 : 符号 可 正 可 负 ， 次 数 有 达 四 次 的 。 所 以 杨辉 说 : 
“中 山 刘 先生 ……. 引 用 带 从 开 方 正 负 损益 之 法 ,前 古 之 所 未 闻 也 。” 
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所 谓 “ 带 从 ”是 说 方程 不 限于 二 项 ， 是 一 般 多 项 式 方程 。 所 谓 
“ 开 方 正 负 损益 ”是 指 刘 益 把 数值 解 方 程 从 机 宪 增 来 方法 ( 正 系 
数 ) 推 广 到 一 般 实 系数 方程 。 这 里 举 二 例 说 明 。 

第 4 题 : 前 文 已 述 页 宪 用 演 段 解释 所 列 方程 


一 7X 十 60x= 二 864， 
这 一 三 项 式 方程 用 综合 除法 逐步 减 根 ， 其 算式 如 下 : 

一 ] 60 ”一 864 (20 

一 20 800 
一 上 40 64 

一 20 
一 ] 20 64 (4 

一 4 一 04 
一 1 16 0 


刘 益 在 草 文中 说 :“ 置 积 八 百 六 十 四 为 实 ， 以 六 十 步 为 从 方 ， 
以 一 算 为 负 隅 。 上 商 置 阔 二 十 ， 以 乘 负 也 ， 减 从 方 二 十 。 以 上 商 
命 余 从 四 十 ， 除 积 八 百 ， 余 积 六 十 四 。 以 上 商 乘 负 隅 ， 又 减 从 方 
二 十 ,， 余 从 二 十 步 。 又 于 实 上 商 置 阔 四 步 ， 以 乘 负 隅 ,， 减 从 方 四 ， 
余 从 十 六 ， 命 上 商 ， 除 实 尺 ， 得 阔 二 十 四 步 ， 合 问 。” 由 此 可 见 ， 
允 益 当年 的 理解 与 现今 全 相 一 致 。 

第 18 题 : 前 文 已 介绍 在 截 积 术 中 , 为 计算 所 截 弓 形 矢 长 (z)， 
刘 益 列 出 含 负 系 数 四 次 方程 

一 52 十 4Dzs 十 44 一 (24)2， 

其 中 4=32, D=13。 在 解 一 5z4 十 52z3 十 128z2? 一 4096 时 , 现 用 综 
合 除法 : 


一 9 52 128 0 —4096 (4 
一 &0 128 1024 4096 
一 9 32 2506 1024 0 


求 得 正 根 是 4。 而 刘 益 此 题 草 云 : 
“于 实 上 商 置 上 商 得 矢 四 步 ， 以 命 负 阳 五， 减 下 廉 二 十 ， 余 三 
十 二 。 以 上 商 四 步 , 依 三 有 夹 方 来 下 廉 , 入 上 廉 , 共 二 百 五 十 六 。 又 


| 


北宁 时代 


第 二 纺 


以 上 商 命 万 法 , 除 


三 来 方法 ， 


二 十 四 ,为 


以 上 商 四 步 来 上 廉 得 一 千 


得 秋 四 步 。"” 
对 上 照 图 2.2.9( 原 蓝 插 图 书 影 ) 趾 见 贾 宪 增 乘 开 方 ， 


实 尽 ， 


刘 花 上 正 
TV 


以 不 


LI 


只 是 在 形式 上 横竖 


-现代 数值 解 方程 “ 脉 相 承 ， 


衬 史 执 田 次 江 帐 全 一 引 十 阔 术 的 椒 因 罗 交涉 区 ， 


i 1 1 十 尺 绍 十 于 未 因 区 加 术 于 用 十 门生 片 岩 是 h 
本 只 炒 百 关 兴 扑 泛 蛙 用 汪 上 上 


re i i ee - -- 一 - 一 一 一 … 一 一 


EEC TERRYR 


人 ?汪汪 拱 图 扩 幅 二 类 秆 | 由 1 十 固 奸 Hl 帐 六 堪 芒 
十 板 在 剑术 伦 且 峰 率 类 馈 斥 实 钢 1 | 切 柑 履 十 包 革 | 


米 区 菏 瞧 于 1 十 长 江汉 下 扩 族 十 | | 沁 怒 樟 人 <n 四 
加 用 徐 民 条 党 六 旦 | 媒 神 吴征 1 | 扩 玉照 因 汶 下 匡 帮 
. 


图 2. 2.9 


所 用 记 数 数字 不 同 而 已 。 原 来 只 用 来 作 简 便 开 ( 立 ) 方 的 增 乘 
方法 , 刘 共 进 一 步 推广 为 解 一 般 多 项 式 方程 , 而 且 系 数 不 拘 正 负 ， 


这 实在 是 一 项 杰出 的 贡献 。 


司 ， 


| 
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第 二 节 将 周 


将 周 著 《 益 古 集 》, 原著 已 失传 ， 而 金 代 李 治 (1192 一 1279) 的 
专著 《 益 古 演 段 》 是 在 《 益 古 集 》 基 础 上 的 力作 。 在 《 益 古 演 段 
* 序 》 中 李 冶 说 :“ 近 址 有 某 者 以 方圆 移 补 成 编 , 号 《 益 古 集 》, 真 
可 与 刘 ( 徽 )、 李 ( 淳 风 ) 相 颜 颜 。 余 犹 恨 其 秘 匿 而 不 尽 发 ， 遂 再 移 
补 条 跋 ,， 细 缉 图 式 ， 使 粗 知 十 百 者 便 得 入 室 跌 其 文 。” 又 元 代 朱 世 
杰 《四 元 玉 鉴 》(1303 年 ) 祖 颐 序 说 :“ 平 阳 蒋 周 扎 益 十 ”点 出 了 
《 益 古 集 》 作 者 姓名 及 籍 仁 。 李 冶 居 栾 城 (河北 省 ), 朱 世 杰 帘 燕 山 
(北京 市 )， 两 人 分 别 生 活 在 金 、 元 时 代 ， 都 引述 前 人 名 著 《 益 古 
集 》 从 政治 环境 和 地 理 条 件 看 , 平阳 ( 今 山 西 临汾 ) 蒋 周 应 是 北宋 
人 ， 而 它 的 《 益 古 集 》 显 然 是 李 著 《 益 古 演 段 》 的 母 本 。 后 者 设 
题 64 问 , 在 题解 中 有 的 还 保留 “ 旧 术 ”， 当 是 《 益 古 集 》 原 术 。 于 
是 我 们 还 能 看 到 蒋 周 所 作 富 有 特色 的 演 段 术 ， 举 其 二 例 ， 并 作 解 
释 。 

第 56 题 :“ 今 有 圆 田 一 段 ， 内 有 圆 池水 占 之 。 外 计 地 二 十 三 
盏 一 分 , 叉 云 从 外 田 通 内 池 径 六 十 三 步 。 间 ; 内 外 周 、 径 各 多 少 ? 
( 圆 依 密 率 ) 答 数 : 外 周 286 步 、 径 91 步 , 内 周 110 步 、 径 35 步 ， 
实 径 28 步 。” 

设 环 田 内 、 外 周 是 c;:，c;， 内 、 外 直 和 多 是 D;，D,;， 面 积 为 4 
(图 2.2.10)。《 九 章 算术 ， 方 田 》 有 环 田 术 :“ 并 内 外 周 而 半 之 , 以 
A 四 


4 一 (cts): (Ds DY)=7 (Di+D;) (D:~D). (i) 
题 中 所 说 “从 外 田 通 内 池 径 ”2 是 指 内 外 直径 的 平均 ， 即 六 (万 ,十 


@ 简称 通 步 ， 做 两 个 分 数 的 通 分 。 
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Cs 


CI 


图 2. 2. 10 
D,)。 密 率 据 李 淳 风 习惯 x<* 气 。 实 径 是 指 六 (D: 一 Di) 即 环 宽 ， 
所 以 原 题 已 给 之 (Di 十 D2) 一 63 步 ， 4 一 23. 1 诊 。 求 c1, cs, Di， 


Ps 入 (Ds 一 D1)， 

李 冶 所 说 本 题 旧 术 即 蒋 周 原 术 有 二 ， 
QD 提 术 日 ，“ 二 十 二 之 通 步 ， 如 七 而 一 为 法 ， 除 田 积 ， 见 . 

[ 实 ] 径 。” 


这 里 蒋 周 从 九 章 环 田 术 把 圆 环视 为 长 方形 条 段 , 长 为 (ci 十 


co) = 六 x(Di 十 De)， 宽 为 二 (De 一 D)， 按 环 田 术 得 到 所 求 是 
实 径 = 志 (Ds 一 DD) 二 一 一 人 一心 二 一 一 人 一 一 
< 于 (Di+D) 绎 ,六 (Di 十 Di)。 
求 出 实 径 后 ， 其 余 求 件 就 易于 求 出 。 
思 又 法 ,“ 并 通 步 ， 自 〈 乘 ) 之 , 又 十 一 之 , 于 上 。 以 十 四 之 
积 减 上 ， 余 为 实 。 四 十 四 之 通 步 为 法 ， 见 池 径 .” 后 文 有 注 文 : 
“ 义 目 ， 倍 通 步 ， 即 大 小 径 并 。 其 者 内 有 大 小 径 赛 各 一 ,大 小 径 相 


@ 1 亩 作 240 方 步 计 。 
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乘 直 分 二 。 内 减 圆 环 积 所 变 之 方 环 积 ， 余 小 径 医 二 ， 大 小 径 相 乘 
之 直方 二 。 又 为 小 径 乘 大 小 径 ， 并 之 直方 二 。 又 为 小 径 乘 通 步 之 
直方 四 ， 故 以 七 倍 之 积 较为 实 ， 二 十 二 之 通 步 为 法 ， 即 得 小 径 
也 。” 

这 里 欧 周 又 以 另 一 种 演 自 解 题 ， 化 圆 为 方 ， 改 先 求 出 小 赚 
( 池 ) 直 径 。 我 们 如 从 代数 方法 理解 , 设 小 圆 直 径 为 z, 大 圆 直 径 仍 
为 D:， 那 么 从 下 面 恒 等 变 形 . 


江 


(Ditz)—A=TDtr) (Dtr) (Dx) 


4 
一 本 (2Daz 十 2z2) 
_ 工 ， _ 工 ，，| 已 十 工 
一 了 4 “0 十 ZI)Z 一 本 4| 7 jz 
7 (Ditz)’—A 
可 求 得 DT 
2 
葛 周 则 从 几何 变换 入 手 ， 我 们 列表 作 一 比较 。 
表 2.1.4 
代数 语 言 将 周 演 段 
2Dsrt + 27° 余 小 径 攻 二、 大 小 径 相 乘 之 直方 二 
2CD;,+++ Xx) 又 为 小 径 乘 大 小 径 并 之 直方 二 
4 二 又 为 小 径 乘 通 步 之 直方 四 


us 2 
(D+z)—A) 故 以 七 倍 之 积 较为 实 ， 二 十 二 之 通 步 为 法 ， 即 


r 得 小 径 也 ， 
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李 刊 此 题 旧 术 末 行 误 为 :“ 故 以 十 一 倍 之 积 较 为 实 , 四 十 四 之 
通 步 为 法 。” 借 此 不 能 得 出 结果 小 径 35 步 。 此 处 已 据 题 意 改正 。 小 
径 求 得 后 ， 就 易于 从 通 步 换算 其 他 求 件 。 

第 22 题 : 今 有 方 田 一 段 ,其 西北 隅 被 斜 水 占 之 外 , 计 地 一 于 
一 百 一 十 二 步 七 分 半 ， 只 云 从 田 东南 隅 至 水 楞 , 四 十 五 步 半 。 问 : 
田 方面 多 少 ? 答 数 ， 田 方面 35 步 。 

题 意 是 说 图 2. 2. 11 ABCD 1 已 给 直角 入 MCN 为 


| 


[IN 


图 2.2.11 
水 域 , 五 边 形 ABNMD 面积 为 ] 121.75 方 步 。 对 角 线 (部 分 ) AG 
长 45.5 步 。 求 正方 形 边 长 。 我 们 根据 蒋 周 的 演 段 思路 ; 自 G 引 
GH//CB，GK//CD， 并 设 DK 为 +。 据 题 可 列 出 等 式 ， 
正方 形 AHGK 十 2 梯形 HBNG 
二 正方 形 4BCD 一 直角 三 角形 MCN， (i) 
按照 《 九 章 算术 ， 勾 股 》 第 11 题 刘 徽 注 ;“ 圆 三 和 色 一 ， 方 五 
斜 七 ， 虽 不 正 得 尽 理 ， 亦 可 言 相 近 耳 .” 可 计算 : 


正方 形 AHGK = | 345. 5 一 (32. 5)， 


D 李 冶 《 益 古 演 段 》 本 题 ， 旧 术 附 图 ， 图 2. 2. 11 据 此 参考 改 画 。 
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梯形 HBNG= (65—7)». 


AMCN=1. 96x’:.0 
又 梯形 HBNG== 长 方形 HBFG 一 和 人 GNF， 把 这 些 数 据 代 入 (i)， 
然后 整理 ， 得 
2。32. 5z 一 0.96z2 一 1 212.75— (32.5)’。 (ii ) 

李 治 在 本 题 之 后 所 列 “ 旧 术 ”， 即 蒋 周 原 术 ， 

“ 列 田 积 于 头 位 ” 指 五 边 形 面 积 1 212. 75。 

“又 列 ( 斜 ) 至 步 除 四 ， 则 直至 步 自 乘 ， 减 头 位 ， 余 为 实 。.” 这 
里 斜 至 步 即 45. 5 步 ， 好 理解 ,“ 除 四 ”是 说 减 去 四 成 。 因 蒋 周 从 
刘 徽 说 方 五 斜 七 ,正方形 A4HGK 边 长 应 是 对 角 线 长 除 以 1.4, 即 


AG 
4 一 1 4 


称 为 直至 步 。 方 程 (ii) 右 端 称 为 实 。 

“二 之 直至 ， 为 从 .” 指 方程 (ii) 左 端的 一 次 项 系数 。 

“以 九 分 六 厘 为 廉 ， 减 .” 指 方程 的 二 次 项 系数 为 负数 。 

“开平 方 ， 得 二 步 半 ， 加 直至 三 十 二 步 半 ， 得 三 十 五 步 ， 即 田 
方面 也 ”。 

从 上 举 二 例 可 见 蒋 周 在 演 段 术 上 所 作 第 路 初 缕 ， 以 启 山林 的 
开创 性 工作 ,虽然 他 只 是 用 几何 图 解 列 出 等 价 于 方程 的 等 其 关系 ， 
并 未 点 出 立 天 元 一 这 个 术语 ,但 演 段 术 本 身 正如 胎儿 躁动 母 腹 ,天 
元 术 之 诞生 已 指日可待 。 


Q 蒋 周 不 作 2r?， 而 是 执着 方 五 斜 七 之 说 , 把 AMCN 面积 视 为 | 二 xj = 名 


一 1. 96x?。 
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沈 括 (1031 一 1095)， 字 存 中 ， 钱 擅 ( 今 浙江 省 信州 市 ) 人 ， (图 
2. 3. 1 为 沈 括 造像 ) 

他 24 岁 (1054 年 ) 任 沐 阳 ( 今 江苏 省 沐 
阳 ) 主 德 ( 县 长 助理 )， 在 水利 建设 上 立功 ; 领 
导数 万 民工 改变 过 去 那 种 “ 熟 不 长 粮 , 荒 不 长 
草 , 州 里 萧条 ”的 景象 , 成 为 水 旱 保 收 良田 七 
干 需 。 他 还 在 两 浙 、 洒 、 淮 等 地 为 民 造 福 ， 兴 
修 水 利 。 

33 岁 (1063 年 ) 沈 括 中 进士 , 参加 中 央 政 
府 昭 文 馆 编校 书籍 , 研究 天 文 历法 。 他 亲自 制 图 23.1 
作 浑 仪 、 希 表 、 浮 漏 等 仪器 ， 举 荐 平民 卫 朴 合 编 《4 奉 天 历 》( 施 行 
19 年 )。 又 兽 任 大 常 丞 ( 礼 乐 部 长 助理 ) 等 文职 官员 。 

45 岁 (1075 年 ) 出 使 辽 国 , 力 斥 其 夺 地 之 谋 , 在 外 交 事 务 上 卓 
著 功 勋 。 

50 岁 (1080 年 ) 沈 括 统率 部 队 ， 人 防御 西夏 入 侵 。 

58 岁 (1088 年 ) 在 润 州 ( 今 江 苏 省 镇 江 市 ) 隐 居 ， 全 力 从 事 著 
作 ， 写 成 《 梦 溪 笔谈 》26 卷 、《 补 笔谈 》3 卷 、《 续 笔谈 》1 卷 。 全 
书 共 609 条 ,总结 了 他 多 才 多 艺 一 生 的 经 历 , 涉及 考古 学 、 文 学 、 
艺术 、 科 学 史 、 医 学 、 药 学 、 科 学 技术 和 吉 括 天 文 历法 、 地理 、 地 
质 、 生 物 、 数 学 、 物 理 、 化 学 全 部 自然 科学 知识 的 当时 认识 。《 梦 
溪 笔 谈 》 的 学 术 价 值 享 誉 海内 外 ， 此 点 将 在 第 四 章 评述 ， 下 文 仅 
就 与 数学 有 关 的 成 果 作 简要 介绍 。 
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第 一 普 天 文 历法 


沈 括 对 天 体 测 时 和 地 面 测 世 有 总 的 论述 ,他 说 “ 审 方面 执 , 复 
二 高 次 远近 ， 算 家 谓 之 圳 术 ……' 求 星辰 之 行 步 气 朔 消 长 ， 谓 之 组 
术 ， 谓 不 可 以 形 察 ， 但 以 算数 缀 之 而 已 。 北 齐 祖上 虹 有 《 缀 术 》 二 
卷 .”(《 梦 溪 笔 谈 》 卷 18 ,技艺 ) 


一 十 二 气 历 


“历法 见于 经 者 ， 上 唯 《 尧 典 》 言 “以 半月 定 四 时 成 岁 ;。 置 韶 
之 法 ， 自 阁 时 始 有 。 太 古 以 前 ， 又 未 知 如 何 。 置 兰 之 法 ， 先 圣 王 
所 造 ， 固 不 当 议 。 然 事 固 有 古人 所 未 至 而 俊 后 世 者 。 如 岁差 之 类 ， 
方 出 于 近世 ， 此 固 无 古今 之 嫌 也 。 几 日 一 出 没 谓 之 一 日 ， 月 一 检 
亏 谓 之 一 月 。 以 日 月 纪 天 ， 虽 定名 ， 然 月 行 二 十 九 日 有 奇 ， 复 与 
日 会 ， 岁 十 二 会 而 尚 有 余 日 。 积 三 十 二 月 ， 复 余 一 会 ， 气 与 朔 渐 
相 远 ， 中 气 不 在 本 月 ,名 实 相 乖 ， 加 一 月 谓 之 闵 。 阔 生 于 不 得 已 。 
ee 此 殖 古 人 未 之 思 也 。”“ 今 为 术 ， 葛 若 用 十 二 气 为 一 年 ， 更 不 
用 十 二 月 。 直 以 立春 之 日 为 孟春 之 一 日 ， 惊 扑 为 仲春 之 一 日 。 大 
尽 三 十 一 日 , 小 尽 三 十 日 。 岁 岁 齐 尽 , 永 无 净 余 。 十 二 月 常 一 大 、 
一 小 相间 。 纵 有 两 小 相 并 ， 一 岁 不 过 一 次 。…… 今 此 历 论 ， 尤 当 
取 怪 怨 攻 笃 ， 然 异 时 必 有 用 于 之 说 者 ”。(《 补 笔谈 ) 卷 2 , 象 数 ) 

第 一 段 沈 括 论述 阴历 置 闽 月 是 出 于 不 得 已 ， 我 国 古 代 把 冬至 
到 冬至 的 时 间 ( 一 年 ) 等 分 为 24 段 。 每 一 个 分 点 设 一 个 气 ， 共 24 
气 。 从 汉 《 太 初 历 》 开 始 把 这 24 气 排 入 历法 : 

立春 (春天 开始 )、 雨 水 、 惊 规 、 春 分 ( 脐 、. 夜 平分 )、 清 明 、 谷 
雨 ; 

立 眉 (夏天 开始 )、 小 满 、 芒 种 、 夏 至 (白天 最 长 .正午 时 日 影 
最 短 那 一 天 )、 小 恬 、 大 革 ; 
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立秋 (秋天 开始 )、 处 里、 日 露 、 秋 分 (昼夜 平分 )、 寒 露 、 霸 
降 ， 
立冬 (冬天 开始 )、 小 雪 、 大 雪 、 冬 至 (日 天 最 短 , 日 影 最 长 那 
一 天 )、 小 寒 、 大 寒 。 

单数 次 序 的 如 立春 、 惊 孝 、 谷 雨 、…… 称 为 中 气 ， 分 别 安 排 
在 一 月 、 二 月 、 三 月 、…… 。 由 于 两 个 中 气 之 闻 的 时 间 为 365. 242 2 
二 12 二 30+ (日 )， 而 一 个 阴历 月 为 29. 530 6( 日 )。 长 期 运转 误差 积 
累 ， 有 时 整 月 内 可 以 无 中 气 ;“ 中 气 不 在 本 月 ， 名 实 相 乖 。” 为 此 
就 必须 置 疼 ， 把 这 个 没有 中 气 的 月 份 定 为 冰 月 。 

第 二 段 是 沈 括 所 创新 历 ， 除 了 每 年 十 二 月 大 (31 天 )， 小 (30 
日 ;相间 而 外 , 就 每 年 时 间 长 短 而 言 与 今 用 阳历 完全 一 致 。 这 是 一 
项 非凡 、 合 理 的 创造 。 为 此 等 可 桢 前 后 两 次 赞赏 ， 这 是 对 沈 括 十 
二 气 历 最 恰当 的 评价 ; 

“ 括 对 吉 人 之 说 ， 虽 加 以 相当 之 尊重 ， 但 并 不 视 为 金 科 玉 律 ， 
其 论 历 法 一 条 ， 抛 弃 一 切 前 人 之 说 ， 主 张 以 节气 定 月 ， 完 全 为 阳 
历 ， 而 较 现 时 世界 通行 之 阳历 ， 尤 为 正确 合理 。 插 去 今 已 八 百 余 
年 ， 冬 夏 时 刻 之 有 余 、 有 不 足 ; 斗 建 之 随时 差 迁 徙 ,与 赤 阳 历 之 
优 于 阴历 、 虽 蛙 已 成 定论 ， 而 在 括 当 时 能 独 违 众 议 ， 载 然 创 立新 
说 , 置 怪 烃 攻 芭 于 不 顾 ， 其 各 信和 真理 之 精神 , 虽 较 之 该 列 倭 
(Galileo) 亦 不 多 让 也。 z 

沈 括 于 历法 主张 抛弃 一 切 前 人 之 说 ， 以 节气 定 月 ， 彻 底 为 阳 
历 ， 不 管 月 毫 的 朔 望 ， 把 头 月 完全 去 掉 。 ,pw 这 样 彻底 的 一 个 阳 
历 ， 较 现行 历法 合乎 理想 。 农 夫 春 耕 、 夏 种 、 秋 收 、 冬 藏 的 时 间 ， 
统 要 看 季节 而 定 。 沈 括 所 创 的 历 是 最 合 老 百姓 所 需要 的 。 现 行 阳 
历 的 元 旦 于 人 生 、 于 天 时 统 无 任何 意义 ， 而且 月 份 的 大 小 参差 不 
齐 ， 季 节 的 安排 毫 无 规律 ， 这 完全 是 罗马 皇帝 时 代 遗 留 焉 来 的 一 


个 笠 可 柄 .北宋 沈 括 对 地 学 之 贡献 与 记述 ， 科 学 ，1926 年 ，11 (6)，794 一 795 
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种 制度 。 但 在 当时 沈 括 这 种 主张 是 很 受 人 的 疯狂 攻击 的 。20 年 前 ， 
英国 气象 局 局 长 萧 伯 纳 有 同样 的 计划 ， 不 过 他 把 元 旦 放 在 阳历 的 
十 一 月 六 号 ， 即 中 国 的 立冬 节 ， 称 其 历 为 农历 。 到 如 今 英 国 气 象 
局 统 计 农 业 气 候 和 生产 ,是 用 萧 伯 纳 农历 的 。 沈 括 说 :“ 予 今 此 历 
论 ， 尤 当 取 怪 怒 攻 加 ， 然 异 时 ,公有 用 予 之 说 者 。” 他 料想 不 到 900 
年 以 后 他 的 农历 会 在 英国 行 起 来 了 。” 


二 太阳 视 运 动 


“古今 言 刻 漏 者 数 十 家 , 悉 皆 疏 雇 。 历 家 言 短 漏 者 ，……… 皆 未 
合 天 度 ， 予 占 天 候 影 ， 以 至 验 于 仪 象 ， 考 数 下 漏 ， 凡 十 余年 ， 方 
粗 见 真 数 ,成 书 四 卷 , 谓 之 《了 娩 宁 歧 漏 》， 篆 非 袭 路 前 人 之 迹 。 其 
间 二 事 尤 徽 : 一 者 ， 下 漏 家 常 患 冬 月 水 涩 ， 夏 月 水 利 ， 以 为 水 性 
如 此 ; 又 疑 水 浙 ( 柱 ) 所 雍 , 万 方 理 之 , 终 不 应 法 。 了 予以 理 求 之 , 冬 
至 日 行 速 ,， 天 运 已 期 , 而 日 已 过 表 , 故 百 刻 而 有 余 。 夏 至 日 行 迟 ， 
天 运 未 期 ， 而 日 已 至 表 ， 故 不 及 百 刻 。 既 得 此 数 ， 然 后 复 求 攻 影 
漏 刻 ， 莫 不 泥 ( 吻 ) 合 ， 此 古人 之 所 未 知 也 。 二 者 ， 日 之 入 缩 ， 其 
消长 以 渐 ， 无 一 日 顿 殊 之 理 。 历 法 皆 以 一 日 之 气短 长 之 中 者 播 为 
刻 分 ， 累 损益 。 气 初 日 差 ， 每 日 消长 常 同 。 至 交 一 气 ， 则 顿 易 刻 
差 。 故 黄道 有 舰 而 不 圆 .”“ 以 圆 法 相 荡 (运算 ) 而 得 差 ( 分 )， 则 差 
无 不 均 ; 以 要 法 相 荡 而 得 差 ， 则 差 有 牙 数 。 相 因 以 求 从 ( 积 )， 相 
消 以 求 负 ( 差 ), 从 负 相 入 (汇总 ), 会 一 术 以 御 日 行 。 以 言 其 变 , 则 
秒 刻 之 间 消 长 未 尝 同 。 以 言 其 齐 ， 则 止 用 一 差 。 循 环 无 端 ， 始 终 
如 贯 , 不 能 议 其 隙 ,此 圆 法 之 微 , 古 之 言 算 者 ， 有 所 未 知 也 。…… 
其 详 具 子 奏 议 ， 藏 在 史官 ， 及 子 所 著 《 哄 宁 项 漏 》 四 卷 之 中 。” 
(《 梦 溪 笔 谈 》 卷 7, 象 数 一 ) 

握 ( 刻 漏 或 漏 刻 、 或 铜 壶 滴漏 ) 是 古代 测 时 仪器 (图 2. 3. 2) 。 


Q@ 笠 可 桢 ， 人 民 日 报 ，1951 一 02 一 26 
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z 图 2. 3.2 
芝 ( 攻 漏 或 圭 表 ) 是 古代 测 日 影 长 仪器 (图 2. 3.3)。 古 人 定义 


图 2.3. 3 


相继 两 天 最 短 日 影 发 生 时 刻 之 间 的 时 间 ( 等 分 为 100 刻 ) 为 一 日 。 
沈 括 的 先辈 误 以 为 太阳 视 运动 是 匀速 ， 但 据 曼 表 所 测 日 影 变化 却 
不 是 均匀 的 .他 们 怀疑 矛盾 之 所 以 发 生 是 由 于 冬日 水 泣 速 度 慢 (水 
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涩 ,水 渐 所 歼 )， 夏 日 水 滴 快 (水 利 )。 沈 括 经 过 十 多 年 观察 、 实 验 ， 
写成 《让 宁 车 漏 》。 在 这 里 所 引 第 一 段 他 自述 成 果 二 则 。 

其 一 , 否认 先辈 误导 。 沈 括 指出 测 时 仪器 运转 是 均匀 准确 的 ， 
而 太阳 视 运 动 不 均 匀 却 是 客观 存在 :“ 冬 至 日 行 速 ,， 天 运 已 期 , 而 
日 已 过 表 , 故 百 刻 而 有 余 。” 这 是 说 冬至 时 太阳 视 运动 快 ， 所 以 相 
继 两 天 最 短 日 影 形 成 的 时 刻 周 期 已 发 生 ， 而 刻 漏 上 读数 已 超过 
100 刻 。 接着 他 又 指出 :;“ 夏 至 日 行 迟 , 天 运 未 期 , 而 日 已 至 表 , 故 
不 及 百 刻 。” 

其 二 ， 沈 括 论述 :“ 日 之 肥 缩 ， 其 消长 以 浙 ， 无 一 日 顿 殊 ( 突 
变 ) 之 理 。” 又 说 “历法 丝 以 一 日 之 气短 长 之 中 者 (平均 值 ) 播 为 划 
分 …… 则 顿 易 刻 差 , 故 黄道 有 艇 ( 尖 点 ) 而 不 圆 ( 光 滑 )”。 这 种 说 法 
深 符 今日 连续 函数 的 数学 分 析 定 义 沁 。 

这 里 所 引 第 二 段 中 所 说 圆 法 和 妥 法 ， 虽 语 艳 不详， 其 详 “ 茂 
在 史官 ， 及 子 所 著 《 称 于 共 漏 》 四 卷 ( 已 佚 ) 之 中 。” 据 近 人 严 教 森 
研究 指出 ， 这 就 是 招 差 术 (内 插 法 ) 名 ， 现 摘 引 如 下 : 

中 国 吉 代数 学 家 ， 在 6 世纪 时 已 发 明了 等 间距 的 内 村 法 
(interpolation), 在 7 世纪 时 ,又 发 明了 不 等 间距 的 内 桥 法 ， 这 在 

数学 史上 无 疑 是 一 件 邻 人 欣 尾 而且 惊 异 的 事实 。 
宋代 各 家 修 历 ， 对 于 内 桥 法 公式 都 未 及 深造 ， 只 有 沈 括 曾 著 
文 论 及 招 差 术 。 清 张 文 虎 (1808 一 1885) 舒 藏 室 杂 著 甲 编 卷 下 书 
《 梦 淡 笔谈 》 后 称 此 条 :“ 所 言 尤为 入 徽 ( 精 徽 )， 当 为 郭 注 台 ( 郭 守 
执 ) 平 立定 三 姜 所 自 出 。”……: 前 此 中 国 数学 家 对 内 村 法 计算 没有 
定名 。 唐 边 周 称 为 相 减 相 乘 ， 宋 沈 括 称 为 圆 法 或 妥 法 .至 此 ( 郭 字 


中 如 设 时 间 z 为 横 坐 标 , 每 日 的 时 间 长 为 , 则 连续 函数 y= f(x) 中 对 于 任 一 点 
Xo 在 任意 长 度 se, 一 定 可 以 找到 另 一 长 度 6, 当 |x 一 zo 过 8 时 ,| Fr) 一 Fro)1<e( 无 
顿 殊 ) 

四 严 敦 杰 ， 中 算 家 的 招 差 术 ， 数 学 通报 ，1955 (1) 
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茹 ) 称 招 差 术 ， 乃 始 得 正名 。 
三 极 星 位 置 


“ 汉 前 皆 以 北辰 居 天 中 , 故 谓 之 极 星 。 自 祖 蚌 以 现 衡 考验 天 极 
不 动 处 ， 乃 在 极 星之 末 犹 一 度 有 余 。 购 宁 中 子 受 诏 典 领 历 官 ， 杂 
考 星 历 ， 以 现 衡 求 极 星 ， 初 夜 在 罕 管 中 ， 少 时 复出 。 以 此 知 妾 管 
小 ， 不 能 容 极 星 游 转 。 乃 稍稍 变 罕 管 候 之 。 凡 历 三 月 ， 极 星 方 游 
于 抠 管 之 内 , 常见 不 隐 。 然后 知 天 极 不 动 处 , 远 极 星 犹 三 度 有 祭 。 
…… 子 于 《 店 宁 历 奏 议 》 中 叙 之 甚 详 。”(《 梦 溪 笔 谈 ) 卷 7, 象 数 
一 ) 

地 球 自转 轴 与 天 球 的 交点 是 北 天 极 ， 位 于 北 天 极 最 近 的 星 称 
为 北极 星 。 古 时 以 为 北 天 极 恒 静 不 动 ， 所 以 《论语 ， 为 政 》;“ 为 
政 以 德 ,和 譬如 北辰 , 居 其 所 而 众 星 拱 
之 .” 建 筑 . 营 造就 借以 定 出 真 北方 
向 。 北宋 李 诚 《营造 法 式 ， 定 正 》 刊 
载 测 器 一 一 望 简 (图 2.3.4, 即 罕 
管 ) 及 潮流 夜 则 以 简 指 北 , 于 简 南 

令 前 后 两 窑 内 正 , 见 北 展 极 星 。 

然后 各 天 组 耻 下 由 二 入 两 入 了 > 
地 ， 以 为 南北 ， 则 日 方正 。” 

引文 中 沈 括 生 动 地 描写 了 他 在 图 2.3.4 
夜间 观察 天 象 ， 并 记录 他 的 结果 一 -北极星 与 北极 相距 “三 度 有 
余 。” 由 于 天 体 摄 动 , 北极 并 不 恒 静 不 动 , 像 倾 侧 陀 螺 那 样 在 空间 
每 隔 25800 年 回转 一 转 , 今 北极 星 是 小 熊 座 a 星 ( 勾 陈 一 ), 沈 括 时 
代 (11 世纪 ) 的 北极 星 是 鹿 豹 座 32: 五 星 ( 天 枢 星 )。 
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第 二 节 测 望 


一 水 准 测 量 


“ 申 宁 中 议 改 玖 洛 水 入 汗 ， 于 尝 因 出 使 ， 按 行 瀛 渠 ， 自 京师 
上 善 门 基 至 泗 州 准 口 ， 凡 八 百 四 十 里 一 百 三 十 步 。 地 势 : 京师 之 
地 比 泗 州 及 高 十 万丈 四 尺 八 寸 六 分 。 验 量 地 势 ， 用 水 平 望 尺 
干 尺 基 之 , 不 能 无 小 益 。 沪 渠 堤 外 , 和 皆 是 出 土 , 故 沟 水 会 相通 , 时 
为 一 堰 节 其 水 ， 候 水 平 ， 其 上 渐 浅 泗 ， 则 又 为 一 卉 。 相 此 如 阶 陛 ， 
力量 堰 之 上 下 水 面 、 相 高 下 之 数 会 之 , 乃 得 地 势 高 下 之 实 ,。”(《 梦 
溪 笔 谈 ) 卷 25 ,杂志 二 

本 条 沈 括 讲述 他 亲自 从 注 梁 (开封 ) 到 泗 州 做 水 准 测量 的 经 
过 , 所 测 地 区 平 距 折合 今 约 400 和 干 米 。 两 端 高 低 差 精度 到 分 ( 折 今 
2 蕊 米 )。 他 在 文中 还 提出 两 种 测 基 方 法 。 其 一 ， 用 水 平 (水 准 仪 ) 
及 望 矿 (水 准 扩 ) ， 逐 段 求 高 差 代数 和 ， 这 在 宋 时 曾 公 亮 《 武 经 总 
要 》(1044 年 )( 图 2. 3.5) 及 李 诚 《营造 法 式 》 已 有 细致 记载 。 其 
二 , 在 沿途 作 阶 梯 状 堰 坝 蓄 水 , 以 测量 地 形 高 低 ( 图 2. 3. 6)。 对 于 
沈 括 所 作 水 准 测 基 在 测 法 及 其 成 果 精 度 ， 竺 可 桢 又 有 中 肯 评 价 : 

“ 括 之 测量 不 但 为 平面 测量 ， 而 且 为 地 形 测量 。 其 量 地 面 高 低 
之 法 虽 不 尽 善 ， 但 前 所 筑 之 卉 极为 平 直 ， 当 不 致 有 大 差 误 。 其 所 
用 之 尺 ， 虽 未 ' 作 精密 ,但 计 高 度 至 于 分 寸 , 可 见 其 行事 之 不 前 且 ，。 
欧洲 圳 代 、 币 腊 虽 曾经 测 海岸 之 远近 ， 罗 马 盛 时 亦 有 测量 街道 之 
举 ， 但 地 形 测量 在 括 以 前 则 未 之 闻 。? 

再 与 欧洲 同类 测 基 作 一 比较 ， 可 见 沈 括 此 举 在 测 法 、 在 测 区 
范围 及 精度 上 是 有 划时代 意义 的 ,俄国 在 1696 年 才 开始 在 顿 河 地 
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图 2. 3.5 
堰 1 的 上 水 面 
震 1 的 下 水 面 
St 
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图 2. 3.6 
区 作 地 形 测量 。19 世纪 之 初 , 法 国 皇 帝 拿 破 仑 的 随军 工程 师 勒 贝 
尔 (Le Pere), 奉命 测 苏伊士 地 区 160 公里 平 距 的 高 下 水 准 却 阑 了 


笑话 : 地中海 与 红海 海面 相差 29 英尺 。。 


中 Encyclopeadia Britannica, lith edition, 26: 23，191 
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二 如 机 

“ 耶 顷 年 在 海 州 ， 人 家 穿 地 得 一 恕 机 。 其 望 山 甚 长 ， 望 山 之 侧 
为 小 矩 ， 如 尺 之 有 分 寸 。 原 其 意 ， 以 目 注 僻 端 ( 稍 尖 )， 以 望 山 之 
度 拟 之 , 准 其 高 下 , 正 用 算 家 勾 股 法 也 。…… 汉 陈 王 宠 善 即 射 ,十 
发 十 中 , 中 皆 同 处 。…… 子 党 …… 以 链 注 之 发 矢 , 亦 十 得 七 八 。 设 
度 于 机 ， 定 加 密 侨 .”(《 梦 溪 笔 谈 ) 卷 19 ,器 用 ) 

弓 、 弩 都 是 古代 远 射 兵器 。 二 者 的 差别 在 于 弩 有 臂 ， 弓 则 无 
臂 。 当 弩 的 弦 张 紧 之 后 ， 可 以 扣 在 弩 臂 尾 部 ， 一 做 瞄准 完毕 ， 搭 
箭 于 弦 上 , 松 开 扳手 (古称 拨 机 ) 靠 努 背 弹力 把 箭 射 远 (图 2. 3.7)， 


图 2. 3.7 
从 效果 看 无 疑 既 比 弓 前 进 了 一 大 步 ， 努 把 张 弦 与 瞄准 区 别 为 两 个 
动作 。 此 外 它 可 以 几 个 人 其 至 更 多 人 施 力 张 粥 ， 增 加 弹力 ， 加 大 
射程 。 它 还 有 可 能 装置 有 刻度 的 瞄准 器 ( 望 山 ), 以 提高 命中 率 (图 
2. 3.8)， 所 谓 驾 机 就 是 指 装 置 在 弩 辟 尾 部 同时 起 到 扣 弦 和 瞄准 两 
种 功能 的 特制 部 件 。 沈 括 在 本 条 记述 这 种 兵器 的 构造 和 用 法 ， 其 
望 山 功 能 正 与 近代 步枪 表 尺 原理 一 致 ,在 瞄准 时 除了 几何 要 求 : 三 
点 ( 表 尺 ,准星 和 目标 ) 成 一 直线 之 外 , 还 有 物理 要 求 : 重力 场 作用 
下 对 弹道 的 下 险 影 响 。 对 弩 机 来 说 , 三 点 (目标 、 第 人 尖 、 望 山上 选用 
适当 刻度 ) 选 用 高 刻度 , 射线 仰角 较 大 ,射程 远 时 采用 ,射程 近 则 
反 是 。 至 于 到 底 应 对 准 望 山 上 哪 一 分 划 ， 就 要 凭 射击 者 的 目测 经 
验 一 一 “ 正 用 算 家 勾 股 法 也 ”。 这 也 正 是 沈 括 所 论 :“ 以 目 注 链 , 以 
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望 山 之 度 拟 之 ， 准 其 高 下 。” 


图 2. 3.8 


第 三 节 计 重 


沈 括 重视 度量 衡 制度 ， 在 《 梦 溪 笔谈 》 有 全 面 论述 。 
一 度 


“于 考 乐 律 ,及 受 诏 改 钴 浑 仪 , 求 秦汉 以 前 度量 斗 升 。…… 古 
尺 二 寸 五 分 十 分 分 之 三 ， 今 尺 一 才 八 分 百 分 分 之 四 十 五 强 。” 
(( 梦 溪 笔 谈 ;}) 卷 3, 辩 证 一 ) 

沈 括 从 文献 及 制造 天 文 仪器 时 ， 考 订 宋代 通行 一 尺 长 度 是 秦 
汉 以 前 常 称 周 尺 标准 尺 长 度 之 比 为 2 530 : 1 845。 考 古 界 以 王 医 
新 朝 国家 标准 尺 作为 周 尺 ， 长 相当 于 今 23 厘米 。 按 此 比率 , 可 推 
测 宋 一 尺 长 23X2 530 二 1 845 二 31. 53 厘米 ,比较 传 仿宋 代 文 物 ， 
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沈 括 所 说 与 实物 很 接近 。 

1964 年 江苏 省 南京 市 孝 卫 街 出 土木 尺 长 31. 4 厘米 ，1965 年 
湖北 省 武汉 市 十 里 湖 出 土木 尺 长 31. 2 厘米 ，1973 年 江苏 省 苏州 
市 横 塘 出 土木 尺 长 31.7 厘米 。 

从 文献 看 沈 括 所 说 今 尺 ， 即 布 帅 尺 。 杨 宽 说 : 

“宋代 党 农 唐 制 , 官 尺 由 太 常 寺 掌 造 。 因为 宋代 政府 所 颁布 的 
标准 斥 主要 还 是 为 征收 布衣 之 用 .所 以 有 太 府 市 布 种 尺 之 称 也 ,或 
简称 布 钊 尺 ，…… 这 尺 不 仅 宋 初 上 应用， 而且 是 整个 宋代 所 颂 的 标 
准 尺度 。…，。 《 续 文 献 通 考 》 引 柳 员 答 宋 景 滤 书 。 论 尺 法 说 ;“ 不 
若 且 从 文公 ( 朱 囊 ) 之 说 ， 周 尺 七 十 五 分 缮 者， 应 有 依据 ”…… 宋 
代 布 币 尺 当 周 尺 一 尺 三 十 五 分 弱 。 宋 代 所 谓 周 尺 ……， 是 由 丁 度 、 高 
著 讷 根据 古物 (王莽 时 法 钱 ) 考 订 出 来 的 。…… 宋代 市 负 尺 既是 周 
尺 的 一 尺 三 才 五 分 弦 ， 那 么 布 种 尺 当 合 0. 31 米 。《 梦 淡 笔 谈 》 说 ， 
周 尺 和 今 尺 的 比例 是 一 八 ， 四 五 和 二 五 . 三 。 据 此 布 捉 尺 当 周 尺 
一 尺 三 二 七 分 一 砷 二 毫 ， 合 0.316 米 ， 较 前 面 推荐 的 略 长 .20 

二 量 

“ 子 考 乐 律 ， 及 受 诏 改 铸 浑 仪 ， 求 秦汉 以 前 度量 斗 升 : 计 六 斗 
当今 一 斗 七 升 九 合 …… 为 升 中 方 ， 古 尺 二 十 五 分 十 分 分 之 三 ， 今 
尺 一 寸 八 分 百 分 分 之 四 十 五 强 ."%“ 汉 人 有 饮酒 一 石 不 乱 …… 然 
汉 之 一 解 ， 亦 是 今 之 二 斗 七 升 。 人 之 腹 中 ， 亦 何 容 置 二 斗 七 升水 
耶 ?” 久 

据 上 引 第 一 段 , 古 升 以 200 立方 厘米 计 , 宋 1 升 ( 石 ) 合 200X 
6 二 1.79 王 670. 39 立方 厘米 。 所 上 引 第 二 段 则 合 200X1 二 0. 27= 


@ 杨 宽 . 中 国 历代 尺度 考 ，。 论 宋代 尺度 ， 北 京 ， 商务 印 书馆 ，1938 
@ 《 梦 溪 笔谈 》 卷 3， 辩 证 一 
@ 《 梦 溪 笔谈 》 卷 3， 辩 证 一 
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740. 74 立方 厘米 。 

宋代 量 器 原件 至 今 没 有 发 现 过 。 从 文献 看 , 《 宋 史 。 律 历 志 》 
说 :“ 太 祖 受 禅 ， 诏 有 司 精 考 古 式 ， 作 为 嘉 量 ， 以 颁 天 下 。 其 后 定 
西 蜀 ， 平 岭南 ， 复 江 表 ， 泉 、 浙 纳 土 ， 并 、 汾 归 命 ， 凡 四 方 斗 解 
不 中 式 者 ， 皆 去 之 .” 吴 兆 洛 在 《中 国度 量 衡 史 》 中 指出 :“ 所 谓 
精 考 古 式 ， 当 系 唐 代 喜 量 .” 也 就 是 说 ， 宋 承 唐 制 ， 一 升 容 600 立 
方 厘米 ， 那 么 沈 括 所 记 偏 大 。 这 与 文献 了 说 : “嘉定 九 年 (1216 
二 ?到 徽 了 区 府 造 文思 解 ( 容 5 斗 )， 径 一 尺 、 深 一 尺 二 寸 八 分 ” 折 
合 1 升 容积 为 


710°X12. 8X3.1: 二 50 一 598. 98( 立 方 厘米 ) 


与 吴 说 一 致 。 
如 果 按 照 杨 辉 《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 上 的 有 关 论 述 ， 南 宋 每 升 
容 约 673 立方 厘米 ， 则 与 北宋 沈 括 所 记 又 很 合拍 。 


三 伤 


沈 括 在 《 梦 溪 笔谈 》 卷 3， 辩 证 一 有 五 处 论 北宋 衡 制 “ 予 考 乐 
律 ， 0 秤 三 斤 当今 十 三 两 。” “汉人 有 饮酒 一 石 不 乱 ， ne ， 石 
万 钧 石 之 石 8,， 百 二 十 斤 。 以 今冬 计 之 ,， 当 三 十 二 斤 。.”“ 挽 骤 @ 马 
等 , 古人 以 钧 石 率 之 。 今 人 乃 以 粳米 一 解 之 重 为 一 石 。 凡 石 者 , 以 
九 十 二 斤 半 为 法 ， 力 汉 秤 三 百 四 十 一 斤 也 。 今 之 武 座 朋 弩 ， 有 及 
九 石 者 ， 计 其 力 ， 乃 古 之 二 十 五 石 ”。“ 弓 有 挽 三 石 者 ， 乃 古 之 三 
十 四 钩 。” 


QD 古代 衡 制 : 石 、 钧 、 斤 、 两 、 铂 ，1 石 =4 钧 ，1 钧 30 斤 , 1 斤 =16 两 ,1 
两 二 24 铁 。 

@ 古代 衡 制 : 石 、 钧 、 斤 、 两 、 铁 ，1 石 =4 钧 ，1 钧 =30 斤 ,1 斤 =16 两 ，1 
两 =24 铁 。 

多 用 辟 开 马 为 挽 ， 用 脚跟 开 妈 为 服 。 
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按 古 (以 王 医 新 朝 标 准 )1 斤 以 250 克 推 算 ， 上 引 前 三 处 依次 、 
宋 1 斤 、 折 合 公 制 ， 
250X 3 二 13X16==923. 08， 
250X120 二 32==937. 50， 
250X341 二 92 一 926. 63。 
约 为 930 克 。 宋 代 衡器 原件 仅 在 1975 年 发 现 嘉 祈 (1056 一 1063) 铀 
则 ( 重 百 斤 )， 折 合 宋 1 斤 重 640 克 2， 嘉 衬 适 与 沈 括 生活 年 代 相 
同 ， 二 者 差距 如 此 之 大 ， 有 待 深 考 。 


第 四 节 算术 


“算术 多 门 ， 如 求 一 、 上 驱 、 搭 因 、 重 因 之 类 ， 和 红 不 离 乘除 ， 
唯 增 减 一 法 稍 异 ， 其 术 都 不 用 乘除 ， 但 补 亏 就 盘 而 已 。 假 如 欲 九 
除 者 , 增 一 便 是 ; 八 除 者 , 增 二 便 是 。 但 一 位 一 因 之 , 若 位 数 少 ， 
则 颇 简 便 ;， 位 数 多 , 则 愈 繁 ,不 若 乘除 之 有 常 。 然 算术 不 患 多 学 ， 
见 简 即 用 ， 见 繁 即 变 ， 不 胶 一 法 ， 乃 为 通 术 也 .”(《 梦 溪 笔 谈 ; 卷 
18 ,技艺 ) 

本 条 沈 括 总 结 筹 算 的 速算 法 ， 其 中 “ 然 算术 不 患 多 学 ， 见 简 
即 用 ， 见 勾 即 变 ( 变 换 )， 不 胶 ( 拘 泥 ) 一 法 ， 乃 为 通 术 也 ”至 今 狂 
有 教 益 。 

求 一 

在 乘除 法 中 , 当 被 乘 数 首位 是 1, 就 可 以 用 做 一 次 加 法 来 代替 
用 几 位 乘法 , 例如 174X98=9 800 十 74X98, 而 首位 不 是 1 时 , 视 
具体 情况 , 用 折 半 、 加 倍 的 方法 化 为 首位 是 1。 所 以 称 为 “ 求 一 ” 
例如 274X52= 王 137X104 王 10 400 十 37X104 王 10 400 十 3 700 十 
37 义 4。 但 要 视 情 况 灵 活 运 用 :“ 位 数 多 ， 则 愈 繁 ， 不 若 乘除 之 有 


@ 据 国家 计量 总 局 《中 国 古 代 度 晤 衡 图 集 》，1984 
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常 。” 南 宋 杨 辉 在 《乘除 通 变 算 法 》 设 专 章 讨 论 求 一 乘 和 求 一 除 。 

上 驱 

在 乘除 法 中 遇 到 乘 数 (除数 ?的 个 位 数 是 1 的 简便 运算 。 例 如 
43X91=43X90 十 43。 如 果 个 位 数 不 是 1, 也 可 以 用 加 倍 、 折 半 等 
办 法 化 为 1。 

重 因 、 搭 因 

在 卷 二 论述 血 算 乘法 和 除法 ， 对 于 多 位 数 乘除 法 都 得 排列 上 
中 下 三 行 。 搭 ( 拼 搭 , 重 登 ) 与 重 为 同 义 字 , 因 即 乘 , 今 称 多 项 式 因 
式 分 解 ， 即 分 解 分 项 式 为 几 个 式 子 的 乘积 。 重 因 是 指 把 多 位 数 的 
乘积 化 为 多 位 数 与 几 个 个 位 数 的 连 乘积 ， 使 每 次 直接 做 几 次 单项 
连 乘积 ， 以 简便 运算 。 例 如 87X35=87X7X5。 


第 五 节 几 何 


一 会 国术 


“ 履 田 之 法 ， 方 贺 曲 直 尽 失 ， 未 有 会 国之 术 。 凡 园田 既 能 拆 
之 ， 须 使 会 之 复 园 。 二 法 惟 以 中 破 圆 法 拆 之 。 其 失 有 及 三 倍 者 巴 
别 为 拆 会 之 术 ; 置 圆 田径 9， 半 之 以 为 法 ， 又 以 半径 减 去 所 基数 ， 
余 者 为 股 。 各 自 乘 ， 以 股 除 强 ， 余 者 开 方 除 ， 为 为 ， 倍 之 为 审 田 
之 直径 。@ 以 所 划 之 数 自 乘 ， 退 一 位 们 之， 又 以 圆 径 除 所 得 ， 加 入 
直径 ,为 割 田 之 张 。 再 嘎 亦 如 之 , 减 去 已 割 之 缴 ， 则 再 荐 之 纹 也 。” 
(《 坝 溪 笔 谈 )》 卷 18, 技 艺 ) 

这 是 沈 括 从 弓形 弦 长 (ae)、 矢 高 (6)、 圆 直径 (Z) 求 弓形 弧 长 
(c) 的 近似 公式 。 会 田 术 分 二 步 ，( 如 图 2. 3. 9) 


@ 今 称 直径 。 
@@ 今 之 引 形 弦 。 
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D 引 形 纺 长 a=2/ | 全) 一 | 全 6) ， 


2 


包 与 形 弧 长 c= ta 


图 2. 3.9 
这 一 近似 公式 推导 思想 可 以 考虑 沈 括 是 按照 ( 九 章 算 术 ， 方 田 ; 圆 
田 术 所 说 :“ 半 周 半径 相 乘 得 积 步 .” 对 于 扇形 也 作 如 此 计算 ， 那 


么 扇形 面积 二 < 。4， 而 弓形 面积 为 


@ 纪 形 面积 一 全， 乡 一 S(O4B) 一 经- 


又 从 《 九 章 算术 。 方 田 》 弧 田 术 知 

出 弓形 面积 一 六 (ab 十 如) 
从 加 ， 轩 两 式 可 以 变换 为 沈 括 会 田 术 公式 加 。 这 是 金 元 数学 家 常 
用 如 积 相 消 的 运算 手段 ， 

元 代 郭 守 敬 创 《 授 时 历 》 时 ， 运 用 上 述 公 式 人 四 ， 进 一 步 推 
导 : 已 知 踊 长 <、 直径 ， 求 相应 的 矢 高 ， 得 解 四 次 方程 


® + 名 


Blin 


、12 
pdip+| £| d=0, 
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称 之 为 弧 矢 割 圆 术 .。. 
二 阶 积 术 


“ 孙 积 者 , 谓 积 之 有 隙 者 ,如 素 棋 、 层 坛 及 酒家 积 黑 之 类 。 虽 似 
复 斗 ,四 面 冤 杀 , 缘 有 刻 缺 及 虚 孙 之 处 ,用 刍 音 法 求 之 , 常 失 于 数 
少 ,。 予 思 而 得 之 ,用 刍 童 法 为 上 位 ,下 位 别 列 。 下 广 以 上 广 减 之 , 余 
者 以 高 来 之 ,六 而 一 ,并 入 上 位 ,” 刍 童 求 见 实 方 之 积 , 隙 积 求 见 合 
角 不 尽 , 益 出 业 积 也 。”(《 梦 溪 笔 谈 》 卷 18, 技 艺 ) 

这 里 沈 括 以 登 棋 . 急 酒 坛 定 义 埃 积 ( 弹 积 ,pllt), 今 称 高 阶 等 差 
数列 求 和 ， 此 为 二 阶 等 差 数 列 求 和 问题 。 

这 里 沈 括 形象 地 把 霹 看 成 是 实体 中 之 有 空 阶 者， 即 把 井 看 成 
是 离散 其 。 因此 按照 实体 (无 空隙 ) 连 续 量 来 计算 , 结果 失 之 于 少 。 
沈 拓 认为 求 附 积 ， 即 翅 积 ， 应 在 实体 体积 公式 外 添加 附 项 ， 以 堆 
成 刍 音 形状 的 累 棋 , 酒 坛 之 类 的 际 积 为 例 , 如 其 上 底 为 cxX6 个 ,下 
底 为 cxXd 个 ， 共 hh 层 ， 按 刍 童 公式 算 ( 图 2. 3. 10) 


(2a+e)b+ 2cta)d) (作为 上 位 ) 


之 外 ， 还 应 添加 坟 (d 一 6)。( 作 为 下 位 ) 
这 是 二 阶 等 差 数列 

ab, (at1) (6+1), (at+2) C6642), , Cath—1) (6+h—1)=cd 
求 和 问题 。 他 给 出 的 求 和 公式 是 准确 的 ， 在 文 未 ， 他 还 精辟 地 讲 
明 公 式 的 来 源 。 现 试 作 解 释 : 把 上 底面 axX5b5， 下 底面 .xd, 高 h 
个 长 度 单位 的 单位 立方 体 堆 成 的 井 ( 每 一 单位 立方 体 表 示 一 个 
器 ), 沿 着 上 底面 (a 一 1) Xx (6 一 1), 下 底面 cX4d 的 边 , 构成 四 个 斜 
平面 ， 把 原 体 剖 分 为 (图 2. 3. 10) 。 


(DD 参见 本 (大 系 ) 第 六 卷 第 三 编 第 三 章 。 
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VY: 


图 2. 3. 10 


(D 刍 童 ， 含 单位 立方 体 个 数 ， 
岂 一 世 ((2(4 一 1D) 十 DG 一) 十 (2c 十 (ae 一 1))d)。 


@@ 阳 马 ,每 个 体积 为 7， 共 4 个 , 含 单位 立方 体 个 数 : V,= 
全。 

四 美 9 除 ， 每 个 体积 为 < ， 共 B 个 ， 含 了 :一 全 个。 

@ 和 至 墙 ， 每 个 体积 为 二 ,左右 侧 共有 (a 十 c 一 4)4 个 ， 前 后 侧 


QD “ 苹 ”"， 多 余 的 意思 ,“ 益 ”可 以 作 溢 讲 。“ 合 角 ” 是 指 角 上 的 立体 V，, V3, V' 
的 总 和 。 
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共有 (pb 十 d 一 4 六 个 ， 含 体积 个 数 为 V, 一 和 (十 6 十 c 十 d 一 8)， 即 


单位 立方 体 个 数 。 四 种 立体 体积 总 和 与 沈 括 论说 正 同 。 在 文 末 所 
说 :“ 刍 童 求 见 实 方 之 积 ” 指 刍 童 实体 体积 了 。 


第 六 车 组 合 数 学 


组 合 数学 是 数学 一 个 分 支 ， 它 是 研究 “安排 ”的 学 科 。 对 已 
给 生物 按 一 定 规则 安排 ， 产 生 以 下 四 方面 问题 ,符合 要 求 的 安 
排 是 否 存 在 ? (存在 性 )@ 这 些 安排 有 多 少 种 ? (计数 )@@ 怎 样 安 排 ? 
(构造 )@ 什 么 是 最 佳 安排 ? (优化 ) 这 是 运筹 学 研究 的 课题 。 沈 括 
虽 生 活 在 11 世纪 , 他 善于 观察 、 慎 思 明 辨 , 除 第 外 项 存在 性 以 外 ， 
其 他 各 项 俱 有 著录 。 组 合 数学 是 20 世纪 二 战 前 后 逐渐 形成 、 发 展 
起 来 的 新 兴学 科 ， 沈 括 却 先 声 夺 人 ， 在 900 年 前 作出 精辟 见解 令 
人 人 惊叹。 我 们 选 录 数 则 赏析 。 

一 计 数 

“小 说 : 唐僧 一 行 曾 算 棋局 都 数 ， 凡 若干 局 尽 之 。 余 尝 思 之 ， 
此 固 易 耳 ， 但 数 多 ， 非 世间 名 数 可 能 言 之 。 今 略 举 大 数 ， 凡 方 二 
路 ， 用 四 子 ， 可 变 八 十 一 局 ; 方 三 路 ， 用 九 子 ， 可 变 一 万 九 千 六 
在 八 十 三 局 ; 方 四 路 ， 用 十 六 子 ， 可 变 四 二 三 百 四 万 六 二 七 百 二 
十 一 局 ; 方 五 路 ， 用 二 十 五 子 ， 可 变 八 千 四 百 七 十 二 亿 入 千 八 百 
六 十 万 九 寺 四 百 四 十 三 局 ; 方 六 路 ， 用 三 十 六 子 ， 可 变 十 五 兆 九 
十 四 万 六 千 三 百 五 十 二 亿 八 千 二 百 三 万 一 千 九 百 二 十 六 局 ; 方 七 
路 以 上 ， 数 多 ,无 名 可 记 。 尽 三 百 六 十 一 路 ， 大 约 连 书 万 字 五 十 
二 , 即 是 局 之 大 数 .”“ 其 法 ; 初 一 路 可 变 三 局 , 自 后 不 以 横 直 , 但 
增 一 子 ， 即 三 因 之 。 凡 三 百 六 十 一 增 ， 茵 三 因 之 ， 即 是 都 局 数 ，” 

“又 法 ; 先 计 御 边 一 行为 法 ， 凡 加 一 行 ， 即 以 法 累 乘 之 ， 乘 终 
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十 九 行 ， 亦 得 上 数 。” 

“又 法 : 以 自 法 相 采 ， 下 位 副 置 之 ， 以 下 来 上 。 又 以 下 来 下 ， 
置 为 上 位 ; 又 副 置 之 ， 以 下 乘 上 ， 以 下 乘 下 。 加 一 法 ， 亦 得 上 数 。 
有 数 法 可 求 , 唯 此 法 最 径 捷 。 千变万化 不 出 此 数 , 棋 之 局 尽 儿 ”中 
( 沈 括 《 禁 肖 笔谈 》 卷 18 ,技艺 ) 

本 文 第 一 段 沈 括 记 唐 代 一 行 和 尚 的 故事 ,他 曾 计 算 棋局 都 数 。 
沈 括 也 曾 考虑 ， 问题 并 不 难 ， 只 是 所 求 局 数 过 于 庞大 ， 没 有 现成 
的 大 数 单位 可 以 表述 。 第 一 段 记 录 他 的 计算 结果 ， 相 当 于 说 : 

19 683 


数 
43 046 721 


847 288 609 443 
150 094 635 282 031 926 
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日 
I Cy CA Co | 


be ~ cm CN ”> Co bY 
Cy 
DD 


| 
字 心 | oo lm | hm 
DD ‘imionia 
Cy 
8 
[ 


数 多 ， 无 名 可 记 。 
3 大 约 (10 000)” 


第 二 段 是 说 每 一 格 点 有 3 种 情况 ， 不 论 纵横 每 增 一 格 点 ， 横 
局 变化 情况 扩大 3 倍 。 直 至 19X19 共 361 个 格 点 ，361 次 重复 排 
列 数 为 335 。 


中 沈 括 文中 所 说 棋 指 围棋 。 围棋 盘 上 纵横 直角 相交 各 19 线 , 19X19 共 361 个 交 
〈 格 ) 点 。 棋 子 黑 白 二 色 。 棋 子 下 在 纵横 两 线 相交 的 格 点 上 。 赛 棋 时 ， 每 一 格 点 或 下 黑 
子 ， 或 下 白 子 ,或 空挡 ， 共 有 三 种 情况 。 棋 局 ， 指 这 361 个 格子 不 同 变化 。 棋 局 都 数 ， 
指 这 361 个 格 点 所 有 不 同 变 化 总 数 。 引 文 据 《 朱 元 数学 史 论 文集 》p，266， 钱 宝 琼 校 
释 。 
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第 三 段 是 说 先 计 算 人 靠边 19 次 重复 排列 数 , 沈 括 在 自 注 中 说 这 
是 f=3”*”=1 162 261 467。 本 段 所 说 :以 法 累 乘 之 , 乘 终 十 九 行 ， 
即 是 都 局 数 ”， 这 里 的 法 就 是 f， 棋 局 都 数 就 是 户 一 (328)8。 

第 四 段 是 说 以 f= 3 为 基数 , 据 指 数 律 作 窜 积 运算 ,其 含义 如 
下 表 : 


以 自 位 相 乘 ,| 以 下 2 以 下 
又 以 
| 


评说 ” 沈 括 生活 在 北宋 时 代 ， 在 这 篇 文章 中 他 正确 运用 了 重 
复 排列 公式 。 他 的 计算 方法 合乎 今日 组 合 数学 计算 原理 ， 运 用 指 
数 律 以 简化 运算 。 由 于 计算 工具 (用 算 筹 ) 原 因 ， 计 算 结果 多 处 有 
误 ， 现 改正 如 下 : 

33 一 150 094 635 282 031 926 误 ， 应 是 

150 094 635 296 999 121。 
3 (10 000) 误 加 ， 应 约 是 (10 000)4， 
用 电子 计算 机 算出 精确 数 为 ， 
3351—=17 408 965 065 903 192 790 718 823 807 

056 436 974 660 272 495 626 354 119 482 
811 870 680 105 167 618 464 984 116 279 
288 988 714 938 612 096 988 816 320 780 
613 754 987 181 355 091 329 514 803 369 
660 572 893 075 468 180 597 603。 


Q@ 传 本 《 梦 溪 笔谈 》 说 :“ 连 书 万 字 五 十 二 ”。 
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此 外 文章 中 说 :“ 方 七 路 以 上 ， 数 多 ,无 名 可 记 。” 也 不 符 历史 宙 
实 。 按 甄 弯 《 数 术 记 遗 》 中 大 数 读 法 中 规定 : 亿 (10)， 兆 (10")， 
坊 (1024) ， 那 么 W=38，lg N= 二 49lg 3 二 23. 378 941， 因 此 NN 过 
2. 392 992X10”3。 此 数 可 读 为 2 392 万 9 920 兆 。 并 非 无 名 可 记 。 如 
用 大 数 读 法 ， 即 使 3 也 可 读 出 。 


二 构 造 


“十 神 太 一 …… 京 师 未 枉 太 一 宫 , 正殿 祠 五 福 , 而 太一 乃 在 廊 
席 ， 凌 为 失 序 。 熙 宁 中 ，…… 下 太史 考 定 神 位 。 予 时 领 太史 ， 预 
其 议论 。 今 前 殿 祠 五 福 , 而 太一 别 为 后 磺 ，, 名 全 其 尊 ， 深 为 得 礼 。” 
(《 梦 溪 笔 谈 》 卷 3, 闪 证 一 ) 

沈 括 在 本 条 所 论 太 一 ， 为 神 名 。 清 学 者 顾炎武 《日 知 录 ，。 卷 
34，。 太一》 说 : “太一 之 名 ， 不 知 始 于 何 时 。《 史 记 “。 天 官 书 》: 
“中 宫 天 极 星 ， 其 一 明 者 为 太一 所 居 ,，” ……… 此 太一 之 祠 所 自 起 。 
《 易 ， 缆 溺 度 》 目 : “太一 ， 取 其 数 以 行 九 官 。*” 顾 炎 武 自 注 :“ 河 
图 之 数 ， 戴 九 履 一 , 左 三 右 七 ， 二 四 为 肩 ， 六 八 为 足 ， 五 居中 央 ， 
纵横 十 五 ， 故 日 太一 ,” 因 此 沈 括 所 论 太一 , 为 三 阶 幻 方 , 属于 组 
合 数学 研究 课题 .2 

三 优 化 

1. 运 粮 之 法 

“ 凡 师 行 , 因 粮 于 敌 ， 最 为 急 务 。 运 粮 不 但 多 费 , 而 势 难 行 远 。 
子 尝 计 之 : 人 人 负 米 六 斗 ， 件 自 携 五 日 干粮 ， 人 人 饮 一 辛 ， 一 去 可 十 
入 上 日 。 二 人 人 够 一 辛 ， 一 去 可 二 十 六 日 。 三 人 钢 一 六 ,一 去 可 三 十 
一 日 。 三 人 锦 一 痊 ， 极 和 关 。 若 兴 师 十 万 ， 连 重 三 之 一 ， 止 得 驻 战 
之 蔡 七 万 人 ， 已 用 三 十 万 人 运 粮 ， 此 外 难 复 加 类 。”(( 禁 汪 笔 谈 》 


中 参见 本 卷 第 六 编 。 
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卷 11, 官 政 一 ) 

沈 括 在 指挥 作战 实践 中 作出 因 粮 于 敌 的 决策 。 他 以 令 人 信服 
的 数据 论证 ;依靠 自 带 粮食 作 远 行 征战 ， 是 不 可 能 的 。 在 这 篇 论 
题 的 自 注 中 说 : 每 人 每 日 食 米 2 升 。 在 二 民工 携 粮 供应 一 士兵 情 
况 下 ,出 发 后 八 日 ,“ 三 人 行 ” 已 吃 去 粮食 不 少 , 应 给 6 日 粮 遗 返 


一 民工 。 在 三 民工 一 士兵 情况 下 , 出 发 后 6 方 日 ,应 给 4 日 粮 , 遭 


返 一 民工 。 出 发 后 17 日 应 给 9 日 粮 , 遗 返 另 一 民工 。 沈 插 这 种 见 
解 也 深 合 运筹 学 根本 要 求 。 当 然 这 只 限于 单纯 依靠 人 力 运 粮 条 件 
下 所 作出 的 决策 。 

2， 五 等 收 粮 

“每 岁 发 运 司 和 傈 米 于 郡 县 ,未知 价 之 高 下 ， 须 先 具 价 中 于 ， 
然后 视 其 贵贱 。 贵 则 守 ( 少 ) 取 , 贱 则 取 盈 (多 )。 尽 得 郡 县 之 价 , 方 
能 契 数 行 下 。 比 至 则 标价 已 增 ， 所 以 常 得 责 售 。[ 刘 ] 要 法 ， 则 今 
多 果 通 途 郡 县 ， 以 数 十 岁 余 价 ， 与 所 余 票 数 高 下 ， 各 为 五 等 ， 具 
籍 于 主 者 。 桶 价 才 定 ， 更 不 中 课 ， 即 时 康 收 。 但 第 一 价 则 余 第 五 
数 ， 第 五 价 则 余 第 一 数 ,， 第 二 价 则 余 第 四 数 ， 第 四 价 则 余 第 二 数 。 
用 即 了 驰 递 报 发 运 司 。 如 此 村 贱 之 地 ， 自 傈 尽 极 数 ， 其 余 节 级 各 得 
其 宜 ， 已 无 枉 售 。 发 运 司 仍 会 诸 郡 所 余 之 数 计 之 。 若 过 于 多 ， 则 
损 责 与 远 者 ， 尚 少 ， 则 增 贱 与 近 者 。 自 此 栗 价 未 尝 失 时 ， 各 当 本 
处 让 俭 ， 即 日 知 价 ， 信 和 芷 有 术 ”。(《 束 省 笔谈 》 卷 11, 官 政 一 ) 

这 是 沈 括 运用 运筹 学 思想 的 另 一 例 。 大 意 是 说 ， 先 前 国家 粮 
站 一 一 发 运 司 收购 粮食 时 ， 要 求 各 和 郡 县 自 报 粮 价 ， 再 决定 收购 指 
慰 。 但 是 各 地 粮 价 收集 费时 ， 当 下 达 收 购 任 务 ， 粮 价 已 上 扬 ， 政 
内 束 得 购 高 价 粮 。 文 中 所 说 刘 曼 是 唐肃宗 时 户 部 (财政 部 ) 侍 郎 ,以 
理财 著称 。 沈 括 在 此 记 其 收购 粮食 的 有 利 策略 : 根据 产 粮 多 、 交 
通 又 方便 的 郡 县 数 十 年 来 粮 价 、 以 及 收购 量 、 统 计 资 料 各 自分 五 
等 列表 (如 下 表 )。 当 各 地 粮 价 确定 后 ， 各 地 还 自 按 表 收购 ， 以 第 
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粮 价 自 高 而 下 分 五 等 
人 杂 数 自 多 而 少 分 五 等 


一 等 粮 价 收购 第 五 等 数量 ， 以 第 二 等 粮 价 收购 第 四 等 数量 ，…… 
以 第 五 等 粮 价 收购 第 一 等 数量 .最 低 价 郡 县 的 粮食 收购 量 最 大 ,其 
余 各 县 收购 量 也 比较 合适 。 把 已 收购 确 数 快速 报 发 运 司 ， 发 运 司 
从 已 购 总 和 Q==gi 十 qz 十 qs 十 qs 十 gs 比较 应 购 任 务 4。 如 果 Q>4， 
收购 过 多 , 就 可 把 粮 价 高 或 路 途 远 处 已 购 粮 处 理 一 部 分 。 反 之 , 如 
Q<4， 尚 未 满足 任务， 就 在 粮 价 低 、 路 途 近 处 补 购 达 标 。 

“五 等 收 粮 ” 属 于 线性 规划 问题 . 收购 粮食 总 支出 : $= pigs 十 
pzq4 十 paqs 十 paqz 十 psqi 是 目标 函数 ， 所 制订 的 收购 方案 ， 应 该 使 
S 为 极 小 。 虽 然 约 束 条 件 很 多 : 各 地 粮 价 、 产 量 、 收 购 总 任务 等 等 。 
由 于 上 表 的 数据 是 多 年 统计 所 得 ,所 以 刘 胺 制定 的 是 较 优 的 方案 。 

3， 一 举 而 三 役 济 

“ 祥 符 中 ， 禁 (皇宫 ) 火 [ 灾 ] 时 ， 丁 晋 公主 营 复 宫室 ， 患 取 土 
远 。 公 有 奶 邻 问 通 自 (大 街 ) 取 土 ， 不 日 委 成 巨 暂 ( 沟 )。 乃 决 汗水 入 
芹 中 。 引 诸 道 竹 木 排 谷 及 船 运 杂 材 , 尽 自 芹 中 入 至 宫 门 。 事 毕 , 却 
以 斥 弃 瓦砾 灰 壤 ， 实 于 略 中 , 复 为 街 衢 。 一 举 而 三 役 济 (完毕 )。 计 
省 竟 以 亿 万 计 。”(《 梦 省 笔谈 ) 补 卷 2, 权 智 ) 

丁 晋 公 即 丁 谓 ， 宋 真宗 时 官员 ， 封 晋 国 公 。 按 沈 括 所 记 ， 他 
是 修复 皇宫 的 主持 人 ,这 里 三 役 (劳役 、 工 程 ) 有 三 ;Q 取 建筑 用 土 ， 
所 运输 建筑 材料 ,处理 建筑 垃圾 ,如 把 这 个 问题 按照 规划 论 、 图 
上 作业 法 的 要 求 来 考虑 ， 单 从 运输 费用 来 说 也 是 最 佳 方案 。 图 
2. 3.11, PP 为 皇宫 所 在 地 ，4，B, C 分 别 是 取 土 、 堆 放 建 筑 材料 、 
运输 码头 。 如 三 者 运输 费 ( 单 位 路 程 值 ) 分 别 为 ，9q:，9gs， 则 运输 
总 费用 为 : 

一 01。P4 二 aq。 了 8 二 ca。PC 。 
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在 丁 谓 的 规划 中 : Gi) 取 土 于 街 衡 ; (ii) 引 注水 入 巨 私 , 相当 于 码头 
就 设 在 施工 工地 一 侧 ; (站) 瓦砾 实 于 到 中。 几乎 使 PA=PB=PC 
二 0, 运输 费用 是 最 节约 不 过 的 了 ,真是 一 举 三 得 。 何况 大 莉 其 他 
施工 中 的 麻烦 问题 都 被 略 去 。 所 以 沈 括 结论 说 :“ 计 省 费 以 亿 万 
计 ”， 是 很 恰当 的 说 法 。 

A 


P 


图 2. 3.11 

4， 四 人 围棋 

“四 人 分 曹 共 围棋 者 ， 有 术 可 令 必 胜 : 以 我 昔 不 能 者 ， 立 于 彼 
曾 能 者 之 上 。 令 但 求 急 ， 先 攻 其 必 应 ， 则 彼 曾 能 者 为 其 所 制 ， 不 
暇 恤 局 ， 则 党 以 我 曾 能 者 当 彼 不 能 者 。 此 席 狠 斗 马 术 也 。”(《 林 滔 
笔谈 》 卷 18 ,技艺 ) 

草 , 义 ; 方 。 本 条 是 说 在 四 人 参赛 分 成 两 方 来 下 一 局 围棋 时 ， 
有 一 种 出 赛 对 策 可 以 保证 我 方 取 胜 。 让 我 方 横 艺 较 弱 者 在 对 方 较 
强 者 之 前 出 子 ， 指 令 他 只 管 全 力 进 攻 ， 先 攻 对 方 所 必须 救 应 的 地 
方 ， 使 对 方 较 强 参赛 者 被 他 牵制 ， 再 无 精力 顾及 全 局 。 再 让 我 方 
较 强 参赛 者 对 付 对 方 较 弱 者 。 末 尾 所 说 钻 卿 (战国 游说 者 , 曾 仕 赵 
国 ) 斗 马术 ， 很 可 能 是 指 田 鼠 赛 马 故 事 。 据 《史记 。 孙子 吴起 列 
传 》 记 载 ， 齐 国 大 将 田鼠 与 齐 王 赛马 ， 孙 腕 向 田 忌 献策 ， 将 好 马 
对 齐 王 中 马 ， 中 马 对 齐 王 劣 马 ， 劣 马 对 齐 王 好 马 。 田 鼠 按 策 参 赛 ， 
结果 以 二 比 一 获胜 。 

本 例 说 明 沈 括 从 所 有 可 供 选择 的 参赛 方案 中 选取 了 最 优 对 
策 . 
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S， 化 玉 玉 带 

“ 丁 普 公 从 车 暂 巡 培 礼 成 。 有 诏 赐 辅 臣 玉 带 ， 时 辅 臣 八 人 ，, 行 
在 出 只 候 库 止 有 七 带 。 尚 家 有 带 ， 谓 之 比 玉 ， 价 值 数 百 万 。 上 答 
尺 赐 辅 臣 ， 以 足 其 数 。 晋 公心 欲 之 ， 而 位 在 七 人 之 下 ， 度 必 不 必 
己 。 乃 论 有 司 不 须发 尚 衣 带 ， 且 可 服 之 以 谢 ， 候 还 京师 别 则 可 也 。 
有 司 具 以 此 闻 。 既 各 受 赐 ， 而 普 公 一 带 ， 仅 如 指 宽 。 上 顾 谓 近 侍 
日 : 丁 谓 带 与 同 列 大 殊 ， 速 求 一 带 易 之 。 有 司 奏 : 唯 有 尚 衣 御 带 ， 
六 以 赐 之 。”((《 梦 肖 笔 谈 )》 卷 22, 诺 误 、 诵 诡 附 ) 

本 条 大 意 是 说 : 宋 真 宗 在 外 地 视察 时 ， 要 赏赐 八 位 大 臣 每 人 
一 条 玉带 ， 而 驻地 仓库 仅 七 条 ， 另 有 一 条 价值 数 百 万 的 比 玉 玉 带 
也 准备 放 入 ， 姿 足 八 条 。 耳 谓 是 八 臣 之 一 ， 很 想 能 得 到 比 玉 ， 但 
官阶 最 低 ， 不 可 能 到 手 。 他 就 出 计谋 ， 对 主持 发 带 人 说 ， 比 玉带 
暂 不 要 发 ， 丁 谓 自 己 有 带 ， 回 京 后 补 赐 就 是 了 。 七 带 分 完 后 ， 皇 
帝 见 丁 谓 佩 的 带 很 寒酸 ( 仅 一 指 宽 )， 对 近 侍 说 ， 快 给 他 一 根 带 调 
换 。 主 持 人 说 ， 现 仅 剩 比 玉 带 了 。 丁 谓 终于 达到 目的 。 

本 条 说 明 作 出 适当 安排 (对 策 ) 可 以 从 劣势 转化 为 优 热 ， 转 败 
为 胜 。 具 有 多 人 对 策 思想 。 


第 七 节 艺 用 数学 
一 透视 学 
“ 画 ……' 马 不 画 毛 ， 耶 尝 以 问 画 工 。 工 言 ; 4 马 毛细 不 可 画 ，。 


子 难 之 日 : ' 鼠 毛 更 细 ， 何 故 却 画 ?′ 工 不 能 对 。 大 凡 画 马 ， 其 大 
不 过 午 尺 ， 此 乃 以 大 为 小 ， 所 以 毛细 而 不 可 画 。 鼠 乃 如 其 大 ， 自 


人 D 皇帝 在 外 地 巡视 时 居住 地 。 
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当 画 毛 。”“ 李 成 出 画 山 上 豪 馆 及 楼 塔 之 类 ， 皆 仰 画 飞 检 。 其 说 以 
为 自 下 望 上 ， 如 人 平地 望 塔 术 间 ， 见 其 术 桶 名 。 此 论 菲 也 。 大 都 山 
水 之 法 ,， 盖 以 大 观 小 ， 如 人 观 假山 耳 。 车 同 真山 之 法 ,以 下 望 上 ， 
只 会 见 一 重山 ， 册 可 重重 悉 见 ! 兼 不 应 见 其 溪 谷 间 事 。 又 如 屋 会 ， 
亦 不 应 见 其 中 庭园 及 后 准 中 事 。 若 人 在 东 立 ， 则 山西 便 合 是 远景 ; 
人 在 西 主 ， 则 山东 部 合 是 远 境 。 似 此 如 何 成 画 ? 李 君 盖 不 知 以 大 
观 小 之 法 。 其 同 折 高 折 远 ， 自 有 妙 理 ， 册 在 掀 屋 角 也 。”((《 林 淡 笔 
谈 》 卷 17 ,书画 ) 

《 梦 溪 笔谈 》 设 专 卷 论 书面 , 语 都 精辟 。 本 条 与 透视 画 密切 相 
关 ， 定 性 地 描述 有 关 理 论 。 上 引 第 一 段 论述 实物 有 大 小 时 ， 在 同 
大 国 面 上 ， 大 者 变形 缩小 率 超 过 后 者 ， 因 此 马 毛 不 显 ， 画 中 应 略 
去 ， 而 鼠 毛 应 呈现 。 第 二 段 是 说 ， 透 视 画 视点 与 画面 的 位 置 关系 
影响 画幅 内 容 。 中 国 出 水 画 视 点 都 设 在 无 穷 远 处 ， 所 以 沈 括 说 ; 
“大 都 山水 之 法 ， 盖 以 大 观 小 ， 如 人 观 假山 耳 .” 文 中 还 批判 同一 
画面 出 现 两 个 视点 的 廖 误 。 文 未 所 指出 “ 折 高 折 远 ， 自 有 妙 理 。” 
是 说 实物 尺寸 与 透视 画 对 应 线段 间 的 叉 比 关系 ,这 在 16 世纪 欧洲 
出 现 透 视 变 换 ( 画 法 几何 ) 后 才 总 结 为 定量 关系 。 

清 初 年 希 尧 著 《 视 学 )@8 系统 论述 透视 画 的 各 种 定性 关系 。 在 
他 的 这 一 专著 再 版 序 文中 ， 以 沈 括 所 论 告诫 作画 时 确定 视点 关系 
的 关键 意义 :“ 古 人 论 给 事 者 有 侨 。 晶 “ 伸 画 飞 栏 ， ， 又 日 “得 见 
溪 谷 中 事 " ， 则 其 目 力 已 上 、 下 无 定 所 矣 ， 乌 足以 语 学 耶 ?” 


二 音 乐 
“ 律 有 实 积 之 数 ， 有 长 短 之 数 ， 有 周 径 之 数 ， 有 清 浊 之 数 ， 所 
@ 李 成 ， 字 咸 称 ， 府 室 后 帝 ， 北 宋 画 家 ， 


@ 术 棉 ， 指 司 檐 下 的 要 子 。 
3 参见 本 《大 系 》 第 七 卷 第 四 编 第 二 章 。 
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谓 实 积 之 数 者 ， 黄 钟 管 长 九 寸 ， 径 九 分 ， 以 系 实 其 中 ， 其 积 九 九 
入 十 一 ， 此 实 积 之 数 也 。 林 钟 长 六 寸 ， 径 九 分 ， 六 九 五 十 四 ， 余 
律 准 此 。 所 谓 长 短 之 数 者 ， 黄 钟 九 寸 ， 三 分 损 一 ， 下 生 林 钟 ， 长 
六 十 ; 林 钟 三 分 益 一 ， 上 生 太 获 ， 长 和 二， 此 长 得 之 数 也 ， 余 律 
准 此 。”(《 梦 溪 笔 谈 ) 补 卷 2, 杂 数 ) 

“《 史 记 。 律 书 》 所 论 二 十 八 爹 、 十 二 律 ， 多 丝 腾 配 ， 吻 无 义 
理 。 本 亦 多 差 和 外 。”“ 又 云 ;“ 黄 钟 长 八 十 七 分 一 , 大 吕 长 
七 二 五 分 三 分 一 , 太 获 长 七 十 七 分 二 ， 夹 钟 长 六 寸 二 分 三 分 一 ， 姑 
二 长 六 二 二 分 加 | 仲 吕 长 五 十 九 分 三 9 分 

一 ， 林 钟 长 五 二 七 分 四 ， 丙 则 长 五 二 四 分 三 ， 南 吕 长 四 寸 七 
分 和 八 ,， 无 射 长 四 十 四 分 三 全 应 名 长 四 于 一 三 分 二 ?此 万 误 
此 羡 突 积 年 ， 非 律 之 长 电站 闫 间 字 又 有 识 客 、 眉 后 人 从 
之 失 也 。 余 分 下 分 母 ， 凡 七 字 缘 当 作 十 字 , 误 屈 其 中 划 耳 。( 黄 钟 
当 作 和 八 寸 十 分 一 , 太 节 当 作 七 十 十 分 二 , 姑 洗 当 作 六 寸 十 分 四 , 林 
钟 当 作 五 十 十 分 四 , 南 吕 当 作 四 寸 十 分 八 。 凡 言 七 分 者 ,和 丝 是 十 
分 。)”(《 梦 肖 笔 谈 ) 卷 8 条 数 ) 

《 梦 溪 笔 谈 》 论 音 乐 条 目 多 达 46 条 , 主要 集中 在 卷 5、 卷 8 和 
补 卷 2。 我 们 于 此 只 选 与 计算 有 关 的 二 条 。 我 国 音乐 发 展 源 远 流 
长 ， 最 十 传世 乐器 出 土 于 沈 插 故乡 一 -浙江 省 七 干 年 前 河姆渡 遗 
址 的 骨 笛 。 我 国 自古 以 来 以 乐 管 一 一 黄 钟 作为 乐器 原 器 ， 何 谓 黄 
钟 ? 相传 黄帝 治 五 气 , 设 五 量 ,。 《号 氏 春 秋 》:“ 黄 帝 使 伶 伦 取 竹 于 
昆仑 之 峰 谷 ， 以 造 黄 钟 之 律 , 更 据 以 作 权衡 度量 ”"”， 其 长 度 单位 用 
一 乘 的 纵 度 为 标准 叫做 一 分 , 九 分 叫做 一 寸 , 九 寸 或 八 十 一 分 , 叫 
做 一 尺 ， 名 吉 律 尺 ， 又 名 纵 乘 尽 风 。 沈 括 论 标准 乐 管 黄 钟 长 所 说 
“长 九 寸 、 径 九 分 ， 以 乘 实 其 中 ， 其 积 九 九 八 十 一 ， 此 实 积 之 数 
也 ”本 于 此 。 在 卷 8 中 ， 他 通过 计算 订正 《史记 ，。 律 书 》 传 抄 之 


QD 林 光 激 等 ， 中 国度 量 衡 ， 商 务 印 书馆 ，1957 
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误 。“ 黄 钟 长 八 寸 七 分 一 当 作 八 寸 十 分 一 ”(81 分 ), 这 是 由 于 黄帝 
古 制 取 九 分 为 一 寸 , 因 此 9x9=81 分 ， 八 寸 十 分 一 ,2 同样 林 钟 
和 六 寸 所 实 的 乘 应 是 6X9 一 54 分 , 五 寸 十 分 四 。 沈 括 认为 这 是 以 
实 积 (体积 ) 定 义 律 管 的 结果 。 由 于 传 抄 有 误 , 他 对 数据 作 了 订正 。 
另外 他 又 介绍 以 长 度 定义 律 管 的 方法 一 一 史 称 三 分 损益 法 。 文 中 
介绍 了 十 二 律 ， 以 管 长 长 短 为 序 ， 它 们 依次 是 : 黄 钟 、 大 吕 、 太 
族 、 夹 钟 、 嫩 洗 、 仲 吕 、 鞍 宾 、 林 钟 、 夷 则 、 南 吕 、 无 射 、 应 钟 。 
我 们 假设 黄 钟 律 管 长 是 9， 按照 文中 所 比喻 的 损 ( 减 去 三 分 之 一 ) 
益 ( 增 加 三 分 之 一 ) 的 说 法 其 全 过 程 运算 就 是 


损 ， 9X|1 一 二 | =9X 侍 一 6( 林 钟 
益 : 6X 1 二 二 | = x 仿 二 8( 太 族 ) 
损 ， 8x [1- 寺 | =8x2=5. 333 3( 南 昌 ) 
益 9| 过 | | 二 | =7.11 1( 姑 洗 ) 
损 ， [2] | 条 | =4. 740 7( 应 钟 ) 
益 ， 9| 二 | (4) =6.321 0( 芍 宾 ) 
益 ， 9| 2) | 4) 一 8 427 9( 大 昌 ) 
损 ， 9 2) 4) =5.618 7( 夷 则 ) 
益 ， | 二 | [二 | =7 745 8( 夹 钟 ) 
损 ，; | 2) | 4) =4. 994 3( 无 射 ) 


@ 这 就 是 黄帝 时 9 寸 折 合 司马 迁 时 代 的 8 寸 1 分 。 
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状 : oz) | | -4 659 2( 仲 吕 ) 

如 果 我 们 把 这 十 二 个 数 , 按 从 大 到 小 次 序 排 成 一 个 数列 {a,}， 
二]，2，*…，12， 它 近似 于 几何 数列 。 记 此 数列 首 项 a 二 1， 未 
项 als 二 0.5 二 7 ,7 为 公 比 ,那么 易于 求 得 r= 二 0.943 879 74。 现 列 
表 对 照 《史记 》 所 论 实 积 之 数 ， 沈 括 所 论 长 短 之 数 ， 十 二 音律 乐 
管 相 对 长 度 ， 以 及 西方 乐 律 波长 对 应 相对 长 度 忆 : 


co | 心 


re 


， “| 律 名 | 管 长 
“ Co 相对 长 度 | ，， | 相对 长度 | 调 名 | 相对 波长 


四 《 ) 
043 9 KB] 7.63 | 0.0206 [8. 427 9 0.9364 
| 0.8409 | 6， 。 。 
0.7937 | 站 洗 |e40 0 

7 2 仙 晶 [5 


瑚 
二 


加 届 


~ 
Me 


> sos 可 
OO 
Co 
OO 
> 


C 
| .65 | 0.697 5 6 821 ol 0. 702 3 


E 
Ff 
“到 


《| 5 | ~ [| | | 

OO DD 

[en 一 

局 to 

= Co 

> | 

各 | 识 | 让 | 茶 | 治 | 渤 

和 世 | 没 I0| 汪 | 莫 


le 


8 。 . 

5.47 | 0.675 3 |5.618 7| 0.6243 
日 | 4.80 | 0.592 6 |5.333 3| 0.592 6 
冉 4.47 | 0.551 8 |4.994 3| 0.554.9 
钟 | 4.27 | 0.527 2 |4.740 7| 0.5267 


从 胡可 以 看 到 沈 括 所 指出 的 三 分 损益 法 是 比 
分 《史记 》 的 十 二 律 经 沈 括 修正 后 ,标准 律 管 长 
比 数 列 {a,)，。 


5.80 | 0.716 0 |6.000 0 0.6667 
5 


并 湾 
于 和 89 


理 
就 很 接近 和 


中 《 梦 溪 笔 谈 》 译 注 ， 合 肥 : 安徽 科学 技术 出 版 社 ，1979，130 一 138 
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第 四 章 ”北宋 数学 的 成 就 及 影响 


北宋 数学 的 成 就 我 们 已 在 前 三 章 从 传世 极 少 的 文献 中 介绍 其 
最 重要 的 成 果 ， 其 中 不 二 是 稀世 之 珍 ， 是 后 世 形成 参天 乔木 的 种 
子 ， 影 响 深远 ， 


第 一 节 ”北宋 数学 居 世 界 数学 发 展 史 上 
领先 地 位 及 对 后 世 的 影响 


一 。 二 项 式 展开 系数 三 角形 


东西 方 数学 家 对 二 项 式 展开 系数 表 ， 或 称 系数 三 角形 都 有 兴 
趣 ， 俱 有 著录 。 这 是 因为 它 是 开 方 的 必要 工具 。 论 其 产生 年 代 都 
在 我 国术 宪 “ 开 方 作法 本 源 图 ”之 后 好 几 百 年 ， 例 如 中 亚细亚 阿 
拉 伯 学 者 阿尔 。 喀 西 (Al 一 Kashi,? 一 1429)， 他 在 《算术 之 钥 》 
(1427 年 ) 有 表 ， n= 二 9( 图 2. 4. 1)。 西 方 国家 称 这 种 数 表 为 帕斯卡 
(B. Pascal ,1623 一 1662) 三 角形 ,因为 他 在 1654 年 发 表 论 文 “ 论 算 
术 三 角形 ”， 其 中 有 附 图 , ”一 9( 图 2. 4. 2) 在 论文 中 这 种 系数 表 有 
好 玫 张 ， 而 且 运 用 数学 归纳 法 论证 其 一 般 规律 。 其 实 欧 洲 较 帕 斯 
卡 更 早 文 献 颇 不 非 ， 例 如 阿 庇 亚 拿 (P. Apianus ,1495~1552, 德 
国 ) 所 着 《实用 算术 》(1527 年 ) 封 面 上 有 此 表 , (图 2.4. 3,” 一 8)。 
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图 2. 4.3 
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贾 宪 是 11 世纪 时 人 ,其 首创 开 方 作法 本 源 图 早 于 欧洲 最 早 文 
献 2 个 世纪 ， 早 于 帕斯卡 6 个 世纪 。 


二 列 四 次 方程 


在 本 《大 系 》 第 二 卷 已 指出 《 九 章 算术 。 勾 股 》 第 20 题 从 测 
其 需要 已 能 列 出 数字 系数 二 次 方程 。 王 孝 通 《 维 古 算 经 》 又 从 水 
利 工 程 中 分 配 堤 段 长 度 列 出 了 数字 系数 三 次 方程 。 这 是 人 类 历史 
上 首次 出 现 的 盛事 。 从 本 编 第 二 章 可 以 看 到 刘 益 在 《 议 古 根源 》 从 
划分 田亩 几何 问题 列 出 了 带 负 系 数 的 四 次 方程 ， 这 也 是 数学 史上 
的 首 例 。 

对 照 史 称 公元 前 二 千年 的 古 埃及 《 莱 因 得 纸 草 》 第 28 题 ， 如 
写成 现代 表达 式 当 是 

zz 地 十 方 十 廊 十 1) =37。 

希腊 亚历山大 代数 学 鼻祖 刁 番 都 (Diophantus (公元 3 世纪 )) 未 见 
有 从 实际 问题 列 出 方程 的 记录 。 中 世纪 阿拉 伯 数 学 家 花 拉 子 米 在 
他 的 《代数 学 》 中 可 以 找到 从 设 未 知 数 <, 从 平面 几何 问题 列 出 了 
数字 方程 ,它们 是 z? 十 10z 二 39,， x? 十 21 = 二 10x，x? 二 3x 十 4. 对 
于 各 种 情况 的 二 次 方程 都 已 涉及 。 直至 16 世纪 , 欧洲 卡尔 达 诺 才 
于 牵涉 体积 问题 中 列 出 数字 系数 三 次 方程 zz 十 6zx 一 20@，。 也 在 16 
世纪 ， 意 大 利 J_ Colla 从 问题 “把 10 分 成 三 部 分 ， 使 成 连 比 例 ， 
又 已 知 三 项 中 ， 前 面 二 项 乘积 是 6.” 费 拉 里 (EL. Ferrari ,1522~- 
1565) 借 以 列 出 四 次 方程 x 十 6x? 十 36 二 60z@, 但 已 在 刘 益 之 后 五 
百年 。 


DD Ai 一 Khowarizmi， Algebra，F，Rose 英文 译本 .London，1831: 15~21 
SD D.J.Struik. A Source book in Mathematics 1200~1800. Harvard University 
Press, 1969: 62~—72 


92 第 四 章 ” 北宋 数学 的 成 就 及 影响 


三 数值 解 多 项 式 方程 


除了 借助 于 求 根 公 式 之 外 ， 解 方程 的 男 一 途径 是 数值 解 ， 对 
方程 不 断 作 减 根 运 算 , 以 获得 所 求 根 各 数位 上 的 数字 。 上 种 实 上 , 求 
根 公 式 对 多 项 式 方程 来 说 是 有 局 限 的 -一 - 仅 至 四 次 为 止 ， 而 且 求 
根 公 式 只 在 理论 上 正确 ， 对 于 高 次 方程 求 根 手续 非常 繁琐 。 从 计 
算 方 法 考虑 ， 数 值 解 方程 自 有 其 优点 及 其 不 可 取代 的 实用 意义 。 

从 前 面 第 一 、 二 两 章 已 揭示 北宋 时 贾 宪 和 刘 益 在 数值 解 方程 
上 已 迈 出 了 可 贵 的 第 一 步 。 从 估 根 、 减 根 到 扩 ( 缩 ) 根 步 又 井然 有 
序 。 而 且 刘 益 在 《 议 古 根源 》 一 书 中 所 讨论 的 方程 已 出 现 负 系数 ， 
以 第 18 题 说 是 四 次 方程 ， 按 照 贾 宪 和 刘 益 所 指出 的 解 方程 步骤 ， 
按部就班 ， 最 终 得 到 所 求 的 根 。 

在 外 国 ， 最 早 数值 解 方程 的 文献 应 数 阿拉 伯 数 学 家 阿尔 。 喀 
西 《 算 术 之 钥 》(1427 年 ) 欧洲 学 者 意大利 鲁 非 尼 (P. Ruffini,1765 
一 1822)， 英 国 霍 纳 (W.G. Horner,1789~1837) 也 分 别 发 表 论 文 
论 数值 解 高 次 方程 他 们 的 工作 都 远 在 贾 宪 、 刘 益 类 似 成 果 之 后 。 
经 南宋 秦 九 部 的 进一步 研究 ， 这 种 算法 益 加 成 部 ， 其 重要 历史 意 
义 将 在 本 卷 第 五 编 第 一 章 全 面 论述 ， 


四 组 合 数 学 


组 合 数学 作为 专门 学 科 是 在 第 二 次 大 战 时 孕育 形成 的 。 我 们 
在 第 三 章 所 引 沈 括 在 《 梦 溪 笔谈 》 所 载 朴 素 组 合 数学 例证 ， 在 计 
数 、 构 造 、 优 化 各 方面 都 有 涉及 ， 特 别 是 后 者 各 例 是 运筹 学 决策 
佳作 。 常 言 道 :“ 人 尽 其 才 ， 物 尽 其 用 ”， 这 就 是 说 ， 在 实际 工作 
中 对 一 切 可 行 方案 中 筛选 出 其 中 最 优 的 ， 作 出 多 、 快 、 好 、 省 的 
决策 。 运筹 学 英文 Operation research 原 义 是 作战 研究 , 汉语 运筹 
一 词语 出 《史记 高祖 本 纪 》:“ 夫 运筹 帷 曝 ( 营 帐 ) 之 中 ， 决 胜 于 
干 里 之 外 , 吾 不 如 子 房 ”是 说 汉 高 祖 刘邦 自称 军事 决策 能 力 不 及 
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张 良 ( 子 房 )。 所 引 数 例 已 成 为 谈 运筹 学 历史 的 常 引 文献 ， 其 实在 
《 梦 溪 笔谈 》 卷 22, 廖 误 ( 诵 诈 附 ) 中 还 有 其 他 佳作 。 沈 括 组 合 数学 
学 说 先 声 夺 人 ,说 中 国 是 组 合 数学 特别 是 运筹 学 的 摇篮 或 诞生 地 ， 
并 不 为 过 。 

还 须 指出 ， 北 宋 时 期 (960~1127) 欧 洲 正 处 中 世纪 黑暗 时 代 ， 
学 术 沉 沦 。 印 度 、 阿 拉 伯 在 此 期 间 数 学 发 展 也 颇 沉 寂 ， 足 以 称道 
的 仅 二 则 :980 年 时 阿拉 伯 阿 部 尔 ，。 瓦 发 (Abul Wefa) 制 作 了 间隔 
10' 的 正弦 表 和 正切 表 ; 1100 年 阿拉 伯 奥 玛 尔 .海牙 姆 (Omar 
Khayyam) 首 创 用 圆锥 曲线 交点 表示 三 次 方程 的 根 2, 值 此 世界 范 
围 内 数学 发 展 低潮 之 际 ， 中 国 奇 划 齐 放 ， 弥 足 珍 贵 。 


五 对 南宋 、 金 、 元 数学 发 展 的 影响 


人 们 都 称道 秦 九 韶 、 杨 辉 、 李 冶 、 朱 世 杰 是 中 国 传 统 数 学 高 
峰 时 期 四 杰 。 事实 上 四 杰 所 取得 的 成 就 是 在 北宋 学 者 英 定 的 扎实 
基础 上 成 长 起 来 的 。 我 们 可 以 作出 简明 源流 关系 的 表 ， 


列 高 次 方程 
秦 九 疹 


中 杜 瑞 芝 等 编 ， 数 学 史 辞 典 ， 济 南 : 山东 教育 出 版 社 ，1991，622 
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开 方 作法 本 源 | 一 一 > | 今 古 并 方 会 要 之 图 
开放 作法 仿古 


二 | 


末世 赤 

| 阶 积 术 I 烘 术 
网 定 、 AN 杨 泛 凯 积 术 

国 东 术 

秦 九 稻 一 


圆 法 、 妥 法 _ 招 差 术 一 
Be | | 末世 杰 下风 _| 


会 圆 术 | 一 一 > | 弧 矢 割 圆 术 | 
沈 括 _ _ 王 必 一 


| 求 一 . 重 因 术 | 一 一 ~ | 乘除 通 变 术 
沈 括 一 杨 浮 -| 


可 见 秦 、 杨 、 李 、 朱 四 位 的 长 足 进步 其 来 有 自 ， 其 中 细节 将 在 后 
续 卷 、 编 、 章 市 阐述 ， 读 者 可 揣 岩 体会 ， 在 此 不 多 次 。 


第 二 节 ” 交 过 数学 研究 在 国外 


北宋 数学 成 就 虽然 很 突出 ,应 该 彪炳 史册 , 由 于 语言 障碍 ,长 
期 在 数学 史上 默默 无 闻 。 本 世纪 前 叶 两 部 著名 的 数学 通史 ，F. 
Cajori 和 PD. ESmith 的 专著 中 俱 无 记载 ，20 世纪 下 半 叶 贾 宪 和 
沈 括 的 工作 渐 为 西方 论著 中 报道 和 赞扬 。 


一 对 贸 宪 工作 的 研究 


李 约 全 在 《中 国 科 学 技术 史 》 卷 3 中， 把 八国 联军 时 流入 不 
列 颠 剑 桥 大 学 图 书馆 的 《永乐 大 典 》 卷 16344 插图 作为 证 据 ， 并 
指出 :;“ 这 是 中 国 现存 最 古 的 Pascal 三 角形 , 这 种 三 角形 曾 为 村 宪 
(1100 年 前 后 ) 所 使 用 过 .” 在 其 巨著 卷 3 数学 编 。 二 项 式 定理 和 
Pascal 二 角形 这 一 节 里 ， 对 于 东方 和 西方 有 关 研 究 流程 作出 独到 
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的 前 述 ， 

“ 朱 世 本 说 这 个 三 角形 是 十 法 。 这 一 事实 说 明 , 二 项 式 定理 最 
晚 在 12 世纪 初期 就 已 为 人 们 所 知 。 仅 有 的 另 一 个 文献 是 1100 年 
前 后 波斯 ( 今 伊 表 ) 的 奥 玛 海 亚 姆 (Omar Khayyam) 所 说 的 一 段 
话 。 他 说 ， 他 能 够 用 他 发 现 的 一 种 不 依赖 于 几何 图 形 的 法 则 ， 求 
出 各 个 数 的 四 次 、 五 次 、 六 次 以 至 更 高 次 方 根 ……: 奥 玛 海 亚 姆 的 
工作 是 从 印度 的 传统 中 得 来 的 ， 而 印度 的 传统 本 身 似乎 在 更 时 的 
时 候 就 受到 中 国 开 方 本 的 影响 。?” 


二 对 沈 揪 工作 的 研究 


日 本 三 上 义 夫 (1875 一 1950) 最 先 用 英文 介绍 沈 括 的 隙 积 术 和 
会 圆 术 呈 , 并 指出 这 一 工作 是 从 秦汉 数学 到 南宋 、 金 、 元 数学 的 桥 
梁 . 在 《中国 算 学 之 特色 。 中国 算 学 者 与 算 学 之 进步 》, 咏 对 沈 括 推 
崇 备 至 : 

中 国之 算 学 者 ， 如 沈 括 之 多 艺 多 能 ， 歼 不 多 舰 …… 日 本 之 算 
学 者 ， 实 无 堪 与 沈 括 相 较 之 人 物 。 中 根 元 圭 ， 医 家 出 身 ， 富 于 思 
考 , 精 音 乐 、 度 量 , 以 历 术 见 知 将 军 吉 宗 , 然 无 沈 括 之 经 世 才 ……。 
若 欲 于 他 国 求 可 敌 比 沈 括 之 工学 者 ， 则 德国 之 菜 不 尼 冀 (G. W. 
Leibniz) 及 法 国 革 命 时 之 卡尔 诺 (L,. Carnot)。 在 某 点 上 或 可 与 沈 
括 比 较 ， 然 如 一 面 远 胜 沈 括 ， 同 时 又 多 艺 多 能 ， 则 不 能 如 沈 括 也 。 
惟 和 希腊 柏拉图 的 挚友 阿 契 泰 斯 (Archytas) 其 阅历 最 可 与 沈 括 相 
比 。 盖 如 沈 括 之 人 物 ， 全 世界 算 学 史上 多 无 之 ， 惟 中 国产 此 人 而 
已 。” 


DD Y. Mikami. The Development Of Mathematics in China and Japan. Dresden, 
1910: 61~62 

多 三 上 义 夫 ， 中 国 数 学 的 特色 ， 林 科 棠 汉文 译本 ， 北 京 : 商务 印 书馆 ，1928: 7 
一 9 
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前 苏联 尤 什 凯 维 契 (A. TOuxesny) 院 士 在 《数学 史 研 究 》 第 
8 辑 ，1955 年 写成 长 文 “ 中 国学 者 在 数学 领域 中 的 成 就 "出 ， 其 中 
对 沈 括 际 积 术 用 公式 介绍 .: 

“我 要 特别 指出 11 世纪 中 国学 者 沈 括 的 一 个 问题 ， 设 有 物件 
推 成 区 层 的 棱 台 ， 层 层 都 是 矩形 ， 自 上 而 下 逐 层 的 长 宽 各 增加 一 
个 。 求 物件 总 数 。” 

右 在 最 高 一 层 有 物件 ab 个 ， 则 问题 就 归结 于 下 列 数列 的 和 

ab，(a 十 1)(6 十 1)，…，(a 十 (nn 一 1)(6 十 (x 一 1))。 

沈 插 按 下 面 法 则 求 和 和 : 


S=- (a(2b+B) 二 A(2B 十 引 十 (B 一 b))， 


其 中 ，A==a 十 n 一 1]，B=6 十 n 一 1。 

在 美国 , 鲍 德 (D. Bodde) 早 在 1942 年 写 了 一 本 《中 国 对 西方 
的 贡献 》(China's Gifts to the West)， 其 中 提 到 沈 括 的 工作 ， 

在 意大利 ， 汉 学 家 瓦 萨 (G. Vacca ) 在 本 世纪 早期 1915 年 在 
《东方 研究 》 (Rivista di Studi Orientali) 发 表 “ 中 国 笔记 ”(Note 
Cinesi) 五 篇 ， 其 中 有 一 篇 专 论 棋局 都 数 。 

在 英国 ， 李 约 富 是 外 国学 者 中 研究 《 梦 溪 笔谈 》 最 最 深刻 的 。 
在 他 的 巨著 《中 国 科学 技术 史 》 中 卷 1 总 论 概 括 《 梦 溪 笔 谈 》 评 
述 ， 其 余 各 卷 分 别 安插 有 关内 容 。 在 对 全 书 609 个 条 目 作 认真 分 
析 后 ， 他 断言 科学 内 容 占 五 分 之 三 。 又 作 结 论说 :“ 沈 括 可 说 是 中 
国 整 部 科学 史 中 最 卓越 的 人 物 , 沈 括 是 中 国 科学 史 的 坐标 轴 。” 李 
约 登 把 《 梦 溪 笔谈 》 全 部 条 目 归 为 人 于 资料 、 自 然 科 学 、 和 人 文 
科学 三 大 类 。 数学 作为 自然 科学 的 第 二 个 子 目 , 含 11 条 。 在 《中 
国 科 学 技术 史 》 卷 3 数学 中 阐述 其 中 二 条 一 一 棋局 都 数 及 会 圆 术 ， 

无 可 讳言 ， 由 于 语言 ， 环 境 条 件 的 截然 相 异 ， 李 约 瑟 巨 著 中 


QD 赵 兰 养 译 ， 中 国学 者 在 数学 领域 中 的 成 就 ， 数学 进展 ，1956(2) 
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对 中 国文 化 技术 某 些 细节 的 理解 毕竟 还 是 有 隔 轩 的 。 例 如 对 《 梦 
溪 笔谈 》 妈 机 一 条 的 阐 述 就 不 合适 量 。 

“ 望 山 ”是 腾 准 用 表 扩 ， 并 不 是 动作 。“ 侧 为 小 矩 ” 是 指望 山 
上 的 刻度 。“ 以 目 注 秘 ， 以 望 山 之 度 拟 之 ， 准 而 高 下 ”是 指 在 瞄准 
时 既 要 考虑 三 点 成 直线 的 几何 条 件 , 还 要 考虑 重力 场 的 物理 条 件 ， 
稍 和 撩 才能 中 的 。 李 氏 却 英 译 为 ， On looking at the whole breadth 
of a mountain, the distance on the instrument was long, on 
looking at a small part of the mountain 一 side ,the distance on the 
instrument was short，( 用 它 来 观测 山 的 整个 宽度 时 , 弩 机 上 的 上 距 
离 很 长 ,而 当 你 用 它 来 观测 山腰 的 一 小 部 分 时 , 弩 机 上 的 距离 就 很 
短 .) 又 如 “ 正 用 算 家 勾 股 法 也 ”, 李 氏 竟 译 为 “发 弩 人 把 箭 架 在 不 
同 的 点 ， 并 用 眼 对 淮 箭 铁 的 两 端 。 他 就 可 以 在 此 加 机 上 测 出 山 的 
度数 ， 从 而 计算 出 山 的 高 度 。 就 同 数学 家 所 用 相似 直角 三 角形 计 
算法 一 样 。” 在 发 加 时 是 如 此 紧迫 ; 千钧一发 , 争分夺秒 ,发现 情 
况 ， 开 刻 出 击 ， 哪 来 充裕 时 间 移 动 轰 机 的 位 置 做 二 次 观测 的 间接 
测 基 ? 

我 们 举 出 上 述 瑕 疯 ， 是 供 今 后 李 氏 巨著 再 版 时 修订 参考 。 匡 
不 掩 瑜 ， 杰 作 系 统 痔 扬 华 夏 文明 ， 史 无 前 例 。 

令 李 约 琶 感到 遗憾 和 惊讶 的 是 从 未 有 任何 一 种 4 梦 溪 笔谈 ;的 
西方 文字 译本 。 

日 文 的 《 梦 溪 笔谈 》 全 译本 是 以 京都 大 学 人 文科 学 研究 所 所 
长 区 内 清 为 首 , 组 织 二 十 余人 , 经 15 年 工作 才 脱 稿 的 , 天 文史 学 
者 桥 本 敬 造 参加 工作 。 日 文 译 本 列 入 《东洋 文库 》 系 列 ， 分 三 册 
出 版 ，1978 年 起 陆续 发 行 ，1981 年 出 齐 。 


QD 沈 康 身 . 弩 机 功能 试 释 ， 杭州 大 学 学 报 ，1978(4) 
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第 五 章 数学 教育 


第 一 节 ”数学 教育 概况 


中 国 的 国家 数学 教育 ， 起 于 隋 ， 盛 于 唐 ， 已 如 本 书 第 四 卷 第 
四 编 所 述 ， 其 余波 至 五 代 犹 存 。 赵 匡 凯 建立 宋 王 朝 之 后 ， 并 没有 
较 快 恢复 数学 教育 。 过 了 一 百 二 十 多 年 才 开始 筹备 这 件 事 ， 但 仍 
是 办 办 停 停 ， 直到 1126 年 北宋 灭亡 , 也 就 自然 彻底 停办 了 。 虽然 
如 此 ， 可 是 北宋 的 数学 教育 还 很 值得 研究 

宋代 数学 教育 之 设置 ， 大 约 从 元 丰 六 年 (1081 年 ) 开 始 决定 ， 
据 载 “ 国 朝 ( 宋 朝 ) 国 子 监 掌 国 子 、 太 学 、 武 学 、 律 学 、 算 学 五 学 
之 政 。 于 元 丰 六 年 奉 旨 施行 ”4 第 二 年 (1082 年 ) 正 月 吏 部 再 次 从 
另 一 角度 提出 了 算 学 问题 :“ 请 于 四 选 补 算 学 博士 缺 ， 从 之 .” 但 
直到 当年 十 二 月 才 “ 诏 通 算 学 就 试 ， 上 等 除 博 士 ， 中 下 等 为 学 
论 。?2 立 算 学 的 日 期 有 记载 说 是 十 二 月 七 日 .9“ 算 学 博士 ”是 教 
师 ， 所 谓 “ 立 算 学 ”就 是 成 立 像 隋唐 那样 的 算 学 科 ( 那 时 叫 明 算 
科 )， 首 先 准备 了 教师 。 

但 是 ， 这 件 事 的 筹备 并 不 顺利 ， 首 先是 没有 教学 房 含 ， 虽 然 
已 选 定 了 一 块 地 方 , 准 朝 旨 踏 逐 到 武 学 东 大 街 北 ,其 地 堪 修 算 学 ， 
迄今 工 部 下 所 属 检 计 修造 。” 可 是 直到 元 祷 元 年 (1086 年 ) 六 月 还 


中 [ 打 ] 孙 着 吉 . 职 官 分 纪 卷 二 十 一 , 四 库 全 书 珍本 初 集 本 ，1988 年 ,中华 书局 
影印 本 中 无 “ 律 学 ”和 “于 元 丰 六 年 奉 旨 施行 .” 

@ [有 宋 ] 王 应 刨 ， 王 海 卷 一 一 二 ;，[ 宋 ] 李 寿 ， 续 资 治 通 鉴 长 编 卷 三 五 〇 )。 

时 [ 宋 ] 李 奏 . 续 资 治 通 鉴 长 编 卷 三 八 一 小 注 。 
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“未 曾 兴 工 ” 其 次 是 没有 考取 到 合格 的 教师 :“ 其 试 选 学 官 , 未 有 
应 格 ”。 国 子 监 更 指出 :“ 切 虑 将 来 建 学 之 后 ， 养 士 设 科 ， 徒 有 烦 
费 ， 实 于 国事 无 补 ”， 建 议 停 办 ， 于 是 “ 诏 圈 修建 ”0。 

过 了 八 九 年 ,到 尝 宁 三 年 (1104 年 ) 又 开始 兴办 算 学 ， 并 准备 
招生 等 事宜 :“ 算 学 : 崇 宁 三 年 始 建 ， 生 员 以 二 百 一 十 人 为 额 ， 许 
命 官 及 度 人 为 之 。 其 业 以 《 九 章 》《 周 佣 》 及 假设 疑 数 为 算 问 , 仍 
兼 《海岛 》、《 孙 子 》、《 五 曹 》、《 张 丘 建 》、《 夏 侯 ( 阳 )》 算 法 并 历 
算 、 三 式 、 天 文书 为 本 科 。 本 科 外 ， 人 占 一 小 经 ， 愿 占 大 经 者 听 ， 
公私 试 、 三 会 法 略 如 大 学 。 上 全 三 等 推 思 ， 以 通 仕 、 登 什 、 将 仕 
郎 为 次 .?@ 这 里 规定 了 招生 额 数 、 教 科 书 、 考 试 方法 和 毕业 后 的 
出 路 。 

实际 上 也 只 办 一 年 多 , 到 尝 宁 五 年 (1106 年 ) 正 月 , 黑 算 学 , 今 
附 于 国子监 。 十 一 月 ， 葬 昂 请 求 复 算 学 ， 得 到 批准 89。 

大 观 三 年 (1109 年 ) 礼 部 太 常 寺 “ 请 以 文宣 王 (孔子 ) 为 先 师 ， 
充 、 分 、 托 三 国 公 配 享 , 十 哲 从 祀 。 自 背 著 名 算数 者 ， 画像 两 庞 、 
请 加 五 等 项 , 随 所 封 以 定 其 服 .” 由 当时 的 中 书 舍 人 拟 了 一 个 从 上 
古 到 五 代 的 天 文 算 学 家 名 单 ， 并 定 公 、 侯 、 伯 、 子 、 男 五 等 巍 位 ， 
其 中 著名 天 文 数学 家 有 : 

公 : 周 大 夫 商 高 郁 夷 公 

伺 ，( 无 )， 

但 : 汉 耿 寿 昌 安定 伯 、 张 衡 西 鄂 伯 ，[ 刘 ] 宋 何 承 天 昌 卢 伯 ， 
[后 ]」] 周 王 朴 东 平 伯 ， 

子 : 汉 刘 洪 蒙 阴 子 ，[ 刘 ] 宋 祖 冲 之 范阳 子 ， 隋 刘 炸 昌 亭 子 ， 
唐 王 学 通 介 休 子 、 李 淳 风 昌 乐子 、 边 冈 成 安子 ; 


中 上 | 宋 ] 李 春 . 续 资 治 通 鉴 长 编 卷 一 三 二 。 
名 宁 史 卷 一 五 七 选举 志 三 ， 
电 李 促 。 中 算 史 论 从 第 四 和 集 ， 北 京 ， 科 学 出 版 社 ，1955，257~258 
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男 ; 汉 落 下 购 阅 中 男 , [ 曹 ] 瑶 刘 徽 淄 乡 男 , 晋 张 在 建 信 成 男 ， 
夏侯 阳平 陆 男 ， 后 周 [北周 ] 村 高 无 极 男人 了?。 

就 列 位 学 者 数学 成 就 来 说 所 封 坑 位 高 下 虽 不 一 定 合 适 ， 但 所 
列 名 单 还 是 相当 的 。“ 寻 诏 以 黄帝 为 先 师 ”名 , 就 算 定案 了 。 大约 尚 
未 动笔 造像 ， 礼 部 员外 郎 吴 时 表示 反对 ， 他 说 “书画 之 学 ， 教 养 
生 徒 , 使 知 以 孔子 为 师 , 此 道德 之 所 以 一 也 。 若 每 学 建立 典 宇 , 则 
配 食 从 记 ， 难 于 其 人 ， 请 春秋 释 葛 ， 止 令 书 画 博 士 ， 基 率 职 吾 生 
员 ， 陪 预 执事 ， 庶 使 知 所 宗师 。 医 学 亦 准 此 。.”“ 良 皆 从 之 ”号 .给 
著名 算 学 家 “画像 两 斋 ” 之 事 也 便 就 此 作 黑 。 

大 观 四 年 (1110 年 ) 三 月 ,“ 诏 算 学 生 并 入 太史 局 ,学 官 及 人 更 
等 并 站 ”9。 就 是 撤消 了 独立 的 算 学 科 ， 把 学 生 拨 到 研究 天 文 的 机 
构 太 史 局 ， 实 际 上 是 由 天 文官 代为 培养 ， 而 把 原 有 的 算 学 教师 和 
其 他 工作 人 员 解 散 。 

这 种 做 法 ,有 些 学 生 ,教师 并 不 甘心 ,三 年 后 的 政和 二 年 (1112 
年 ) 前 算 学 内 舍 算 学 生 武 仲 宣 曾 “ 三 上 封 章 ， 乞 留 算 学 ”， 第 二 年 
三 月 又 由 大 司 成 ( 即 国 子 祭 酒 ) 刘 咀 明 据 此 上 奏 ,请求 复 置 算 学 ,并 
说 “本 监 ( 国 子 监 ) 申 伏 夫 旧 算 学 见 今 空间 ， 售 屋 具 存 ， 别 无 官司 
拘 占 相 度 , 欲 乞 依旧 为 算 学 ”, 接着 又 提出 请 求 按 以 前 所 制 国子监 
算 学 条 令 “ 乞 下 诸 路 提 举 学 者 司 行 下 诸 州 . 县 等 ”, 都 得 到 批准 @. 

这 次 恢复 算 学 时 间 较 长 ， 持 续 存 在 到 宣 和 二 年 (1120 年 ) 六 


@ 宋 史 卷 一 〇 五 礼 志 八 。 

四 宋 史 卷 一 〇 〇 五 礼 志 八 。 

岛 宋 史 卷 一 〇 五 礼 志 八 。 

@ 宋 会 要 卷 一 三 二 ( 转 引 自 李 全 . 中 算 史 论 从 第 四 集 ,北京 ;科学 出 版 社 ,1955， 
263 一 266) 。 

多 宋 会 要 卷 一 三 二 ( 转 引 自 李 便 . 中 算 史 论 从 第 四 和 集 ,北京 ;科学 出 版 社 ,1955， 
263 一 266) 。 
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月 , 七 月 黑 医 算 学 也 。 关于 轩 算 学 的 原因 , 是 这 样 : 宣 和 二 年 七 月 
二 十 一 日 诏 :“ 算 学 元 丰 中 虽 有 司 之 请 ， 未 尝 兴 建 ， 又 所 议 置 官 ， 
不 过 传授 二 员 。 今 张 官 置 吏 ， 考 选 而 仕 使 之 ， 大 略 与 两 学 同 。 既 
失 先 帝 本 由 ， 赐 茅 之 后 ， 不 复 责 以 所 学 ， 何 取 于 教养 ? 可 并 黑 官 
吏 。?”@ 

这 时 离 北宋 灭亡 只 有 六 七 年 ， 国 家 的 算 学 教育 工作 也 就 自然 
随 之 完全 停止 。 z 

纵 观 北宋 的 数学 教育 ， 从 元 丰 七 年 起 到 宣 和 二 年 止 ， 前 后 时 
汤 时 续 37 年 , 起 落 无 常 。 如 上 所 述 , 最 后 废 贺 的 主要 原因 是 效果 
不 好 ， 实 际 上 再 深究 一 下 ， 可 知 根源 是 办 学 目标 不 明确 ， 以 下 我 
们 将 看 到 : 毕业 生 可 得 低级 小 官吏， 和 算 学 无 关 ， 也 就 是 说 学 而 
无 用 。 因此， 无 论 上 至 最 高 统治 者 皇帝 ， 下 至 官吏 庶民 对 这 种 教 
育 显然 都 不 会 有 多 大 兴趣 ， 尽 管 不 断 有 人 提倡 ， 还 是 办 不 下 去 ， 
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北宋 的 数学 教育 ， 尽 管 效果 不 佳 ， 可 是 却 做 了 几 件 十 分 有 价 
值 的 种， 现 分 述 于 后 。 


一 制订 《 算 学 令 》 


北宋 算 学 令 最 初 制 订 于 元 丰 七 年 ， 崇 宁 三 年 “ 遂 将 元 丰 算 学 
条 制 修成 救 令 ” 电 。 实 际 是 到 尝 宁 六 年 (1107 年 ) 十 一 月 才 真正 修改 
完成 。 这 份 文件 保存 到 现在 ， 全 文 如 下 ， 


QD 宋 会 要 卷 一 三 二 ( 转 引 自 李 伍 , 中 算 史 论 从 第 四 集 , 北 京 :科学 出 版 社 ,1955， 
267) 。 

@ 末 会 要 卷 一 三 二 ( 转 引 自 李 伍 , 中 算 史 论 从 第 四 集 ,北京 :科学 出 版 社 ,1955， 
267) 。 

多。 宋 会 要 卷 一 六 四 职 官 四 。 
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党 宁国 子 监 算 学 邻 ， z 

诸 学 生 习 《 九 章 》《 周 租 》 义 及 算 问 ( 谓 假 设 疑 数 )D， 兼 通 
《海岛 》、《 孙 子 》《 五 曾 》、《 张 自 建 》”《 夏 候 阳 》 算 法 并 历 算 、 三 
式 、 天 文书 。 

诸 试 以 通 粗 并 计 两 粗 当 一 通 算 义 ， 工 例 以 所 对 优 长 ， 通 及 三 
分 以 上 为 合格 ; 历 算 即 算 前 一 季 五 星 型 晓 往 度 或 日 月 交 食 ， 仍 站 
定时 刻 旱 晚 及 所 食 分 数 ; 三 式 即 射 徐 及 预 占 三 日 阴阳 风雨 ; 天 文 
即 预 定 一 月 或 一 季 分 野 、 灾 祥 。 并 以 经 备 草 ， 合 问 为 通 。 


党 宁国 子 监 算 学 格 ， 
官 属 
博士 四 员 ( 内 二 员 分 讲 《 九 章 》《 周 牌 》; 二 员 分 习 历 算 
式 、 天文); 
学 正 ( 举 行 学 规 ) 一 员 。 
职 事 人 
学 录 ( 估 学 正 纠 不 如 规 者 ) 一 人 ， 
学 论 ( 以 所 习 业 传 论 诸 生 ) 一 人 ， 
司 计 ( 掌 饮 食 支 用 ) 一 人 ， 
直 学 ( 掌 文 籍 及 说 学 生出 入 ) 二 人 :; 
司 书 ( 竺 书籍) 一 人 ; 
裔 长 ( 纠 离 中 不 如 规 者 )， 高 论 ( 掌 佐 斋 长 道 论 诸 生 )， 裔 各 


ee 
人 


学 生 

上 舍 三 十 人 | 
内 会 八 十 人 ; 

外 舍 一 百 五 十 人 。 


外 图 括号 内 的 文字 为 双 行 小 字 夹 注 ， 下 同 。 
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补 试 ( 命 官 公 试 同 ) 
《 九 草 》 义 三 道 ; 
算 题 二 道 。 

私 试 ( 孟 月 ) 

补 上 内 会 (第 一 场 ) 
《 九 章 》、《 周 租 》 义 三 道 ; 
工 题 二 道 。 

私 试 [ 仲 月 ] 

补 上 内 舍 ( 第 二 场 ) 
历 算 一 道 。 

私 试 ( 李 月 ) 

补 上 内 会 (第 三 场 ) 
三 式 或 天 文 一 道 。 


党 宁国 子 监 算 学 对 修 中 书 省 格 : 


秋 试 奏 到 算 学 升 补 上 舍 等 第 推 因 下 项 ， 


上 伟 上 和 洗 通 仕 奴 ; 
上 舍 中 竹 登 仕 奴 ; 
上 舍 下 等 将 仕 郎 山 。 


政和 三 年 ,又 把 这 个 文件 略 加 修改 ,“ 下 诸 路 提 举 学 事 司 行 下 
诸 州 县 等 ”。 
文件 的 内 容 虽 然 很 简单 ， 但 是 比较 全 面 ， 可 以 说 包括 了 各 个 
方面 : 教师 (博士 ) 和 办 公 人 员 ; 教科 书 与 教学 内 容 ， 考 试 内 容 与 
方法 ; 对 上 侈 毕业 生 分 等 录用 等 。 教 学 内 容 分 三 大 类 ， 数 学 义 和 
算 ; 天 文 历法 ， 占卜 。 


中 南宋 刊本 《 数 术 记 遗 》 后 附 “ 算 学 源流 ”内 。 
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二 出 版 教材 


条 学 今明 确 提 到 《 九 章 算 经 》 《 周 解 算 经 》 《海岛 算 经 》、 
《孙子 他 经 》 《五 草 算 经 》《 张 丘 建 算 经 》 和 《 复 候 阳 算 经 》 靠 七 
种 唐 代 用 过 的 算 经 。 教科书 需要 许多 复 本 ， 在 唐 代 未 记载 是 怎样 
解决 这 个 问题 的 , 估计 是 抄写 。 可 是 到 了 宋代 ,印刷 术 非 常 发 达 ， 
雕版 印 出 已 相当 普遍 ， 因 此 元 丰 七 年 出 版 了 上 我国 首 批 愉 版 印 删 的 
线装 筑 书 。 

元 丰 七 年 刊印 也 几 种 算 书 ， 婴 史 文 献 记 载 并 不 一 致 ， 经 李 伍 
全 究 除 上 面 提 到 的 七 种 外 , 还 有 《 缉 击 算 经 》 等 是 可 考 的 扩 。 在 每 
冰 书 的 林 尾 都 有 负责 刊印 的 官员 名 单 ( 不 是 雕版 工匠 ) ,格式 一 样 ， 
如 : 

“秘书 省 

某 某 算 经 一 部 [jj] 共 癌 ] 册 

元 丰 七 年 九 月 日 校 定 降 受 宣德 郎 秘书 省 校 书 郎 臣 叶 祖 洽 上 进 

校 定 承 议 妇 行 秘 书 省 校 书 郎 臣 王 促 修 

校 定 朝 奉 即行 秘书 省 校 书 郎 臣 钱 长 鲫 

奉 议 妇 守 秘书 双 臣 韩 宗 古 

朝 请 女 试 秘书 少 监 臣 和 孙 常 

降 受 朝 散 妇 斌 秘书 监 医 赵 摩 车。" 

原著 名 形式 是 每 人 上 下 一 行 ， 共 八 行 ， 基 本 上 是 末 一 字 对 齐 。 见 
书 影 (图 2. 5. 1) 

义 据 王国 维 研 究 影 宋 本 《和 夏侯 阳 算 经 》 后 有 司马 光 (1019~ 
1086) 于 九 人 进 呈 时 的 署 衔 , 题 “ 元 丰 七 年 九 月 二 十 八 日 进 呈 奉 御 
至 批 宜 依 已 校 定 铁 板 …… 正 义 大 夫 守 尚书 左 仆 射 兼 门下 侍郎 上 柱 


1， 拿 低 ， 中 委 史 论 丛 第 四 集 ， 北京 ， 科学 出 版 社 ，1995，376 
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发 | 琴 | 二 

贞 | 记 | 请 

洪 试 | 邮 

3 

业 世 

趟 | 哲 | 诗 
时 壮 | 沉 | 案 
 : 


图 2. 5.1 书 影 ( 据 南宋 仿 元 丰 本 ) 

国 河内 和 妖 开 国 公 食 邑 四 千 一 百 户 食 实 封 壹 任 伍 百 户 臣 司马 光 ”@， 
这 些 人 的 地 位 相当 高 。 司 马 光 去 世 时 “ 赠 太 师 、 温 国 公 ， 衬 以 一 
品 礼服 ， 财 银 绢 七 千 .?” 包 由 此 可 见 ， 当 时 对 刊印 算 经 之 事 重视 到 
了 何等 程度 ! 

这 次 由 国家 刊印 算 经 ， 其 贡献 之 大 实 无 法 估量 。 正 是 由 于 这 
次 刊印 ， 有 较 多 的 复 本 ， 使 得 《 九 章 算术 》 等 中 国 传统 数学 的 代 
表 作 才 能 保存 到 今天 ， 在 清 代 似 还 有 人 见 到 元 丰 刊 本 算 经 。 可 以 


@ 王国 维 . 五 代 两 宋 监 本 考卷 中 ， 
多 宋 史 卷 三 三 六 司马 光 传 。 
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这 样 设想 : 如 果 没 有 元 丰年 刊印 算 经 之 举 ， 现 在 的 研究 者 只 能 像 
对 《 缀 术 》 那 样 对 《 九 章 算 术 》 望 名 兴叹 了 。 难 道 这 种 贡献 比 写 
一 部 高 水 平 算 经 的 贡献 小 吗 ? 

元 丰年 刊印 算 经 ， 在 当时 可 能 未 起 到 应 起 的 作用 。 

前 面 提 到 的 薛 史 和 武 仲 宣 是 两 位 重要 人 物 。 据 载 崇 宁 五 年 
(1106 年 ) 根 据 薛 昂 的 请 求 使 停办 几 个 月 的 算 学 科 , 到 年 底 得 到 恢 
复 。 第 二 年 十 一 月 都 省 杞 子 “ 今 将 元 丰 算 学 条 例 ， 重 加 删 润 ， 修 
成 救 令 ， 并 对 修 看 详 一 部 。 以 崇 宁 国子监 算 学 救 令 格式 为 名 ， 宛 
赐 实 行 , 从 之 .?" 这 里 所 说 的 “ 重 加 删 润 ”, 应 在 同年 底 进 行 。 是 谁 
负责 删 润 工作 的 ? 很 可 能 就 是 薛 昌 ,他 是 元 丰 八 年 (1085 年 ) 进 士 ， 
十 年 间 , 他 升 到 给 事 中 ,中 书 舍 人 , 兼 大 司 成 名。 大 司 成 即 国 子 佘 
酒 ， 是 管理 朝廷 整个 教育 的 高 级 官员 。 他 请 求 恢复 算 学 科 时 的 官 
衔 为 大 司 成 , 既然 对 算 学 这 样 热心 , 删 润 工作 由 他 担任 最 合适 , 因 
此 在 没有 其 他 资料 能 确切 证 明 另 有 他 人 的 情况 下 ， 我 们 暂 定 删 润 
者 就 是 薛 昂 。 

武 仲 宣 是 迄今 为 止 惟 一 留 下 姓名 的 北宋 算 学 生 ， 而 且 是 内 会 
算 学 生 , 可 能 是 因为 他 学 习 成 绩 好 , 即 “ 上 舍 上 等 ”, 得 通 什 郎 衔 。 
当时 各 科 博 士 大 概 为 八 品 左右 ， 通 仕 即 肯定 低 些 。 可 是 武 仲 宣 对 
数学 应 有 一 定 研 究 ， 他 “ 自 大 观 初 复兴 算 学 ， 后 来 注释 考证 见 行 
算 经 一 百 八 十 九 卷 ”, 因 此 于 (政和 )“ 六 年 四 月 十 九 卓 诏 通 仕 郎 武 
仲 宣 …… 特 与 循 一 资 . ?有 

武 仲 宣 是 怎样 对 “ 见 行 算 经 ”进行 “注释 考证 ”的 呢 ? 而 且 
数量 那么 大 ? 历史 上 未 留 下 任何 线索 ， 他 是 否 在 元 丰 七 年 的 刊本 


@ 来 会 要 卷 一 三 二 ( 转 引 自 李 癸 . 中 算 史 论 从 第 四 集 . 北京 :科学 出 版 社 ,1955， 
257) 。 
图 宋 史 卷 三 五 二 薛 吊 传 。 

加 李 伍 ， 中 算 史 论 从 第 四 集 ， 北 京 ， 科 学 出 版 社 ，1955，266 
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上 加 了 什么 文字 或 另外 还 有 单独 的 注释 考证 文字 附 于 189 卷 算 经 
之 后 ? 也 都 没有 一 点 痕迹 。 现 在 只 好 姑 置 不 论 。 

还 有 一 个 人 在 这 里 似乎 应 当 提 一 下 ， 那 就 是 李 籍 。 他 没有 前 
二 人 那么 率 运 ， 因 为 前 二 人 都 有 一 些 传记 资料 流传 下 来 ， 而 李 籍 
则 一 点 也 没有 ， 可 是 他 却 有 二 本 不 大 的 书 《 九 章 算 经 音义 》 和 
《 周 角 算 经 音义 》( 图 2. 5.2) 保 存 至 今 。 两 书 均 有 一 字 不 差 的 署名 
“ 假 承 务 郎 秘书 省 钩 考 算 经 文字 臣 李 籍 扎 ?， 是 有 关 李 籍 的 惟一 资 
料 。 根 据 他 的 衔 和 两 书 的 性 质 来 判断 ， 似 与 薛 昂 或 武 仲 宣 之 一 有 
关 。 也 许 再 早 一 点 到 元 丰年 。 李 籍 可 能 是 当时 的 文字 学 专家 ， 他 
给 《 九 章 算 经 》 与 《 周 藤 算 经 》 中 的 名 词 术语 注音 (反切 ) 和 简要 
的 解释 ， 对 古代 文献 也 较 熟 悉 。 他 的 “ 钩 考 算 经 文字 ”工作 ， 以 
理 而 论 应 是 在 一 种 重视 算 学 的 年 代 ， 且 他 的 署名 是 那样 郑重 ， 不 
是 个 人 行为 ， 而 是 受 官府 委托 、 不 是 由 皇帝 下 达 的 诏 论 ， 故 直 书 
“ 扎 ”， 否 则 应 是 “ 奉 救 扎 ”。 假 如 把 李 籍 定 在 崇 宁 年 间 ， 受 薛 昂 委 
托 对 两 部 算 经 作 音义 ， 则 是 最 合理 的 2。 

李 籍 的 音义 不 是 一 般 普通 著作 ， 而 应 是 给 学 算 学 的 学 生 准 备 
的 辅导 材料 。 没 有 音义 ， 算 经 中 的 某 些 字 的 读音 , 学 生 可 能 读 错 ， 
如 “ 衰 分 ”的 “ 豪 ”， 注音 为 “ 楚 宜 切 ”, 今 读 如 cuI， 楚 危 切 ， 略 
有 不 同 。 等 等 这 是 一 方面 , 更 重要 的 是 李 籍 对 数学 用 词 的 解释 ， 
“ 音 ”、“ 义 ”相当 ， 并举。 数学 史家 评论 《 九 章 算术 》 注 释 者 ， 厚 
于 刘 徽 、 祖 氏 父子 、 李 淳 风 、 杨 辉 、 李 满 ， 每 都 忽略 李 籍 的 贡献 。 
其 实 ， 他 对 于 “ 义 ” 的 工作 有 许多 独到 的 见解 ， 有 些 是 前 无 古人 
之 举 。 例 如 在 《 九 章 算 经 》 经 文中 多 处 出 现 “ 副 置 ”。 何 谓 副 置 ? 
令 人 费解 。 李 籍 解释 说 :“ 副 、 别 也 ， 置 、 设 也 。 别 设 算 、 算 位 有 
所 分 也 。” 是 其 他 类 书 从 未 有 过 如 此 通达 的 阐述 。 以 《 九 章 算术 。 


QD 据 四 库 全 书 文 浏 阁 本 。 
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下 大 ba 
le 村 人 钢 贷 
厅 


周 

辞 

9 控 和 | : 

_ 索 切 | 于 名 志 避 天 月 米 | ， 
之 下 从 上 统 ， 之 氏 之 周 切 | 


行 才 


人 
球 | 


i 周 迪 之 六 
人 
| 


pp 


洲 ERRARR 


过 | 区 商 夺 即 壬 


图 2.5. 2 (南宋 刊本 《 周 佣 算 经 》 书 影 ) 
李 籍 音义 》 为 例 ， 我 们 选 录 其 要 者 如 下 :q 


@ 笔者 准备 另 撰 专文 ,提出 立论 之 理由 ,此 处 因 书 的 形式 所 限 ， 只 能 给 出 结果 。 
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刘 微 序 文 

探 显 ” 申 者 ， 含 蕾 ， 含 蕾 者 、 探 之 可 及 ， 故 《 易 》 日 ， 探 显 。 

索 隐 ” ”隐匿 者 ， 索 之 可 得 ， 故 《 易 》 日 : 索 隐 。 

方 田 章 

除 之 ”去 也 ， 去 之 使 其 少 。 

骗 ”所 以 解 结 [的 工具 ]， 诗 日 ， 童 子 佩 镶 。 

课 分 ”和 欲 知 其 相 多 ，.…… 较 其 相 多 ， 故 日 课 分 。 

密 率 〈( 辨 明 李 淳 风 密 率 非 祖冲之 窗 率 ) 冲 之 …… 密 率 ， 圆 
径 一 百 一 十 和 三、 圆周 三 百 五 十 五 ， 约 率 ， 圆 径 七 、 周 二 十 二 。” 

票 米 章 

御 米 ” 精 于 鞠 也 ， 王 膳 之 米 也 。 

小 直 、 大 类 ” 志 习 也 。 细 旦 小 着 ， 粗 日 大 萄 

衷 分 章 

北 乡 算 算 者 , 计 口 出 钱 。 汉 律 人 出 一 算 、 一 算 百 二 十 钱 ， 
村 人 与 奴婢 倍 算 ， 

少 广 童 

少 广 广 少 纵 多 ， 截 纵 之 多 ， 益 广 之 少 ， 故 日 少 广 。 

半 ” 几 言 半 者 , 以 二 为 分 母 , 言 太 半 ,、 少 半 者 ,以 三 为 分 母 。 

商 功 章 

商 功 ” 商 ， 度 也 ， 以 度 其 功 佣 ， 故 日 商 功 。 

程 桔 〈 辩 明 程 粟 的 要 害 是 相当 率 , 非 各 当 率 ) 程 票 一 解 积 二 
于 七 百 寸 ， 米 一 狸 积 一 千 六 百 二 十 寸 ， 藏 、 若 、 麻 、 麦 一 解 、 积 
二 干 四 百 三 十 寸 。 些 据 精 粗 为 率 ， 使 价 齐 而 不 等 其 器 之 积 寸 也 。 

均 输 章 

发 ， 耕 、 覆 种 (明确 三 种 不 同 农事 ) 

发 ， 伐 也 ， 诗 日 ， 骏 发 尔 私 。 

耕 ， 允 也 ， 诗 昌 ， 亦 服 尔 耕 。 

下 种 ， 复 种 也 ， 孟 子 晶 ,播种 而 顿 之。 
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熏 不 足音 

酿酒 ” 厚 酒 也 

行 酒 市 酒 也 

方程 章 

方程 方 者, 左右 也 ; 程 者 、 课 率 也 。 左右 课 率 ， 总 统 群 物 ， 
故 旦 方程 。 

恢 演 恢 ， 大 也 ， 演 、 广 也 。 

北宋 刊刻 算 经 的 风气 还 影响 到 南宋 。 我 们 上 略 述 概况 。 南 宋 建 
国 后 , 起 初 政局 十 分 不 稳 , 皇帝 赵 构 (1107 一 1187) 尚 且 东 跑 西 颠 ， 
哪里 顾 得 上 数学 教育 ， 连 更 重要 的 学 科 都 不 能 恢复 。 直 到 绍兴 五 
年 (1153 年 ), 南宋 才 算 在 临安 ( 今 杭 州 市 ) 稳 定 下 来 。 但 一 直到 南 
宋 于 公元 1279 年 灭亡 , 也 从 未 提起 恢复 数学 教育 之 事 。 从 绍兴 九 
年 (1139 年 ) 起 到 二 十 一 年 (1151 年 ) 止 虽 曾 多 次 下 启 铁 刻 原 国 子 
监 善 本 书 ， 而 且 决 心 很 大 :“ 虽 重 有 所 费 , 亦 不 惜 也 .。? 但 未 提 到 
重 刊 算 经 .在 这 期 间 ， 有 一 叫 荣 荣 的 说 他 曾 刊 过 《 九 章 算 经 》， 留 

6 是 以 国家 党 设 科 取 士 ， 选 《 九 章 》 以 为 工 经 之 首 ， 盖 犹 
俑 之 六 经 ， 医 家 之 《 难 》《 素 》， 兵 家 之 《孙子 》 欣 。 后 之 学 者 ， 
有 倚 其 门 墙 ， 瞻 其 步 趋 ， 或 得 一 二 者 ， 以 能 自 成 一 家 之 书 ， 显 名 
于 世人 医 ， ooovt 

祭 何 自 靖康 以 来 ， 罕 有 间 本 ， 间 有 丰 者 ， 狸 于 末 习 ， 不 御 本 
意 。 或 隐 间 答 以 其 众 ， 或 添 歌 萌 以 炉 己 ， 舌 万 世 益 人 之 心 ， 为 一 
时 射 利 之 具 。 以 至 真 本 沥 废 ， 伪 本 溢 兴 ， 学 者 泥 于 见 半 ， 伦 做 然 
入 于 迷 望 , 可 胜 记 秋 ? 居 仁 由 义 之 事 , 每 不 平 之 。 恩 向 获 善 本 ， 不 
敢 私 藏 ， 而 今 而 后 ， 对 人 之 法 ， 瞳 而 复明 ， 仆 而 复 起 ， 学 之 者 得 
读 其 全 经 ， 悟 之 者 必 达 徽 目 和 吴 。 不 亦 善 平 ? 说 命 工 铁 板 ， 庶 广 其 


中 [ 宋 」] 王 应 觅 . 玉 海 卷 一 二 O 〇 。 
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传 ， 四 方 遥 子 ， 得 以 鉴 看 。 时 圣 宋 绍兴 十 和 八 年 戊 展 岁 八 月 旦 两 成 
日 ， 寓 临安 府 注 阳 学 算 荣 策 序 。” 

这 篇 序 虽 然 不 长 ， 但 却 透 露出 一 些 有 价值 的 信息 : 首先 是 在 
北 南 宋 混乱 之 际 ， 原 来 北宋 元 丰年 刊印 的 《 九 章 算 经 》 等 监 本 算 
经 已 很 难 找到 ; 其 次 是 社会 上 大 基 出 现 以 “ 射 利 ”为 目的 水 平 低 
劣 的 数学 书 到 处 泛滥 ， 再 次 是 在 这 些 书 中 ， 他 特别 提 到 “ 添 歌 
条 ”的 一 类 , 看 来 在 数学 书 中 加 歌词 诗句 是 南泉 初期 的 普遍 现象 ， 
不 是 到 100 年 后 的 杨辉 时 代 才 如 此 ， 最 后 是 荣 荣 手中 有 一 “ 善 
本 ”， 无 疑 应 是 元 丰年 监 本 《 九 音 算 经 》。 

薪 柴 说 “说 命 工 镁 板 ,， 庶 广 其 传 *,， 这 件 事 似 应 是 他 作 序 的 绍 
兴 十 八 年 (1148)。 可 是 从 未 有 关于 这 种 版 本 《 九 章 算 经 》 的 记载 ， 
更 未 见 到 实物 。 难 道 他 仅 有 刊 书 的 打算 ， 而 实际 未 刊 ? 如 果 未 刊 
书 ， 那 么 序 文 是 如 何 流传 下 的 呢 ? 是 个 很 大 的 谜团 。 

淋 染 其 人 “ 寅 临安 府 沪 阳 学 算 ”, 说 明 他 不 是 临安 府 人 , 而 是 
汗 阳 人 寅 居 临 安 府 , 汗 阳 又 在 哪里 ? 尚 待 研究 。“ 学 算 ” 不 像 是 官 
名 ， 或 是 指 他 是 学 习 数 学 的 ? 也 不 好 理解 。 

又 过 了 60 多 年 , 确实 有 人 刊印 算 经 , 就 是 鲍 尝 之 。 先 是 他 于 
庆 元 庚申 (1200 年 ) 在 临安 与 天 文学 家 杨 忠 辅 讨论 历法 问题 时 ， 
“ 因 从 其 家 得 古本 《 九 章 》， 乃 汗 都 之 故 书 ， 今 秘 阁 所 定 著 亦 从 此 
本 写 以 送 官 者 也 。?” 岂 大 约 是 由 于 受到 此 事 的 鼓舞 , 使 他 锐意 搜 求 ， 
从 临安 七 宝山 三 茅 宁 寿 观 道藏 中 得 到 《 数 术 记 遗 》“ 即 就 录 之 ,以 
补 算 经 之 缺 .”2 嘉定 (1208 一 1224) 时 他 到 福建 汀 州 做 地 方 官 ， 把 
这 些 书 带 到 汀 州 , 并 于 嘉定 五 .六 年 (1212.1213 年 ) 全 部 按 元 丰 刊 
印 版 式 重 刻 重印 出 版 。 程 大 位 说 :,“ 宋 元 丰 七 年 刊 十 书 入 秘书 省 ， 
又 刻 于 汀 州 学 校 "， 即 有 《黄帝 九 章 》、《 周 佣 算 经 》《 五 经 算法 》、 


中 [未 ] 鲍 尝 之. 《 九 章 算 经 》 后 序 。 
四 [ 打 ] 鲍 尝 之 . 《 数 术 记 遗 》 后 记 。 
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《海岛 算法 》、《 孙 子 算法 》《 张 丘 建 算法 》《 五 曹 算法 》《 缉 十 算 
法 》《 夏 候 阳 算法 》《 算 术 拾遗 ;由 ， 书 名 多 不 准确 ， 估 计 他 都 没 
见 到 原 书 。 所 谓 “ 又 刻 于 汀 州 学 校 ” 者 ， 即 指 鲍 浣 之 在 汀 州 所 刻 
之 算 经 。 

鲍 浣 之 当时 到 底 刊 印 了 多 少 种 算 经 ， 是 否 即 元 丰 七 年 那 几 种 
外 加 《 数 术 记 遗 》 估计 应 是 这 样 。 这 批 书 刻 工 精细 ， 版 式 考 究 ， 
实 为 难得 的 善本 。 特 别 重 要 的 是 保留 了 元 丰 监 本 的 式样 和 进 呈 官 
员 的 普 名 , 使 人 们 能 了 解 北宋 刊印 算 经 的 情况 , 其 价值 同样 极 大 。 
前 面 曾经 指出 过 :元 丰 刊 印 算 经 之 重大 贡献 ， 可 是 遗憾 的 是 那 批 
算 经 连 一 部 都 未 流传 下 来 ， 幸 有 鲍 浣 之 重 刊 才 能 使 今 人 间接 见 到 
元 丰 监 本 算 经 之 面 狂 。 因 此 对 鳄 演 之 的 贡献 也 不 能 低估 。 

鲍 浣 之 重 刻 算 经 问世 之 后 ， 又 饱 经 沧桑， 在 多 次 战乱 中 ， 散 
佚 追 尽 ， 到 清 代 只 有 孤本 8 种 在 私人 藏书 家 手中 ， 它 们 是 《 九 章 
算 经 》《 周 体 算 经 》、《 和 孙子 算 经 》、《 五 曹 算 经 》、《 张 顾 建 算 经 》、 
《 收 修 阳 算 经 》 和 《 缉 古 算 经 》, 由 毛 雇 (1640 一 ?) 收 藏 .。《 数 术 记 
遗 ) 则 轧 转 到 了 李 盛 铎 处 ,目前 只 有 5 部 半 :《 九 章 算 经 》( 前 五 卷 )、 
《 周 解 算 经 》、《 张 丘 建 算 经 》 和 《孙子 算 经 》， 藏 于 上 海 图 书馆 ; 
《五 曹 算 经 》 和 《 数 术 记 遗 》， 藏 于 北京 大 学 图 书馆 。1981 年 把 这 
些 算 经 照 原样 影印 , 汇编 为 《 宋 刻 算 经 六 种 》, 由 文物 出 版 社 出 版 。 

宋代 由 民间 出 版 的 数学 书 相 当 多 , 仅 程 大 位 所 举 之 书 就 有 20 
多 种 名 ,实际 上 超过 50 种 @. 这 里 不 次 @。 由 此 可 知 , 南宋 出 现 秦 
九 毅 那样 的 大 数学 家 绝 不 是 一 水 孤立 的 鲜花 ， 而 是 有 深厚 的 数学 
社会 根基 ， 是 众 花 中 之 佼佼 者 。 


曲 [ 明 ] 程 大 位 ， 算 法 统 宗 。 算 经 源流 。 

多 [ 明 ] 程 大 位 ， 算 法 统 宗 ， 算 经 源流 ， 

多 李 迪 。 中 国 数 学 史 简 编 ， 沈 阳 : 辽宁 人 民 出 版 社 ，1984，149~152 
个 详 见 本 《大 系 》 副 卷 第 二 卷 。 
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三 册 封 呈 人 


当时 中 书 舍 人 拟定 名 单 ， 定 公 、 修 、 伯 、 子 、 男 五 等 历 位 册 
封 知名 天 文 算 学 家 。 上 文 已 列举 其 中 算 学 家 16 人 。 很 可 能 当时 是 
按照 籍贯 、 居 住 或 活动 地 点 命名 进 珊 。 我 们 对 照 成 书 于 北宋 初 的 
《 百 家 姓 ; 郡 望 (望族 郡 属 ) 与 各 人 嚼 名 并 不 一 致 ,这 说 明 宋 时 离 汉 、 


唐 疝 近 , 当时 资料 显然 真实 性 甚 于 今日 …… 下 表 为 姓氏 、 和 郡 名 、 顺 


名 对 照 ( 表 2. 5.1) 是 推测 五 代 以 前 数学 家 籍贯 、 或 生活 地 点 的 难 
得 素材 ， 例 如 : 

落下 冰 ”《 百 家 姓 》 未 收 “ 落 下 ”这 一 姓 。 东 汉 《 风 俗 通 
义 》 记 ， 汉 代 有 落下 头 ， 说 他 是 巴 郡 人 。 本 姓 黄 ， 以 其 隐居 地 名 
洛 下 , 因 以 为 姓 2, 而 中 书 舍 人 封 他 为 阅 中 男 , 按 阐 中 在 今 四 川 省 
北部 阅 中 县 境 。 据 此 我 们 对 落下 浆 的 籍贯 有 进一步 认识 。 

刘 微 ”有 人 据 以 考 订 刘 微 可 能 是 山东 省 邹平 县 人 ,理由 是 : 汝 
乡 不 是 刘 姓 郡 望 ， 也 不 是 刘 徽 生前 封号 ， 因 此 只 能 是 其 籍贯 或 其 
活动 地 区 。 又 根据 《 汉 书 》《 元 丰 九 域 志 》…… 等 史 典 。 淄 乡 在 
今 山 东 省 邹平 县 境 .@ 
 ， 刘 洪 、 刘 类 、 李 淳 风 、 张 衡 、 祖 冲 之 等 人 其 他 史料 所 记 与 封 
嚼 名 相符 ， 而 与 《 百 家 姓 》 和 郡 望 有 出 入 。 其 他 人 的 籍贯 ， 如 再 有 
别 的 文献 为 证 ， 就 可 以 循 以 揣测 ， 因 为 狠 名 大 都 是 地 名 ; 平 陆 夏 
侯 阳 、 无 极 甄 弯 、 介 休 王 孝 通 等 。 


表 2.5.1 册封 哮 人 郡 名 页 名 比较 


姓 | 算 学 家 “| 《 百 家 姓 》 导 名 自 报 或 史 称 籍贯 “| 册封 怖 名 
边 | 边 风 | 陈 留 | | 成 安子 


QD 汪 宗 区 ， 中 国 姓氏 辞典 ， 北京 .北京 出 版 社 ，1993 
@ 郭 书 春 ， 刘 微 祖 籍 及 其 思想 ， 刘 徽 学 术 思想 研讨 国际 会 议 ， 北 京 ，1991 


边 
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《 百 家 姓 》 和 都 名 
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报 或 史 称 籍贯 


宣 | 爱 | 认 
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册封 赚 名 


安定 但 
昌 户 伯 
阀 中 男 
昌 乐 子 
淄 乡 男 
演 阴 子 
昌 亭 子 
郁 夷 公 
平 陆 男 
西 鄂 伯 
信和 成 男 
介 休 子 
东平 伯 
无 极 男 
范阳 子 
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第 三 编 
南 林 时 代 秦 九 狠 ( 上 ) 


南宋 时 代 (1127 一 1279) 数 学 界 两 颗 靓 丽 的 明星 一 一 秦 九 韶 和 
杨辉 的 传世 佳作 将 从 第 三 编 起 叙说 。 由 于 秦 氏 著录 特别 丰硕 ， 以 
下 分 三 编 介 绍 : 本 编 述 秦 九 前 与 《 数 书 九 章 》。 


第 一 章 泰 九 表 身 世 


第 一 节 秦 九 稻 简 传 


秦 九 前 字 道 古 ( 约 1202~1261)，, 杰出 的 数学 家 , 在 《 宋 史 》 里 
无 传 ， 但 根据 零星 史料 ， 其 生 卒 、 仕 宣 、 行 踪 、 学 术 活 动 等 大 致 
可 以 查考 。 

秦 九 前 专著 《 数 书 九 章 》18 卷 ， 每 卷 开 始 都 署名 :和 鲁 郡 秦 九 
毅 ， 他 是 齐鲁 人 士 ， 可 无 疑义 清 。 


中 严 教 杰 在 专著 “ 秦 九 韶 年 谱 初 稿 ” 以 秦 父 在 四 川 安 后 做 宫 ， 断 为 蜀 普 州 安 岳 
人 。 但 又 说 :“ 秦 的 始 姓 有 在 鲁 , 鲁 又 有 秦 氏 ， 居 于 秦 邑 。 今 浴 州 范 县 (山东 省 ) 北 有 秦 
学 ， 是 其 地 。 以 邑 为 氏 ， 用 和 鲁 郡 为 秦 ， 犹 如 用 天 水 为 赵 ， 琅 事 为 王 等 相同 .” 按 都 名 
《 百 家 姓 》 赵 姓 郡 名 确 是 天 水 , 但 秦 姓 则 隶 太 原 . 郡 名 中 有 和 鲁 字 者 ;“ 鲁 国 ” 孔 、 濮 、 车 、 
公 西 、 邮 五 姓 ,“ 东 鲁 ” 者 端木 ， 有 二 姓 。 无 以 “和 鲁 郡 ”为 郡 名 的 姓 。( 上 海 古 箱 出 版 
社 ,1988 年 版 ) 可 见 秦 氏 署 鲁 郡 ， 并 不 是 以 邑 为 氏 。 
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父亲 秦 季 杠 与 浙江 籍 文学 家 、 思 想 家 陈 亮 (1143~1194) 同 榜 
进士 ， 曾 任 四 川 巴 州 太守 。1219 年 四 川北 部 一 带 反 政府 武装 攻占 
巴 州 等 地 , 秦 季 概 弃 城 , 带 着 全 家 去 南宋 偏 安 京师 临安 ( 今 浙 江 杭 
州 ), 并 先后 出 任 工 部 郎中 、 秘书 少 监 等 官职 。 1225 年 任 四 川 潼 川 
府 知府 , 重 返 四 川 .1226 年 正月 十 二 日 他 带 着 儿子 九 前 到 党 州 ( 今 
四 川 省 涪陵 ) 与 党 州 太守 李 于 等 同 去 观看 著名 旅游 胜地 和 水 文 设 
施 一 一 日 移 梁 石 鱼 ( 本 卷 附 录 一 )， 并 兴致 勃勃 刻 石 题名 ， 其 中 有 
“ 季 概 之 子 九 韶 道 古 ， 玛 之 子 泽 民 过 可 同 来 游 石 鱼 ” 等 语 ( 图 
3.1.1) 出 ， 这 是 秦 九 韶 首 次 在 历史 上 留 下 的 石刻 的 永恒 不 谢 的 姓 
名 。 

《 数 书 九 章 》 秦 九 前 自序 说 ,“ 早 岁 侍 亲 中 都 (京都 .临安 )， 因 
得 访 太史 ”, 当 是 季 郴 举 家 到 京城 问 事 , 此 后 就 随 父 回 到 四 川 .1233 
年 前 后 ， 成 都 潜 ( 官 名 ) 李 刘 著 《 梅 学 四 六 标准 》 中 写 道 “ 回 秦 县 
尉 九 毅 谢 差 校正 启 ” 等 字样 ， 可 证 当时 九 韶 曾 任 某 县 县 尉 。 

1236 年 蒙古 皇子 奎 腾 率 汪 世 显 等 攻 入 四 川 , 嘉陵 江 流 域 各 地 
都 受到 兵 灾 .《 数 书 九 章 》 自 序 记 ,“ 际 时 狄 患 ， 历 岁 遥 塞 ， 不 自 
意 全 于 矢 石 间 ， 尝 险 震 忧 ， 鞋 昔 十 礼 。” 如 从 《 数 书 九 章 》 成 书 年 
回溯 十 年 ， 正 是 元 兵 入 川 之 时 ， 秦 氏 于 久 经 兵乱 之 后 不 得 不 离 乡 
背 井 ， 往 东南 避难 。 

内 氏 离 开 四 川 东 行 时 曾 任 昔 州 ( 今 湖北 省 昔 春 ) 及 和 州 ( 今 安 
徽 省 和 县 ) 官 员 。 周 密 《 癸 辛 杂 识 》 说 他 “ 既 出 东南 ， 多 交 豪 富 ， 
住家 湖州 西门 外 ， 建 党 于 若 溪 之 上 ， 极 其 宏 敞 ”。 

在 湖州 期 间 ， 秦 氏 度 过 了 他 学 术 生 涯 中 最 重要 的 历程 ， 他 任 
“ 通 直 妇 淳 祷 四 年 八 月 到 任 ， 十 一 月 丁 母 优 解 官 离 任 "@， 这 就 是 


@ 杨 齐 . 秦 九 毅 党 州 观 石 色 小 考 .，1987 年 国际 会 议论 文 , 北京 : 北京 师范 大 学 ， 
1987 


四 《 景 定 建 康 志 》 卷 24， 官 守 志 ， 通 判 厅 。 
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图 3.1.1 
说 ,他 在 1244 年 , 在 建 康 府 ( 今 江 苏 省 南京 市 ) 做 官 , 不 久 因 母亲 
去 世 ， 按 规定 解职 。 此 后 三 年 间 在 湖州 著 书 立 说 。 名 著 《 数 书 九 
章 》 就 是 在 居家 守 孝 时 写成 的 。 周密 说 :“ 或 以 历 学 荐 于 朝 , 得 对 。 
有 委 稿 及 所 述 《 数 学 大 略 》.” 周 密 又 说 秦 宅 所 在 地 在 湖州 西门 外 ， 


118 第 一 章 ” 秦 九 谓 喘 世 


“地 名 曾 上 ” 今 考 “ 曾 上 ” 系 “ 会 上 ”之 误 。 秦 氏 同 代 人 湖州 安 
吉 陈 振 孙 ( 基 兴 知府 ), 著 人 《 直 毅 书 录 解 题 》 收 录 秦 氏 此 新 作 ,并 赞 
赏 “ 博 学 多 能 , 尤 这 历法 。 凡 近世 诸 历 皆 传 于 秦 ,所 言 得 失 , 亦 悉 著 
其 语 云 。 ”由 于 陈 的 推介 , 尚 是 手稿 的 4 数学 大 略 ) 渐 为 人 知 ,因此 后 
来 为 明 人 收入 《永乐 大 典 》。 秦 氏 另 一 同 代 人 潮州 新 市 吴 潜 ,在 湖州 
上 学 ,后 考 中 状元 ,还 二 度 入 相 。 曾 上 痊 “ 当 预 著 人 才 , 以 备 患 ”。 吴 
潜在 湖州 也 因 “ 了 于 母 忧 ”居家 ,与 秦 氏 过 从 甚 密 , 会 上 地 基 就 是 吴 潜 
所 赠 。 此 后 秦 氏 仕途 升迁 ,很 可 能 都 得 到 吴 潜 提 举 。 

1254 年 九 韶 又 到 建 康 , 任 沿江 制 置 司 参议 ,不 久 又 去 职 家 届 。 
1258 年 任 琼州 守 ,1260 年 到 梅州 ( 今 广 东 省 梅县 ) 赴 任 ， 卒 于 任 所 
(1261 年 )。 

以 上 是 秦 九 韶 一 生 简历 。 

他 “性 极 机 巧 ， 星 象 、 音 律 、 算 术 以 至 营造 等 事 无 不 精 究 ”， 
还 尝 从 李 梅 襄 学 群 俩 诗词 。“ 游 戏 、 球 、 马 、 弓 、 剑 , 莫不 能 知 。”%2 
可 见 他 从 目 然 科 学 到 社会 科学 ， 从 技术 到 文学 、 游 戏 、 武 术 无 不 
通晓 。 从 《 数 书 九 章 》 一 书 内 容 看 ， 与 周密 所 记 相 符 。 该 书 内 容 
虽 以 数学 为 主线 ， 而 命题 应 用 范围 至 为 广泛 ， 天 文 历法 、 水 利水 
文 、 建 筑 、 测 绘 、 农 耕 、 军 和 潮 、 商 业 贸 易 、 货 币 金 融 等 方方面面 
都 有 涉及 。 而 且 全 书 不 但 在 数量 上 取胜 , 重要 的 还 在 质量 上 拔尖 。 
从 历史 发 展 前 后 比较 ,可 以 说 秦 氏 九 章 可 与 《 九 章 算术 》 媲美 ; 从 
世界 范围 广度 比较 ， 秦 氏 九 章 不 愧 为 数学 名 著 。 


第 二 节 束 九 宴 学 术 思 想 
秦 氏 《 数 书 九 章 》 分 18 卷 , 约 27 万 字 ， 是 我 国 重要 数学 经 


个 韩 祥 临 实地 调查 ， 会 字 货 体 写 法 人 字 头 ， 与 曾 字 头 缠 误 ， 
多 周密 《类 辛 杂 识 》 续 集 下 。 
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典 ， 有 划时代 意义 的 创作 。 大 厦 之 成 ， 其 来 有 自 。 秦 氏 个 伐 宏 论 ， 
成 林 之 路 值得 我 们 追 迹 。 从 上 述 简历 和 其 他 文献 来 看 ， 他 的 学 术 


其 一 , 他 父亲 长 期 从 政 , 他 自己 也 出 任 多 处 地 方 行政 官吏 。 在 
行政 管理 工作 中 , 广泛 地 接触 工程 技术 、 农田 水 利 、 海 运 交 通 、 钱 
粮 利 税 、 商 品 交 易 、 军 事后 勤 等 工作 ， 为 他 著作 《 数 书 九 章 》 采 
集 素 材 提供 了 十 分 有 利 的 条 件 。 

其 二 ,《 数 书 九 章 。 序 》:“ 尝 从 隐 和 君子 受 数学 ”， 可 见 秦 氏 之 
学 并 非 无 师 自 通 ,而 是 前 人 知识 的 积累 和 发 展 ,已 有 学 者 ?考证 隐 
君子 很 可 能 是 宋代 道学 家 陈 元 靓 。 秦 氏 向 老师 叫 教 含 今 称 数学 在 
内 的 各 种 学 间 ， 逐 渐 形 成 专 才 。 另 一 方面 在 《 序 》 中 又 说 :“ 早 岁 
侍 杀 中 都 , 因 得 访 习 于 太史 ”。 太史 指 国家 天 文 历法 官员 。 这 是 说 
当 他 随 父 亲 抵 达 当 时 国家 首都 后 ， 他 有 进一步 进修 的 机 会 ， 学 习 
造 历 知识 ， 为 所 创造 的 大 衍 总 数 术 提供 必 不 可 少 的 基础 。 

秦 氏 学 术 思 想 反 映 在 《 数 书 九 章 》 全 书 ， 其 要 者 有 三 ， 


_ 爷 观 俯 察 ， 以 拟 于 用 


在 《 数 书 九 章 。 序 》 中 , 秦 氏 分 析 数 学 一 度 成 为 绝学 的 原因 ， 
是 因为 古代 数学 能 服务 于 实践 , 才能 产生 如 汉代 的 张 苍 、 耿 寿 昌 ， 
使 “法 传 于 后 "， 而 “后 世 学 者 自 高 ， 名 之 不 讲 ， 此 学 列 绝 ”。 秦 
氏 目 己 就 “ 尝 设 为 问答 ， 以 拟 于 用 ， 积 多 而 惜 其 弃 ， 因 取 八 十 一 
题 , 厘 为 九 类 ”。《 数 书 九 章 》 就 按 之 分 类 ， 天 时 、 地 理 、 经 济 、 赋 
役 、 营 造 、 水 利 、 治 炼 、 酿 造 ……。 有 社会 现象 ， 也 有 自然 现象 ， 
正 说 明 秦 氏 对 数学 应 用 广泛 性 的 良好 认识 。 下 面 引 录 某 些 典型 例 
题 ， 以 反映 秦 氏 数学 应 为 社会 实践 服务 的 学 术 思 想 。 


中 李 迪 . 秦 九 婴 传 略 . 秦 九 前 与 4 数 书 九 章 》 北京 : 北京 师范 大 学 出 版 社 , 1987， 
28~29 
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积 年 

在 元 代 《 授 时 历 》 之 前 ， 作 为 求 历 法 时 间 原 点 的 上 元 积 年 是 
历代 经 国 大 书 ， 只 是 历法 计算 是 国家 机 密 ， 密 不 外 传 。 秦 氏 在 目 
序 中 说 :“ 独 大 和 枉法 不 载 《 九 章 》， 未 有 能 推 之 者 。 历 家 演 法 颇 用 
之 ”。 又 说 :“ 历 家 虽 用 ， 用 而 不 知 ”。 他 在 临安 既 有 机 会 就 学 于 国 
家 历法 机 关 ， 就 “小 试 经 世 ， 姑 推 所 为 ”， 以 专心 研究 所 得 ,， 终 至 
绝学 能 传 于 后 世 。 查 《 宋 史 ， 律 历 志 》 记 :“ 开 禧 历 上 元 甲子 至 开 
祠 三 年 丁 卯 ， 岁 积 七 百 八 十 四 万 八 千 一 百 八 十 三 年 ">; 而 《 数 书 九 
章 》 卷 3 第 3 题 “ 治 历 演 纪 ”以 21 页 篇 幅 ， 按 大 衡 、 演 纪 术 等 方 
法 认真 计算 ， 秦 氏 的 结果 与 《 宋 史 》 记 录 完 全 符合 ， 这 是 他 理论 
为 实践 服务 ， 反 过 来 实践 也 丰富 了 理论 学 术 思 想 的 真实 写照 ， 像 
南北 朝 时 祖 眶 球 积 术 、 秦 氏 同 龄 人 杨辉 所 保存 的 增 乘 方法 一 样 ,三 
足 易 立 。 中 国 数学 发 展 史 上 的 二 颗 宝 石 得 以 永 传 后 代 。 阮 元 《 畴 
人 传 。 秦 九 前 》 论 云 : 

“ 自 元 郭 守 阁 授时 术 截 用 当时 为 元 ,迄今 五 百年 来 , 畴 官 术士 ， 
无 复 有 知 演 纪 之 法 者 ， 独 《 数 书 九 章 》 犹 存 其 术 ， 哮 十 之 士 得 以 
考 见 古人 推演 积 年 日 法 之 故 ， 盖 犹 告 朔 之 特 羊 | 疾 。” 

降水 

秦 氏 书 载 有 关于 测 雨 、 验 轨 题 4 道 ， 这 是 我 国 ， 也 是 世界 气 
象 学 史上 降水 计算 的 最 早 记 录 。 由 于 当时 其 雨 器 截面 上 下 直径 不 
一 ， 需 经 折算 为 表面 口径 为 上 底面 的 水 柱 体 ， 就 需要 立体 几何 换 
算 知 识 。 南 宋 偏 安江 南 ， 人 口 增 加 ， 而 耕地 有 限 ; 围 圩 造田 已 成 
为 当务之急 ， 降 水 其 的 准确 设施 十 分 必要 。 秦 氏 书 卷 4 第 2 题 提 
出 中 肯 主 张 : 

“分 州 那 都 有 天 池 盆 ,以 测 雨 水 ,但 知 以 人 当中 之 水 为 得 雨 之 数 ， 
不 知 器 形 不 同 , 则 受 雨 多 少 亦 异 , 未 可 以 所 测 便 为 平地 得 雨 之 数 。” 


QD 典故 见 《 论 语 ， 八 俗 》。 
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农田 

《 数 书 九 章 》 卷 5 第 2 题 ， 

“ 间 沙 田 一 段 ， 有 三 儿 ， 其 小 科 一 十 三 里 ,中 伴 一 十 四 里 ,大 
科 一 十 五 里 ， 欲 知 为 田 几 何 ?” 

从 事 造 田 活动 ， 先 应 求 其 地 积 ， 然 而 沙田 地 域 如 此 广 益 ， 边 
长 易 霹 ， 边 长 的 高 ， 即 使 用 现代 测量 手段 也 难 测定 。 因 此 《 九 章 
算术 》 半 底 正 从 ( 禹 ) 相 乘 的 公式 失效 。 秦 氏 别 立 蹊 径 ， 为 数学 新 
添 箱 章 ， 创 造 三 斜 求 积 之 术 。 

水 利 

秦 氏 书卷 6 第 1 题 ( 漂 田 推 积 )， 第 3 题 ( 围 田 先 计 ) 等 是 当时 
围 圩 造田 真实 记录 .《 宋 史 。 河 渠 六 》 说 太湖 区 域 围 田 ， 

“政和 (1111~ 一 1118) 中 太平 州 ( 今 安 徽 当 涂 ) 围 丹阳 湖 田 ， 
be ， 建 康 府 围 石 白 湖 田 ， 规 模 宏大 ， 宽 广 都 达 五 六 十 里 ， 有 田 
九 百 五 十 余 需 。” 

在 “ 围 田 先 计 ” 题 中 所 记 围 田 ， 其 水 工 建筑 物 如 堤 梗 、 闸 门 ， 
其 规模 1 866 需 ,都 能 真实 反映 当时 实况 。 其 中 所 说 田 梗 边 坡 横路 
3、 纵 10 是 合理 的 设计 。 又 卷 13 第 4 题 ( 计 滩 河渠 ) 河 长 48 里 .上 
流 深 8 尺 , 下游 深 1 丈 8 尺 , 其 河道 坡 降 (16 一 8) 二 (48X1500) 一 
1 : 90 000， 这 也 是 很 合理 的 设计 。 

统计 

同 书卷 12 第 5 题 

“有 米 一 千 五 百 三 十 四 石 ， 米内 夹 谷 。 取 米 一 检 : 二 百 五 十 四 
粒 中 有 谷 二 十 八 颗 ， 又 已 知 每 生 有 米 三 百 颗 ， 问 : 其 米 、 谷 各 多 
少 ?” 

原 题 答 数 是 内 米 1 364. 897 6 石 , 谷 169. 102 3 石 。 从 本 题 说 明 
秦 氏 已 具有 随机 抽取 样本 以 估计 总 体 的 统计 设想 。 
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二 数理 精微 ， 探 隐 索 源 


泰 氏 为 数学 勤奋 工作 ， 写 成 食 81 个 算 题 的 专著 。 各 题 内 容 、 
解法 各 有 特色 ， 题 后 又 附 详细 演算 草 文 ， 这 在 我 国 古代 数学 书 中 
是 开创 之 作 。 在 理论 探索 上 ， 他 力图 有 所 发 明 ， 寓 思 苦 想 ， 在 书 
中 不 止 一 次 地 溢于言表 ;“ 乃 肆意 其 则 ， 旁 请 方 能 , 探索 可 小 粗 
行 有 得 焉 。” 他 悟 得 前 人 “所 谓 方 程 , 正 是 大 衍 术 , 今 人 少 用 。…… 
初 无 定 法 可 传 ， 其 是 惑 误 后 学 , 易 失 古人 之 术 意 ”。 他 深 知 “数理 
精微 ,不易 识 破 ”, 但 他 “ 穷 年 致 志 , 感 于 梦 守 。 幸而 得 之 ,并 不 
敢 隐 。” 秦 氏 在 数学 探索 中 所 取得 的 成 果 在 书 中 有 的 虽 只 举 其 特 
例 ， 如 线性 方程 解法 ， 高 次 方程 数值 解法 ， 由 于 有 详细 草 文 ， 后 
人 可 以 依法 模仿 , 不 难 习 得 一 般 规 律 。 有 的 用 文字 表示 和 解 题 法 则 ， 
虽 言 简 , 但 意 赎 ,， 等 效 于 今日 用 字母 表达 的 公式 , 足以 按部就班 ， 
算出 答案 。 如 三 斜 求 积 法 则 ,等 同 十 希腊 海伦 (Heron) 公 式 。 而 大 
入 总 数 术 行文 紧凑 ， 却 井然 有 序 。 人 们 应 该 体会 到 先哲 能 使 用 的 
数学 工具 很 简陋 ， 赁 借 古 汉语 要 在 “ 今 人 少 知 ”情况 下 做 到 有 
“ 定 法 可 传 ” 不 惑 后 学 ,又 不 失 古 人 之 术 意 , 其 难度 可 想 而 知 。 秦 
氏 对 此 却 作出 出 色 成 绩 ， 只 用 了 855 字 把 复杂 的 数学 现象 总 结 完 
整 ， 能 够 经 受 现代 数学 检验 而 无 可 指责 ; 能够 超前 好 几 百 年 于 外 
国 第 一 流 数 学 家 同类 成 果 ， 止 可 以 说 明 秦 氏 对 数学 知识 的 深究 修 
养 和 深思 的 虑 。 另 一 方面 他 在 命题 、 解 题 中 反映 了 综合 运用 各 种 
数学 知识 的 能 力 ， 例 如 计 立 方 营 一 题 ， 治 几何 、 数 列 、 代 数 十 一 
炉 ， 是 前 无 十 人 之 作 。 


秦 氏 在 传授 数学 方面 也 卓著 功勋 。 在 《 数 书 九 章 》 中 他 多 次 
塑 进 各 种 模型 或 以 浅显 再 例 以 引出 数学 问题 ， 然 后 立 出 法 则 ， 从 
话 计 算 ， 必 要 时 还 绘制 针对 性 图 样 ， 图 样 之 多 、 之 精 ， 也 是 过 去 
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从 来 之 最 .。 现 举 一 些 突出 例子 , 以 介绍 秦 氏 这 一 方面 的 学 术 思 想 。 

大 衍 类 是 全 书 最 精采 的 课题 之 一 ， 也 是 最 难 学 的 课题 。 他 在 
章 之 首 列 出 大 衍 总 数 术 之 后 ， 在 卷 1、 卷 2、 卷 3 列 出 十 个 算 题 ， 
不 厌 其 详 、 反复 运算 这 一 法 则 , 分 别 解 题 。 如 果 单 纯 从 为 生产 、 生 
活 实 践 标准 来 衡 基 , 这 些 算 题 大 多 数 是 数学 游戏 , 何 神 国计民生 ? 
实际 上 ， 秦 氏 如 此 安排 ， 有 着 高 教 于 乐 的 深意 。 他 企图 从 分 工 建 
丝 、 七 库存 钱 、 大 小 三 狸 、 信 使 行程 、 砖 块 砌 地 、 三 贼 窃 米 等 题 ， 
为 卷 1 第 2 题 ( 古 历 会 积 )， 卷 3 第 3 题 ( 治 历 演 纪 ) 计 算 上 元 积 年 
服务 ， 从 3 个 同 余 式 到 8 个 同 余 式 的 同 余 组 ， 从 自然 数 模 、 正 数 
异 、 负 数 模 、 分 数 模 、 小 数 模 、 两 两 互 素 模 、 不 两 两 互 素 摸 ， 从 
大 衍 术 到 演 纪 术 ， 上 反复 练 习 ， 以 达到 总 练 运 用 大 衍 总 数 术 。 从 照 
和 顾 初 学 者 学 习 数 学 效果 看 ， 秦 氏 对 教材 安排 如 此 细致 、 周 到 ， 用 
心 恨 二 ， 无 疑 在 数学 教学 上 能 收 到 积极 效果 。 

我 国 是 代数 学 发 展 最 早 的 国家 ， 二 次 至 四 次 方程 的 物理 、 几 
何 模型 最 早 在 我 国产 生 。 古 代 塑 造 模型 列 出 方程 并 非 轻而易举 的 
直 。 秦 氏 在 卷 5 第 1 题 ( 尖 田 求 积 ) 为 使 方程 具有 整 系数 ， 他 对 无 
理 数 系 数 连续 两 次 作 有 理化 变换 , 获得 四 次 方程 ,又 在 卷 8 第 2 题 
(明度 圆 城 ) 用 相似 三 角形 性 质 定理 获 得 数字 系数 十 次 方程 ， 使 中 
国 数学 走 上 新 的 台阶 。 从 传世 的 数学 文献 比较 ， 在 代数 领域 内 秦 
氏 的 代数 恒 等 变 换 技 能 和 技巧 ， 设 未 知 数 为 某 某 ， 再 据 题 意 建 立 
方程 (方程 组 ) 的 能 力 ， 和 在 北宋 数学 家 已 有 基础 上 求 这 些 方程 数 
值 解 的 能 力 一 三 者 都 达到 最 好 水 平 。 有 可 能 秦 氏 从 北方 学 者 风 
图书 有 立 天 元 一 的 新 鲜 、 先 进 数 学 方法 ， 但 知之 不 详 。 所 以 在 其 
大 入 求 一 本 中 对 于 解 一 次 同 余 式 ar 圭 1(mod 6) 中 对 计数 函数 J 
二 jr! 十 jx-z，jo 二 0, 而 户 恒 等 于 1 工 (不 论 qi 是 什么 数 ), 他 把 这 
个 常数 误 用 为 “ 立 天 元 一 ”。 而 在 建立 多 项 式 方程 时 , 方程 虽 已 顺 
利 列 出 ， 却 始终 未 用 “天 元 ”这 个 词 ， 因 此 造成 错觉 ， 南方 学 者 ， 
包括 秦 九 前 在 内 不 懂 天 元 术 ,“《 数 书 九 章 》 中 所 有 的 高 次 方程 不 
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可 能 是 由 天 元 术 推 导出 来 的 。” 我 们 认为 这 是 误解 。 建立 方程 的 方 
法 唐 已 有 之 ， 阮 元 在 《 畴 人 传 。 王 孝 通 》 说 得 好 ,“ 孝 通 《 缉 十 》 
实 后 来 立 天 元 术 之 所 本 也 ”。 日 本 学 者 三 上 义 夫 在 其 《中 国 数学 之 
特色 》 中 说 :“ 唐 王 孝 通 之 三 次 方程 已 用 与 天 元 术 相 同 之 方法 , 故 
所 谓 天 元 术 ， 其 形式 上 虽 新 ， 而 在 传统 上 则 谓 为 承继 古 式 ， 亦 无 
不 可 也 。” 这 是 可 以 接受 的 。 本 卷 将 在 第 四 编 第 三 章 适 定 方程 以 
足够 多 的 范例 进一步 陈述 秦 民 上 述 三 种 非凡 的 代数 学 基本 功力 ， 
他 与 北方 代数 学 家 工作 之 差 仅 是 形式 ， 形 蜡 实 同 也 ，。 

在 算术 、 几 何 领 域内 ， 秦 氏 也 有 众多 创新 之 处 。 


@ 三 上 义 夫 ， 中 国 算 学 之 特色 ， 上 海 : 商务 印 书馆 ，1929， 67 
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第 二 章  《 数 书 九 章 )》 版 本 及 其 流传 


第 一 弟 《 数 书 九 章 》 简 介 


秦 氏 在 其 《 数 书 九 章 。 序 》 中 述说 写 书 缘起 很 是 详细 ; 

“ 周 教 六 艺 , 数 实 成 之 。 学 士大夫 所 从 来 尚 话 。 其 用 本 太 虚 生 
一 水 ， 而 周 流 无 穷 ， 大 则 可 以 通 神明 ， 顺 性 命 ; 小 则 可 以 经 世 务 ， 
类 万 物 。 讶 容 以 浅 近 帘 哉 ? 若 昔 推 生 包 以 迎 日 ,定律 而 知 气 包 。 靛 
拭 浚 川 ， 土 圭 度 等 ， 天 地 之 大 , 园 融 而 不 能 外 , 况 其 间 总 总 者 乎 ? 
爱 自 河 图 洛 书 ， 阁 发 人 秘 奥 ， 八 卦 九 畸 ， 错 综 精 徽 ， 极 而 至 于 大 
衍 、 皇 极 之 用 ， 而 人 事 之 变 无 不 该 ， 鬼 神 之 情 莫 能 隐 扫 1! …… 汉 
去 古 未 远 ， 有 张 苍 、……: 耿 奉 昌 、 张 衡 、 刘 洪 之 伦 , 或 明天 道 , 而 
法 传 于 后 ; 或 计 功 策 包 ,而 效 验 于 时 。 后 世 学 者 自 高 ， 好 不 之 讲 ， 
此 学 殖 绝 。 惟 治 历 畴 人， 能 为 乘除 ， 而 弗 通 于 开 方 衙 变 。 若 官府 
会 事 名 ， 则 府 史 一 二 条 之 , 算 家 位 置 , 素 所 不 识 。 上 之 人 亦 委 而 听 
前 。 持 算 者 惟 若 人 ， 则 地 之 也 宜 笑 。…… 今 数 术 之 书 ， 尚 三 十 余 
家 。 天 象 历 度 ， 谓 之 级 术 。……。 皆 日 内 算 ， 言 其 秘 也 。《 九 章 》 所 
载 …。…: 条 于 方圆 者 为 史 术 加， 午 日 外 算 ， 对 内 而 言 也 ， 其 用 相通 ， 


D 太 虚 ， 即 气 ,， 见 @，。 
多 策 即 算 筹 。 

由 气 ， 中 国 传统 哲学 用 语 ， 指 构成 世界 万 物 的 本 源 。 
全 阅 发 即 开发 ， 

名 功 策 指 计算 功 时 。 

由 会 时 即今 会 计 。 


吃 喜 术 指 测 莽 。 
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不 可 歧 二 。 独 大 衍 法 不 载 《 九 章 》， 示 有 能 推 之 者 ， 历 家 演 法 颇 用 
之 ， 以 为 方程 者 误 也 。 

且 天 下 之 事 多 和 儿 。 古 之 人 先 事 而 计 , 计 定 而 行 。 仰 观 馈 察 , 无 
所 不 用 其 谨 , 是 以 不 人称 于 成 , 载 藉 章 章 可 复 也 。*……: 九 韶 是 昧 ,不 
闲 由 于 艺 。 然 早 岁 侍 亲 中 都 ， 因 得 访 习 于 太史 ; 又 尝 从 隐 君 子 受 
数学 。 际 时 狄 患 ， 历 岁 移 塞 马 ,不 自 意 全 于 入 石 间 。 尝 险 惧 忧 ， 社 
其 十 礼 吕 。 心 杭 气 落 ， 信 知 夫 物 莫不 有 数 也 。 乃 建 意 其 间 ， 雳 计 
方 能 加， 探索 查 洲 ， 粗 车 有 得 需 。 所 谓 通 神明 ， 顺 性 命 ， 国 肤 末 于 
见 ; 车 其 小 者 ， 窍 尝 设 为 问答 ， 以 拟 于 用 。 积 多 而 惜 其 齐 ， 因 取 
八 十 一 问 ， 厚 为 九 类 ， 立 术 具 草 ， 间 以 图 发 之 。 丽 或 可 备 博 学 多 
识 君 子 之 余 观 外 ,曲艺 可 送 也 ， 愿 进 之 于 道 。 倘 日 艺 成 而 下 ,是 惟 
哮 人 府 史 流 也 。 乌 足 尽 天 下 之 用 ， 亦 无 莫 吕 融 。 时 淳 祷 七 年 九 月 
鲁 那 条 九 韶 叙 。” 

参考 译文 周 代 设 置 六 艺 教育 ， 数 学 是 其 中 一 项 ， 为 士大夫 
阶层 目 来 所 重视 和 崇 向 。 大 干 世 界 的 本 源 是 太 虚 ， 而 其 应 用 则 干 
变 万 化 ， 层 出 无 穷 。 大 的 可 以 通 神明 ， 上 顺 性 命 ， 小 的 则 可 以 策划 
事务 ， 模 拟 物 态 。 人 们 怎样 可 以 以 浅 近 看 待 它 呢 ? 先前 用 筹 算 制 
订 爵 法 ， 定 出 法 则 以 明 世 界 本 源 。 和 矩 尺 可 以 测 河 深 ， 圭 表 可 以 基 
日 影 。 天 地 之 大 尚且 不 能 置 于 数学 之 外 ,何况 林林总总 ， 其 中 所 
总 各 种 事物 ? 自从 河 图 洛 书 泄露 了 天 机 秘 奥 ， 八 卦 九 畴 启发 宇宙 
根本 哲理 ， 高 次 的 应 用 直到 周易 大 衍 皇 极 经 世 的 编订 ， 人 世间 证 


不 环 ， 技 艺 生 疏 。 
历年 坎坷 。 

礼 ， 义 : 年 。 

廊 ， 义 : 咨询 。 
方 能 ， 访 问 能 人 ， 
余 观 指 茶 余 酒 后 赏析 
层 ， 目 不 明 。 
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各 种 变化 无 所 不 包 。 就 是 连 鬼 神 之 情 都 不 能 隐匿 。…… 汉 代 去 上 
古 还 不 还 。 张 苑 …… 耿 寿 昌 、 张 衡 、 刘 洪 等 哲人 ， 他 们 或 通天 文 
历法 ， 有 理论 法 则 传世 ， 或 以 筹 运算 ， 在 当代 取得 效益 。 后 世 学 
者 自视 甚 高 ， 吕 夷 前 人 成 就 ， 不 子 宣扬 ， 此 学 几乎 失传 。 仅 是 治 
功 畴 人 能 言 乘除 ， 却 不 通 开 方 ; 至 于 官府 会 计 只 知 加 减 ， 因 此 算 
家 的 地 位 和 作用 素 所 暧昧 。 当 权 者 又 听 之 任 之 。 执 算 者 就 是 如 许 
人 人士， 数学 被 人 吕 视 ， 是 可 想 而 知 了 。…… 现在 数 术 之 学 有 三 十 
余 家 ， 天象 计 算 称 为 级 术 。…… 之 所 以 称 为 内 算 , 以 示 秘 不 外 传 。 
而 《 九 章 算 术 》 所 载 与 方圆 图 形 有 关 的 测量 术 称 为 外 算 ， 是 相对 
于 内 算 而 言 。 二 者 可 以 相通 ， 并 无 歧义 。 只 是 大 衍 术 为 《 九 章 算 
术 》 所 未 载 ， 无 人 过 间 、 推 算 ， 而 对 天 算 家 制 历 很 有 用 处 。 有 人 
以 为 这 就 是 方程 ， 则 是 廖 误 了 。 人 间 纠 千 头 万 绪 。 古 人 先行 考虑 
采 划 ， 再 确定 计划 ， 才 能 施 于 行动 。 仰 见 俯 察 ， 小 心 遵 慎 ， 无 不 
用 其 极 ， 所 以 功 成 业 立 ， 无 失误 可 言 。 典 籍 已 言 之 玄 雍 。……. 九 
前 愚昧 ， 才 朴 学 守 ， 青 少年 时 代 到 临安 侍奉 双亲 ， 因 此 有 机 会 访 
问 并 就 学 于 国家 天 文 台 。 此 外 我 还 从 隐 君 子 学习 数 学 。 时 当 外 政 
入 侵 ， 经 年 路 途 阻 塞 ， 历 经 坎坷 。 不 知 不 觉 在 战火 中 度 过 ， 备 学 
艰辛 ,已 转瞬 十 年 了 。 我 心 灰 意 懒 , 深信 万 物 在 冥 实 中 无 不 有 数 。 
于 是 就 专心 致 志 销 研 , 走访 学 者 、 能 人 , 深入 探索 , 粗 有 所 得 。 对 
于 通 神明 、 顺 性 明 的 见解 虽然 还 很 肤浅 ， 而 对 于 其 较 次 要 而 具体 
部 分 , 我 曾 以 间 答 体裁 记 下 来 以 便于 应 用 。 年 深 月 久 , 积累 渐 丰 ， 
怕 一 旦 丢失 实在 可 惜 ， 就 取 其 八 十 一 题 ， 分 为 九 类 ， 还 作 了 解法 
及 其 演算 过 程 ， 有 了 时 又 用 插图 说 明 。 这 样 或 许 就 有 可 能 作为 博学 
多 才 朋 友 们 的 参考 、 茶 余 酒 后 的 赏析 材料 。 我 对 于 技艺 研习 的 素 
” 恋 ， 于 此 也 可 以 有 遂 风 愿 了 。 但 是 我 还 希望 把 它 提高 到 理论 的 高 
床 。 如 果 仍 然 有 人 认为 : 技艺 学 成 后 ， 还 只 是 畴 人 、 府 吏 等 下 之 
非 ， 又 怎 能 为 天 下 万 事 万 物 服务 呢 ? 我 也 并 不 因此 而 引 为 内 次 。 
淳 衬 七 年 九 月 鲁 郡 秦 九 韶 序 。 
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在 序 文中 秦 氏 写 书 的 原因 和 目的 的 阐述 是 明确 的 。 当 南宋 之 
时 数学 研究 已 进入 低谷 ， 数 学 几 成 绝学 ， 即 使 从 事 数 学 的 人 员 也 
仅 知 四 则 和 运算， 理论 已 被 忽略 。 秦 氏 自 述 在 兵 荒 马 乱 之 际 ， 以 亲 
身 实 际 体验 ， 专 就 与 数学 有 关 材 料 勤 于 笔录 ， 又 分 类 整理 。 从 序 
文中 可 知 秦 氏 作为 有 心 人 ， 不 以 收集 一 般 数学 知识 为 满足 。 在 当 
时 少 有 人 知 ， 易 于 与 方程 绰 误 的 大 本 术 等 理论 ， 也 被 组 织 到 他 的 
专著 中 。 他 以 问题 所 应 用 的 范围 分 类 。 全 书 分 九 类 ， 即 九 章 ,， 每 
类 九 题 ; 每 类 有 筑 词 ， 词 简 意 赎 ， 以 述 本 类 算 题 主要 内 容 、 与 国 
计 民 生 的 关系 、 及 其 解法 思路 ， 下 面 摘 引 部 分 ， 并 作 注 释 ， 又 附 
参考 译文 。 

一 大 衍 类 

一 次 同 余 式 组 问题 ， 几 九 题 ， 

卷 1 蔷 卦 发 微 ” 上 古方 会 积 ” 推 计 土 功 ” 推 库 额 钱 

卷 2 分 嘛 推 原 _ 程 行 计 地 ，” 程 行 相 及 “ 积 尺 寻 源 

余 米 推 数 

颂 词 : 圣 有 大 衍 ， 微 锅 于 《 易 》， 奇 余 取 策 ， 群 数 霸 捐 。 行 而 
完 之 ， 探 隐 知 原 山 ……… 历 家 虽 用 ， 用 而 不 知 。 小 试 经 世 ， 寻 推 所 
为 。 

参考 译文 : 圣人 作 大 衍 ， 寅 意 于 《周易 》， 取 余数 为 已 知 数 ， 
会 去 模 的 倍数 。 用 大 衍 求 一 术 解 出 原 数 …… 历 算 家 知道 计算 ， 却 
不 知 其 所 以 然 。 我 小 试 和 牛刀， 服务 于 世人， 姑且 推导 所 见 。 


中 指 在 同 余 式 ar 三 bp(mod 疏 中 取 扩 ,使 0 二 之 c 过 5,5 虽 大 于 ,而 axr 二 bp(mod 
中 9 加 用 ax 尘 by (mod ec) 表达 ， 其 中 6 一 5b1。 在 亡 至 5 之 间 的 数 都 被 舍 去 ( 奇 余 取 策 , 群 
数 箔 捐 )， 从 余数 5 ， 按 大 衍 求 一 术 ( 衍 而 究 之 ) 求 出 x( 探 隐 知 原 )， 


第 三 编 ” 南 宋 时 代 ” 秦 九 部 (上) 129 


二 天 时 类 


有 关 天 文 历 法 和 气象 等 问题 ， 凡 九 题 : 

卷 3 推 气 治 历 ” 治 历 推 名 治 历 演 纪 缀 术 推 星 

卷 4 把 日 究 徽 ” 天 池 测 十 圆 冉 测 雨 峻 积 验 雪 

竹器 验 雪 

颁 词 ; 七 精 册 回 容 ， 人 事 之 纪 ， 追 级 而 求 。 宵 星 终 器， 历久 
则 琉 ， 性 智能 半 。 不 寻 天 道 , 模 表 何 益 ? 三 农 思 务 稿 加 , 殿 施 自 天 。 
雨情 @ 雪 震 人， 司 牧 @ 阅 需 ， 尺 十 验 之 。e。 

参考 译文 : 七 星 在 太空 回旋 ,运行 不 息 ; 人 世间 事 也 正 是 如 
此 ， 为 追溯 他 们 的 规律 ， 夜 间 可 以 观 星 象 ， 白 天 可 以 测 医 影 。 历 
法 日 久 渐 生 误 差 ， 有 识 之 士 给 予 调整 ， 如 果 不 实测 天 象 ， 向 壁 虚 
构 ， 与 志 何 补 ? 农家 耕耘 ， 有 赖 水 文 气象 。 天 降雨 雪 ， 官 员 眷 念 ， 
和 容 以 器 所， 量 其 尺寸 。 


三 田 域 类 


讨论 田 调 面积 的 计算 ， 凡 九 题 : 

卷 5 尖 田 求 积 三 斜 求 积 斜 荡 求 积 计 地 容 民 
和 焦 田 求 积 ” 均 分 梯田 

苍 6 河田 推 积 环 田 三 积 围 田 先 计 


中 七 精 ， 指 七 星 : 日 , 月 , 水 ， 火 ， 木 ， 金 ， 土 。 
多 三 农 《 周 官 , 天 官 .太宰 》:“ 三 农 生 九 谷 。” 郑 注 ,“ 三 农 ; 平地 、 山 、 渗 也 。” 
指 平地 、 山 区 、 水 泽 地 区 劳动 的 农民 。 
稼 稿 《 许 ， 瑶 风 ' 伐 檀 》:“ 不 稼 不 稿 .” 种 植 为 稼 ， 收 获 为 稿 。 
消 《 诗 ， 曹 风 ， 下 泉 》:“ 阴 雨 育 之 .” 滋 渔 之 意 ， 
索 《 许 ' 狂风 ， 定 方 之 中 》:“ 灵 雨 既 零 .” 零 通 淋 。 
司 牧 ， 地 方 官 ,《 左 传 》 训 公 十 四 年 :“ 天 生 民 而 立 之 君 ， 使 司 牧 之 ”。 
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颁 词 ， 代 远 度 著 ， 坚 著 山 日 广 。 步 度 让 2 赋 ， 版 图 是 掌 。 方 
贺 异 状 ， 针 察 印 殊 形 。 史 术 精微 ， 台 完 厂 真 。 差 之 总 厘 ， 雇 用 
千 百 。 公 私 共 养 ， 走 @ 谨 其 藉 。 

参考 译文 : 历史 绵延 ， 人 口 日 蕃 ， 垦殖 幅 贺 渐 广 ， 荆 度 田 亩 ， 
修造 田赋 , 首要 掌握 版 图 , 土地 形状 各 异 , 斜 正隆 洼 不 一 样 。 测 
基 技 术 ， 内 容 深 奥 ， 务 必 专 心 钻 研 ， 取 其 精华 。 差 之 沱 厘 ， 失 以 
干 里 。 于 公 于 私 ， 俱 是 大 错 。 税 册 户 籍 何不 谨慎 行 午 ? 


四 测 望 类 


有 关 间 接 测 基 问题 ， 凡 九 题 ; 

卷 7 望 山高 还 临 台 测 水 ” 陡 岸 测 水 

卷 8 表 望 方 城 ” 遥 度 圆 城 ” 望 政 圆 车” 望 敌 远近 

古 池 推 元 。” 表 望 浮 图 

颁 词 : 英 高 非 山 ， 英 滩 非 川 。 神 禹 黄 之 ， 积 和 矩 佼 传 。， 智 创 巧 
述 ， 重 差 …… 求 之 …… 常 深 广远 ， 度 则 靡 容 。，……: 寇 会 估 塘 。 欲 
知 其 数 ， 先 望 以 表 。 因 差 施 术 ， 坐 疤 微 渺 ， 

参考 译文 : 不 高 何以 成 山 ? 不 深 何 以 称 川 ? 大 画 王 测定 山川 ， 
趾 扩 所 以 得 传 后 世 。 创 见 妙 作 ， 用 重 差 术 求解 。 高 深 广 远 ， 何 能 
直接 丈量 。 政 方 营房 堡垒 有 关 数 据 是 兵家 所 必 取 。 先 望 以 表 ， 因 
差 施 术 ， 所 求 者 不 更 贤 发 ， 坐 等 可 知 。 


五 赋 役 类 
讨论 田赋 、 纳 税 计算 等 问题 ， 凡 九 题 ， 


DD 获 ， 初 耕 地 ,《 尔 雅 ， 释 地 》 中 有 “ 田 一 岁 晶 菌 。” 
外 上 万 赋 : 整治 赋税 。 

中 秘 ， 低洼 田地 。 

人 D 吏 术 ; 勾 股 比例 ， 今 称 测 莽 术 。 

多 意义 为 “何不 2” 
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卷 9 复 邑 修 赋 
卷 10 围 田 租 亩 ” 筑 醒 均 劳 “” 宽 减 屯 租 ” 户 田 均 宽 
均 科 绵 税 户 税 移 割 ” 移 运 均 劳 ” 均 定 劝 分 
颂 词 : 邦 国之 赋 …… 取 之 有 度 ,， 未 免 力 役 , 先 商 辜 功 。 以 衰 ' 
以 率 , 劳 选 妃 同 。 汉 犹 近 古 , 税 租 以 算 包 , 调 均 钱 谷 , 河 落 中 之 插 1， 
惟 仁 隐 民 ， 犹 己 测 饥 。 赋 和 投 不 均 ， 宁 得 勿 思 ? 
参考 译文 : 国家 收 税 ， 取 之 有 度 ， 劳 役 不 免 ， 功 址 先 计 。 用 
比例 分 配 才 能 均匀 劳 逸 ,汉代 距 今 还 不 远 , 以 人 口 数 比 例 取 税 , 调 
整 粮 税 合理 负担 。 抗 洪 防 旱 ， 为 官 者 尤其 要 为 民 着 想 ， 体 谅 民情 
犹如 自己 受 饥 受 渭 。 赋 税 盘 役 分 派 不 均 ， 能 置 之 不 顾 吗 ? 
六 钱 谷 类 
征购 粮食 和 营造 仓库 问题 ， 几 九 题 ， 
卷 11 折 解 轻 次 算 回 运费 课余 贵贱 
卷 12 转 积 其 容 积 仓 知 数 ” 推 知 余数 ”分 定岗 解 
系 收 库 本 ” 米 谷 粒 分 
颂 词 : 物 鞋 合同， 式 时 府 庚 外 。 粒 标 十 丝 ， 福 夫 红 女 。 商 全 
边 宁 ， 后 世 多 详 …… 我 闻 理 财 ， 如 智 治水 ; 洪 源 浚 流 , 维 其 深 矣 ， 
彼 昧 弗 察 ， 惨 急 烦 刑 。 去 理 益 远 ， 吁 虹 不 仁 ， 
参考 译文 ， 征 取 粮 税 要 看 物品 等 级 ， 谷 类 入 库 要 看 时 令 。 一 
粒 票 一 寸 丝 ， 都 是 褐 夫 、 红 女 辛 勤劳 动 的 成 果 。 纳 粮 、 收 税 ， 乒 
世 弊 端 从 生 。 我 听 说 智者 治水 ， 清 产 朴 流 ， 工 作 至 为 周到 。 那 此 


训 分 ， 比 例 分 配 ， 参 见 本 《大 系 》 第 二 卷 ， 误 分 术 。 

和 外， 汉代 纳税 标准 ， 每 户 成 年 人 数 为 算 ， 

苗 ， 这 里 作 天 灾 解 。 

持 通 摆 。 

式 时 : 敬 时 ， 遵 时 。 

@@ 府 ， 指 聚 物 ， 广 ， 指 露天 堆积 ， 府 康 ， 指 堆积 货物 的 仓库 或 场地 、 
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最 昧 之 辈 就 看 不 到 这 一 点 , 只 知 敲 榨 欺 压 百姓 , 去 理 愈 来 愈 远 ,为 
官 不 仁 ， 可 叹 。 可 叹 ， 


七 营 建 类 


讨论 土木 建筑 施工 中 建材 、 建 筑 物 的 计算 问题 ， 凡 九 题 ， 

卷 13 计 定 城 筑 ”楼 榴 功 料 计 造 石 坝 计 滩 河渠 

卷 14 计 作 清 台 ”堂皇 程 筑 ” 砌 砖 计 积 ”人 竹 围 芦 束 

积木 计 余 

颂 词 ， 斯 城 斯 池 ， 乃 栋 乃 宇 。 宅 生 寄 命 ， 以 保 以 聚 。 鸿 功 维 
制 ， 人 竹 个 木 章 ， 非 究 非 度 ， 财 塞 力 伤 。 围 葵 而 栽 ， 如 子 西 素 山 ， 抱 
计 有 灵台 ， 传 汉文 惧 包 ， 惟 起 图 功 ， 惟 俭 昭 德 。 

参考 译文 : 城池 啊 ! 房 舍 啊 ! 城市 、 房 屋 建筑 ， 人 们 赖 以 生 
活 ， 借 以 保障 生活 、 存 贮 财富 。 城 坊 作 用 很 大 ， 竹 、 木 营建 计算 
不 合 章法 ， 就 会 劳民伤财 。 楚 昭王 围困 蔡 国 ， 在 离 城 一 里 筑 泥 版 
墙 ， 是 按 子 西 的 建议 。 汉 代 匠 人 设计 天 文 台 ， 费 用 晶 贵 ， 汉 文帝 
为 此 担忧 。 用 武 为 了 喜 功 ， 节 俭 才 能 积德 。 


AN 年 旅 类 
讨论 军营 布置 和 军需 供应 问题 ， 凡 九 题 : 


卷 15 计 立 方 营 方 变 锐 陈 ” 计 布 圆 阵 
卷 16 圆 营 数 布 ” 望 知 敌 众 ” 均 敷 特 役 


Q@ 《 左 传 》 误 公元 年 :“ 楚 子 围 获 ， 报 柏 举 也 。 里 而 栽 。 广 丈 高倍。 夫 屯 层 夜 
九 日 ， 如 子 西 之 素 。” 孔 颖 达 朴 :“ 筑 墙 之 板 ， 谓 之 栽 ， 栽 者 、 坚 木 以 约 板 也 。.” 所 以 转 
蔡 以 坊 ， 是 说 坚 木 筑 围 垒 ， 离 蔡 城 一 里 ， 费 了 九 个 异 夜 ， 如 子 西 所 设计 。 

@@ 《 汉 书 ， 文帝 纪 , 赞 》:“ 孝 文 皇帝 即位 二 十 三 年 ， 官 室 、 苑 园 、 车 骑 、 服 御 无 
所 增益 。 有 不 便 轰 弛 以 利 民 。 尝 欲 作 露 台 。 召 区 计 之 ， 值 百 金 。 上 上 日:“ 百 金 、 中 人 十 
家 之 产 。 吾 奉 先帝 宫室 ， 常 恐 羞 之 ， 何 以 台 为 ?” 灵 台 即 露台 ， 领 词 意 ; 汉文 尚 俭 ， 即 
使 化 百 金 ， 也 俭朴 不 愿 营造 。 
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先 计 备 程 ” 军 器 功 程 ” 计 造 军 衣 

颂 词 : 天 生 五 材 山 ， 兵 去 未 可 。 不 教 而 战 ， 维 上 之 过 。 堂 堂 之 
阵 ， 赵 鸥 为 行 名 。…… 夜 扯 军 书 , 先 计 位 重 。 我 闻 在 普 , 轻 则 寒 谋 。 
珍 民 以 素 ， 亦 孔 之 忧 。 

参考 译文 : 自然 界 产 生 的 五 材 ， 惟 独 兵器 不 可 舍弃 。 没 有 操 
练 就 去 打仗 ,这 是 上 级 的 过 失 ， 赫 替 军 阵 ， 应 以 鹅 芍 行列 为 样板 。 
夜 读 兵书 ， 首 要 是 讲究 谋略 。 就 我 所 知 ， 性 往 轻 敢 就 会 失策 ， 企 
图 侥幸 就 会 害 民 ， 令 人 忧伤 。 


九 市 物 类 


讨论 商品 交换 和 钱币 生息 等 问题 ， 凡 九 题 ; 

耸 17 推 求 物价 ” 均 货 推 本 ” 互 易 推 本 ” 式 票 互 易 

卷 18 推 计 互 易 ”炼金 计 值 ” 推 求 本 息 ” 推 求 典 本 

做 值 推 原 

颁 词 ; 日 中 而 市 ， 万 民 所 资 。 贡 贸 滞 需 @@， 利 析 锚 铁 @， 光 财 
役 筑 ， 封 君 低 首 。 逐 末 兼 并 ， 非 国之 厚 . 

参考 译文 : 日 中 而 市 ， 百 姓 生 计 所 依靠 。 商 人 贸易 ， 一 分 一 
厘 都 会 斤斤计较 。 富 有 者 以 役 代 赈 为 封 革 大 吏 所 点 头 欢 迎 ， 侈 本 
逐 末 ， 并 知 他 人 资产 ,不 是 国策 所 许 。 

以 上 引述 《 数 书 九 章 》 九 类 18 卷 81 算 题 及 其 颂 词 ， 初 步 看 
到 秦 氏 书 大 概 内 容 。 秦 氏 精 于 天 算 、 数 学 学 识 超 人 。 在 其 颂 词 中 
所 引 典 故 非常 广泛 、 寓 意 深 刻 ， 可 见 他 又 兼 通 文史 ， 真 是 难 能 可 
贵 。 各 类 颁 词 不 但 概括 本 类 主旨 , 而 且 联 系 国计民生 、 吏 治 风 纪 ， 


中 五 材 《 周 官 ' 考 工 记 》 “以 饰 工 材 ”郑玄 注 :，“ 此 五 材 ， 金 、 木 、 水 、 火 、 
土 "， 金 、 喻 兵器 ， 

@ 故 巩 、 军 阵 名 。 

@ 洪 ， 义 : 积累 、 积 蔷 。 党 ， 义 : 卖 ， 

外 锚 ， 六 锚 为 一 铁 ， 二 十 四 铁 为 一 两 。 
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颇 富 哲理 ， 确 为 不 可 多 得 的 数学 文献 。 

本 太 仅 就 秦 氏 分 类 法 对 《 数 书 九 章 》 作 一 简介 。 如 以 近 现 代 
数学 分 类 法 归 类 ， 情 况 就 大 不 一 样 。 秦 氏 题 解法 大 抵 综 合 运 用 数 
量 和 图 形 知识 。 代数、 数论 、 几 何 工 具 并 陈 。 为 节约 馆 幅 ， 我 们 
将 在 以 后 各 编 、 章 、 节 重新 分 类 ， 分 别 介绍 。 


第 二 节 《 数 书 九 章 》 评 说 


目 从 《半角 算 经 》 成 书 以 来 ， 我 国 数学 专著 都 立论 廊 严 ， 极 
少 差 错 。 以 《 九 章 算术 》 这 样 重要 的 经 典 ， 几 乎 没有 差错 。 此 为 
秦汉 五 百年 间 集 体 创 作 ， 有 此 水 平 ， 尤 其 难能可贵 .中 《 数 书 九 
章 》 系 秦 氏 独立 完成 ， 所 言 算 题 论 数量 、 论 质量 在 中 世纪 同类 作 
品 中 人 允 称 第 一 流 , 但 是 其 中 有 不 少 错误 : 题目 出 错 、 计 算 失 误 、 误 
文 夺 字 何 止 百 处 ,已 有 专文 指出 名 ， 如 果 进 一 步 深 究 ， 远 不 止 此 。 
除了 七 百 多 年 来 传 本 抄写 、 刊 印 之 误 外 ， 当 是 秦 氏 责任 ， 是 为 美 
中 不 足 之 处 。 

为 了 简介 秦 氏 学 术 思 想 ， 我 们 曾 就 仰 观 俯 察 ， 以 拟 于 用 ， 数 
理 精 微 ， 控 隐 索 源 ; 立 术 具 草 、 以 图 发 之 三 方面 表彰 他 的 杰出 成 
绩 ， 但 是 这 三 方面 ， 在 书 中 ， 又 有 背道而驰 的 另 一 面 ， 这 在 我 国 
今 传 古 算 书 中 也 是 罕见 的 。 


OD 本 《大 系 》 第 二 卷 ，pp，126~130,《 九 章 算术 》 评 说 . 
@ 沈 康 身 ， 宜 入 堂本 《 数 书 九 章 》 正 误 ， 秦 九 前 与 数 书 九 章 ， 北 京 ， 北京 师范 
大 学 出 版 社 ，1987:，59 一 74 
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书 中 不 少 算 题 形似 ,结合 实 际 ， 币 实 并 不 如 此 。 

例如 卷 8 第 3 题 ( 望 敌 圆 营 ) 

“ 问 敌 临河 为 圆 车 ， 不 知 大 小 ， 自 河南 岸 至 某 地 七 里 ， 于 其 地 
立 两 表 ， 相 去 二 步 ， 其 西 表 与 敌 营 南北 相 直 。 人 膛 西 到 一 十 二 步 ， 
遗 望 东 表 , 适 与 政 营 圆 边 三 合 …… 谷 知 其 营 周 及 径 各 几何 ?” 答 数 : 


营 周 6 里 102 了 步 。 

又 如 同 卷 第 4 题 ( 望 敌 远 近 ): 

“ 问 : 敌后 处 北山 下 ， 原 不 知 相 去 远近 。 帮 于 平地 立 一 表 ， 识 
四 尺 。 人 有 退 表 九 百 步 ， 遂 望 山 原 ， 适 与 表 浆 三 合 ， 人 目 高 四 尺 八 


十 ， 欲 知 敌 备 相 去 几何 ?” 答 数 : 12 方 里 。 


以 测 革 学 理论 评估 ， 上 举 第 3 题 ， 以 相距 2 步 ， 退行 12 步 ， 
这 样 小 的 差距 ， 借 助 于 相似 三 角形 性 质 定理 测 远 处 直径 2 里 左右 
癌 营 ， 精 度 到 步 的 分 数 ， 这 是 不 可 能 的 。 上 举 第 4 题 以 人 目 高 与 
表 高 差 8 寸 , 经 过 平 距 900 步 ( 约 合 1.5 公里 ) 凭 肉眼 测 远 距 12. 5 
里 也 只 是 纸上谈兵 。 误 差 将 达到 不 能 允许 的 地 步 。 为 写 数学 教科 
书 编 题 ， 确 实 首 先 应 满足 为 阐述 和 应 用 数学 理论 的 需要 ， 但 是 不 
能 远离 或 甚至 脱离 现实 生活 。 当 然 这 是 对 南宋 时 代数 学 家 的 过 高 
二 工作 态度 

于 此 ， 三 个 问题 应 当 提 出 : 

其 一 ， 三 国 魏 刘 徽 治 学 精 艇 之 一 是 言 必 有 据 ， 遗 憾 的 是 在 秦 


氏 书 中 没有 继承 这 一 优良 传统 。 以 卷 5 第 2 题 (三 斜 求 积 ) 来 说 , 秦 
氏 所 拟 公 式 为 我 国 数学 史 填 补 了 重要 空白 。 我 们 认为 如 此 周到 而 
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繁复 的 公式 决 不 是 出 于 凭空 想象 , 而 是 经 过 认真 推导 .把 推导 过 
程 写 进 书 册 , 原本 是 举 手 之 劳 , 不 意 他 却 没 有 这 样 做 。 有 术 无 让 ， 
授 人 以 柄 。 公 式 西 来 说 至 今 狂 甚嚣尘上 ,可 能 秦 氏 过 于 侧重 数 术 
之 传 以 实 为 体 ， 在 实用 、 理 论 二 者 面前 ， 实 用 优先 ， 而 把 理论 轻 
视 到 据 弃 的 地 步 。 再 如 大 和 本 总 数 术 为 我 中 华 数 学 文化 中 最 重要 硕 
果 之 一 ,可惜 在 秦 氏 书 中 只 论 圭 样 算 , 却 没有 论述 为 什么 这 样 算 。 

其 二 ， 从 刘 徽 、 王 孝 通 开始 ， 数 学 著作 很 难 找到 差错 。 王 孝 
通 上 《 辑 古 算 经 》 表 说 :“ 如 有 排 其 一 字 ， 臣 欲 谢 以 下 金 。” 足 为 
代表 。 秦 氏 书 错误 过 多 ， 例 如 卷 1 第 2 题 ( 古 历 会 积 ) 算 题 本 身 蔬 
盾 无 解 ， 卷 2 第 3 题 ( 程 行 计 地 ) 也 有 类 似 现 象 。 在 具体 计算 中 错 
误 更 多 ,例如 卷 9 第 1 题 ( 复 邑 修 赋 ) 在 252 条 答 数 中 算 错 的 竟 达 
146 处 。 在 某 种 意义 上 说 《 数 书 九 章 》 错误 百出 , 并 不 过 分 。 当 然 ， 
说 这 些 ， 并 不 掩盖 名 著 光 辉 的 一 面 ， 对 后 世 著 书 立 说 者 则 是 -一 个 
值得 警惕 的 教训 。 

其 三 , 秦 氏 成 稿 以 前 , 我 国 数学 成 果 已 很 丰硕 。 此 书 定 稿 , 上 
距 奖 定 六 年 (1213) 翻 刊 《 算 经 十 书 》 仅 三 十 余年 。 秦 氏 身 在 中 都 ， 
又 居 地 方 官 多 年 , 理应 读 到 这 部 经 典 。 然 而 前 人 许多 精 到 创作 , 并 
未 引起 他 的 重视 。 例 如 对 圆周 率 一 般 都 取 3, 卷 6 第 2 题 ( 环 田 二 


积 ) 取 \/10， 而 卷 16 第 2 题 ( 望 知 政 众 ) 却 取 气 ， 令 人 费解 。 在 卷 


5 第 1 题 ( 尖 田 求 积 ) 归 结 为 缺 奇 次 项 四 次 方程 后 , 运用 数值 解 。 对 
王 孝 通 《 缉 古 算 经 》 第 20 题解 双 二 次 方程 的 简捷 方法 :“ 开 方 除 
之 所 得 ,又 开 方 除 之 ” 置 若 因 闻 22。 再 说 大 和 本 总 数 术 是 孙子 物 不 知 
数 题 的 延续 和 发 展 ， 同 龄 人 浙江 临海 杨辉 书 中 提 及 孙子 ， 并 为 引 
伸 了 四 题 ， 而 居 同 省 秦 氏 却 不 着 一 字 。 否 则 可 以 承前启后 ， 前 后 


@ 事实 上 从 同 卷 第 3 题 ( 斜 荡 求 积 ) 术 文 及 草 文 中 可 以 追 迹 此 公式 推导 所 自 。 
多 即使 为 前述 和 作为 例子 正 负 开 方 、 在 全 题 适 当地 方 也 应 提 到 双 二 次 方程 的 另 
一 种 解法 。 
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呼应 ， 对 后 人 学 习 上 将 起 到 积极 作用 。 另 如 刘 徽 《海岛 算 经 》 九 
题 中 ， 测 高 、 测 深 、 测 远 等 论述 已 很 全 面 。 在 测 望 类 所 拟 九 题 用 
《海岛 》 方 法 已 足以 解决 。 比 如 卷 7 第 2 题 ( 临 台 测 水 )、 卷 8 第 1 
题 ( 表 望 方 城 )、 第 6 题 ( 表 望 浮 图 ) 依 次 可 按 《海岛 》 第 4,， 3, 1 题 
得 解 .~ 而 秦 氏 所 拟 方 案 , 操作 复杂 , 计算 繁琐 。 这 也 是 可 引 以 为 
戒 的 教训 。 利 用 前 人 已 有 成 果 ， 在 此 基础 上 有 所 创新 ， 才 能 起 到 
条 半 功 倍 的 效益 。 


三 设 题 作答 同 题 


如 果 从 传授 数学 循循善诱 ， 由 浅 入 深 ， 从 易 而 难 等 方面 启迪 
后 学 的 工作 考虑 , 秦 九 韶 有 不 如 杨辉 的 地 方 。 在 其 学 术 思想 中 , 前 
已 指出 他 在 这 方面 的 长 处 ,但 在 秦 氏 书 中 又 有 不 能 忽略 的 缺点 。 例 
如 设 题 过 于 牵强 附会 ， 使 读者 陷于 一 片 迷 性 之 中 。 大 衍 求 一 术 本 
身 已 很 抽象 ， 大 衍 类 卷 1 第 1 题 却 列 入 车 卦 发 微 ， 题 文 深奥 ， 玄 
之 又 玄 。 要 搞 懂 题 意 解法 其 至 比 领会 大 衍 总 数 术 更 为 困难 。 作 为 
《 数 书 九 章 》 首 题 ， 将 拒 读者 于 千里 之 外 ， 这 样 处 理 ， 很 不 得 当 。 
又 如 卷 8 第 6 题 ( 表 望 浮 图 ) 要 读者 理解 塔 利 铁 钉 分 布 , 很 不 简单 ， 
因而 削弱 了 设 题 以 明 色 股 测 基 本 身 的 目的 要 求 。 此 外 古人 还 不 明 
确 所 得 数据 精度 要 求 应 该 恰如其分 .例如 像 造 城墙 这 样 的 大 工程 ， 
用 砖 块 数 基 精确 到 块 数 已 非 必要 。 卷 12 第 5 题 ( 累 收 库 本 ), 还 本 
钱 数 精确 到 小 数 点 后 11 位 ( 共 含 20 个 ) 有 效 数 字 ， 同 样 是 浪费 笔 
零 。 再 如 卷 12 第 6 题 ( 米 谷 粒 分 ) 中 赁 一 次 抽样 ， 在 1834 石 含 谷 
的 米 中 计算 总 体 含 米 数 ， 精 确 到 粒 数 也 是 徒劳 的 。 

自从 秦 氏 书 被 发 现 、 被 研读 后 , 来 自 读者 的 批评 与 赞叹 并 存 。 
当年 修 四 库 全 书 ， 馆 臣 首 先 敏锐 地 发 现 一 批 误导 。 对 大 衍 总 数 术 


中 钱 宝 琼 ， 语 ， 秦 九 座 《 数 书 九 章 》 研 究 ， 宋 元 数学 史 论 文集 ， 北 京 ， 科 学 出 
版 社 ，19686，95 一 98 
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中 “以 依 数 损 有 、 以 益 其 无 为 正 用 ”之 说 ， 指 出 :“ 定 数 一 者 即 无 
用 数 。 必 虚 为 借 数 ,未 免 徒 滋 烦 扰 ,” 对 卷 4 第 1 题 (把 日 究 徽 ) 作 
按 语 云 :“ 各 节气 长 丝 当 时 实测 所 定 ， 本 不 待 求 。 今 所 设 求 法 乃 故 
为 江 淳 内 ， 使 人 不 可 解 也 ”。 对 于 过 多 误 算 、 错 字 ， 清 顾 广 折 说 :# 
“其 题 问 与 术 草 不 相应 ， 或 术 与 草 乖 苑 , 且 算 数 有 误 者 , 则 当日 书 
成 未 经 亲 目 复 勘 耳 。” 我 们 应 怎样 看 待 这 些 丝 漏 ? 钱 宝 琼 氏 的 观点 
是 中 肯 的 :“ 我 们 研究 《 数 书 九 章 》 必 须 去 粗 取 精 ， 去 伪 存 真 ， 然 
后 可 以 表彰 秦 九 前 的 伟大 成 就 。”” 


第 三 节 《 数 书 九 章 》 的 流传 及 其 版 本 ” 


一 手 抄本 


《 数 书 九 章 ， 序 》 颂 词 之 前 、 正 文 之 末 记 :“ 时 淳 祷 七 年 九 月 
鲁 禾 秦 九 韶 叙 ”。 可 见 书 成 于 南宋 第 五 代 皇 帝 理 宗 赵 隐 淳 祷 七 年 
(1247 年 )。 书 成 后 ， 并 未 刊 版 发 行 。 原 稿 几乎 流失 ， 书 名 也 不 确 
切 。 今 仅 存 文献 二 则 。 其 一 ， 陈 振 孙 《 直 帝 书 录 解 题 。 象 纬 类 》. 
“《 数 术 大 略 》 九 卷 、 鲁 郡 秦 九 前 扎 ”。 其 二 , 周密 《 癸 辛 杂 识 》 续 
集 卷 下 :“ 秦 九 前 字 道 十 ，…… 或 以 历 学 和 存 于 朝 ， 得 对 。 有 奏 稿 及 
所 述 《 数 学 大 略 》.” 二 则 所 记 书 名 只 一 字 差 异 。 

以 后 一 个 半 世 纪 ， 其 中 历经 元 灭 宋 ， 明 建国 ， 秦 氏 书 无 人 问 
津 ， 杏 无 踪影 …… 直 至 明永 乐 朝 ， 永 乐 元 年 到 六 年 (1403 一 1408) 


@ 演 沾 ， 义 : 模糊 不 清 ， 

@ 顾 广 十 代 夏 文春 作 “ 数 书 九 章 序 ",《 思 适 裔 文集 )》。 

四 钱 宝 琼 , 秦 九 前 《 数 书 九 章 》 研 究 ， 宋 元 数学 史 论 文集 ,北京 科学 出 版 社 ， 
1966: 64 

@ 李 迪 .《 数 书 九 章 》 流传 考 , 秦 九 稻 与 数 书 九 章 , 北京 : 北京 师范 大 学 出 版 社 ， 
1987: 43~58 
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解 络 主编 《永乐 大 典 》，22 877 卷 ， 分 订 1 195 册 。 当 时 正本 之 外 ， 
另 录 有 副本 一 套 ?。 其 中 “上 币 韵 ”类 卷 16 329~16 364 为 算法 。 秦 
氏 书 被 摘录 分 散在 其 中 各 卷 ， 当 时 记 书 名 为 《数学 九 章 》 十 八 卷 。 

永乐 十 九 年 (1421 年 ) 随 着 政府 北 迁 ， 南 京 有 一 批 书 运 到 北 
京 。 书 藏 于 礼部 ， 无 完整 书目 。 后 来 杨士奇 奉命 将 这 批 书 “ 移 风 
于 文 渊 阁 。” 并 “逐一 打点 清 切 ， 编 置 字 号 ， 写 定 一 本 ， 总 名 日 
《 文 渊 阁 书 目 》， 正 统 六 年 (1441 年 ) 编 完 。 在 这 批 书 中 ， 含 完 
《数学 九 章 》 一 部 三 册 。 

又 经 过 一 百 多 年 ， 文 渊 阁 藏 本 被 人 录 抄 ， 此 即 王 应 六 万 历年 
抄本 , 万 历 四 十 四 年 (1616 年 ) 赵 琦 美 有 记 说 :“ 数 书 十 卷 @， 系 鞠 
九 章 。 序 东 鲁 秦 九 前 所 作 ，…… 此 书 原 几 抄本， 会稽 王 云 来 (应 
避 ) 录 得 。 子 借 录 一 过 。 册 元 止 名 《 数 书 ), 九 章 二 字 , 乃 王 添 入 。” 
从 此 可 见 今 称 《 数 书 九 章 》 书 名 的 由 来 。 当 时 虽 在 民间 有 了 抄本 ， 
但 只 是 凤毛麟角 ， 珀 芳 自 赏 ， 在 学 术 研 究 上 起 不 到 什么 作用 。 赵 
本 后 为 清 张 致 仁 收藏 。 

又 经 过 一 百年 ， 清 代 辊 着 学 派 兴 起 。 包 括 数 学 在 内 的 研究 气 
氛 蔚 然 成 风 。《 数 学 九 章 》 从 此 驾 转 传 抄 ， 互 相 问 难 ， 探 讨 切磋 ， 
对 本 书 研究 颇 有 长 进 。 当 时 朝廷 派 员 在 全 国 范围 征集 图 书 ， 于 蓝 
隆 三 十 八 年 (1773 年 ) 起 开始 设立 四 库 全 书馆 编纂 《四 库 全 书 》, 到 
五 十 二 年 (1787 年 ) 完 成 , 共 3 503 种 ,36 078 册 。 先 后 共 抄 七 部 ,分 
藏 北京 .承德 .杭州 ,沈阳 等 七 地 。 其 母 本 藏 北京 文 渊 阁 , 称 文 湖 阁 
本 。《 四 库 全 书 ) 原 始 材 料 除 取 自 民 间 外 , 另 一 重要 来 源 , 就 近 从 富 
廷 所 藏 明 编 《永乐 大 典 》 副 本 抄录 .皖南 学 者 戴震 当时 任 四 库 辑 校 ， 
他 就 从 《永乐 大 典 》 辑 出 《数学 九 章 ) 十 八 卷 。( 图 版 一 多 四 库 全 书 总 
目 提 要 ) 说 :“ 是 书 分 为 九 类 ,一 日 大 衍 , 以 奇 零 求 总 数 为 九 类 之 纲 ; 


小 天 本 在 清 兵 和 人 关 后 仍 藏 宫廷 ， 正 本 下 落 不 明 ， 至 今 是 谜 。 
2 李 迪 认为 ， 十 卷 可 能 是 十 八 卷 之 误 。 
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二 日 天 时 ,以 步 气 朔 , 禹 影 及 五 星 伏 见 ;三 日 田 域 ,以 推 方圆 备 积 ，; 
四 昌 测 望 ,以 推 高 深 广远 ;五 日 赋 役 ,以 均 租 税 力 役 ;六 日 钱 谷 , 以 
轻重 出 入 ;七 日 营建 ,以 度 土 功 ; 八 日 军旅 ,以 定 行 阵 ; 九 日 市 易 , 以 
治 交 易 。 虽 以 九 章 为 名 ,而 与 古 九 章 目 近 别 。 盖 以 古 法 设 其 术 , 九 
请 则 别 其 用 耳 。” 又 说 :“ 今 即 《 永 乐 大 典 》 所 载 , 于 其 误 者 正之 , 朴 者 
辨 之 ;颠倒 者 次 第 之 ,各 加 按 语 于 下 , 谋 得 失 不 掩 , 伸 算 家 有 所 稽 考 
在 宜 稼 党 刊本 (1842 年 ) 之 前 四 十 年 间 ， 据 抄本 研究 《数学 九 
章 》 的 知名 人 士 有 : 

戴震 的 学 生 孔 广 森 , 据 文献 记 :“ 少 曾 师 囊 休 宁 戴震 ，, 因 得 尽 
传 其 学 。 及 官 翰 林 , 与 宽 中 秘 , 得 见 …… 秦 九 前 《数学 九 章 》.…… ， 
由 是 精 研 九 数 ， 学 益 大 进 ”。 

孙 星 衍 “ 充 中 秘 详 校 官 , 并 获 规 输 林 院 所 存 《 永 乐 大 典 》.” 其 
藏书 目录 中 有 《数学 九 章 》 十 八 卷 ， 应 是 自 《 永 乐 大 典 》 抄 本 ， 

周 中 胖 读 过 从 文 渊 阁 本 《 数 书 九 章 》 抄 本 。 

李江 藏 有 《数学 九 章 》， 张 敦 仁 借 抄 一 部 ， 曾 说 :“ 余 宦 游 江 
右 ， 上 交 学 使 李 云 门 先 生 ， 借 录 所 藏 秦 、 李 诸 书 ， 乃 得 宇 寻 立 天 
元 一 、 求 一 之 妙 。 及 来 吴 门 ， 有 元 和 诸 生 李 尚 之 锐 等 好 斯 言 。 因 
与 日 夕 讨论 ， 研 究 秘 奥 。 官 曹 多 上 暇 ， 轰 依 秦 氏 所 说 ， 略 加 修饰 而 
衍 之 ， 得 书 一 卷 日 《 求 一 算术 》。 以 篇 幢 稍 繁 ， 分 为 上 中 下 三 卷 ， 
以 究 其 原 。” 

论 思 复 ( 郊 夫 ) 家 藏 有 《数学 九 章 》， 曾 邀 顾 广 二 (千里 ) 校 算 ， 
顾 说 :“ 教 夫 太 史 校 其 家 道 古 数 书 开 驹 ， 嘱 文春 为 之 复 算 。? 

李 锐 、 焦 循 、 汪 菜 、 骆 腾 凤 、 沈 钦 裴 等 都 据 抄本 《数学 九 
章 》 研 究 ， 并 发 表 心 得 、 论 著 。 人 2 


@ 详 见 第 五 编 第 二 章 。 
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二 木刻 本 和 石 印 本 


《数学 九 章 》 从 《永乐 大 典 》 分 竟 目 “肢解 ”状态 下 被 辑录 出 
来 ， 又 完整 成 整体 ， 辑 入 《四 库 全 书 》 之 后 ， 抄 本 一 再 传 录 ， 引 
起 学 术 界 很 大 兴趣 。 历 经 大 约 半 个 世纪 酝酿 ， 经 校订 后 的 木刻 本 
才 问 世 。 这 是 一 件 很 了 不 起 的 大 洒 ， 对 于 秦 氏 书 的 广泛 流传 是 必 
不 可 少 之 举 。 对 国内 学 者 的 钻研 是 一 福音 ， 对 国外 学 者 也 有 极 大 
影响 。 西 方 学 者 能 了 解 我 国 13 世纪 时 在 数学 上 有 如 此 辉煌 成 就 ， 
第 一 枝 报 春 花 是 英 人 伟 烈 亚 力 (A. Wylie 1815 一 1887) 给 栽种 的 。 
这 是 伟 烈 在 来 华 第 五 年 (1852 年 ) 于 上 海 攻 该 此 木刻 本 后 的 读书 
报告 。 木 刊本 得 以 顺利 的 在 上 海 出 版 ， 是 主持 人 郁 松 年 、 江 阴 宋 
景 昌 ( 李 灌 再 传 弟子 、 沈 钦 裴 及 门 弟子 ) 以 及 毛 岳 生 三 人 的 功勋 ,其 
刊刻 经 过 ， 郁 松 年 在 《 数 书 九 章 札 记 ， 序 》 中 (1842 年 ) 说 得 很 翔 
实 : “ 余 既 刻 《 清 容 秘 源 》 二 集 ， 益 思 得 宋 元 人 秘笈 。 毛 君 生 甫 
(贡生 ) 为 子 言 ， 秦 道 古 《 数 书 九 章 》 思 精 学 博 ， 者 大 和 本 求 一 ， 正 
负 开 方 两 术 尤 为 阑 自古 不 传 之 秘 。 第 其 书 转 相 抄 录 , 率 脱 滋 多 , 元 
和 (苏州 ) 沈 广 文 ( 钦 裴 ) 曾 得 明 人 赵 琦 美 抄 本 于 阳 城 张 太守 ( 张 训 
仁 ) 家 ， 订 这 补 脱 ， 历 有 年 所 ， 以 老病 未 卒业 ， 其 弟子 宋 君 景 昌 ， 
能 传 其 学 。 余 因 瞩 毛 君 索 其 原本 ， 会 广 文 病 甚 ， 不 可 得 ， 得 其 副 
于 武进 李 太 史 ( 李 兆 洛 ) 家 。 毛 君 又 出 其 家 藏 元 和 李 茂 才 ( 锐 ) 所 校 
四 库 馆 本 ， 并 嘱 宋 君 为 之 后 校 。 顺 广 文 没 ， 宋 君 又 于 其 家 搜 得 秦 
书刊 误 残 稿 数 卷 。 于 是 以 赵 本 为 主 ， 参 以 各 本 。 其 文字 互 异 ， 又 
得 两 通 者 人 存 其 旧 ， 其 传 写 错落 ， 无 乖 算术 者 随 条 改正 ;其 术 草 丝 
继 ， 或 误 后 学 者 采 众 说 而 折衷 之 。” 一 般 说 ， 木 刻本 尊重 旧 本 、 
( 赵 本 ) 基 本 承 旧 ， 只 在 《 数 书 九 章 札 记 》 四 卷 中 ， 从 头 至 尾 对 秦 
氏 之 作 全 面 校勘 ， 引 述 《 四 库 》 馆 臣 以 来 各 家 观点 ， 并 加 注 宋 最 
昌 本 人 意见 , 体裁 同 今 人 胡 道 静 《 梦 溪 笔 谈 校 证 》, 很 有 参考 价值 
和 学 术 价 值 。 
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秦 氏 书 于 道光 二 十 二 年 (1842 年 , 丧 权 辱 国 《南京 条 约 》 签 订 
之 年 。 五 年 后 伟 烈 来 华 , 五 年 间 能 通读 古 汉语 写 的 数学 书 , 也 是 奇 
迹 ) 出 版 ， 为 了 忠于 旧 本 ， 书 名 也 改 为 《 数 书 九 章 》(《 四 库 》 本 书 
名 为 《数学 九 章 ?分 为 九 章 )， 列 入 郁 松 年 编 《 宜 稼 堂 丛 书 》。 由 于 
木 刊 本 的 流传 ， 文 人 学 士 极 易 获得 ， 因 此 从 上 世纪 40 年 代 开 始 ， 
研究 秦 氏 书 的 国内 外 学 者 和 成 果 益 为 丰硕 。 另 一 方面 有 的 学 者 据 
此 木刻 本 作 进 一 步 校勘 , 代表 作 有 无 锡 邹 安 电 ,他 笃 好 天 元 一 术 。 
校 读 算 书 ， 每 有 心得 ， 轻 题 于 周 上 。“ 党 以 郁 刻 秦 道 古 《 数 书 九 
章 》, 次 旋 错 出 , 演算 不 易 ， 故 用 力 尤 勤 , 而 辨 正 为 多 。 有 沈 、 李 、 
毛 、 宋 诸 家 所 未 及 者 。 窃 拟 编 次 其 说 ， 为 《 数 书 校 议 》 一 册 ?”。 光 
绪 二 十 四 年 (1898 年 ) 刘 铎 把 邹 校 本 《 数 书 九 章 》 收 入 《十 今 算 学 
从 书 》, 此 为 木 刊 本 发 行 后 过 半 个 世纪 手工 操作 刊印 的 第 二 个 版 本 
一 一 石 印 本 。 


三 现代 印刷 技术 印 本 


辛亥 革命 后 ， 现 代 印 刷 技术 进入 出 版 界 。 由 于 秦 氏 书 学 术 价 
值 高 ， 国 内 外 有 很 多 学 者 相继 悉心 研究 ， 已 发 表 论著 数 以 百 计 ， 
《 数 书 九 章 》 原 著 及 其 校勘 、 译 注 、 校 证 、 导 读 和 迭 有 出 版 。 

先是 上 海 商务 印 书馆 在 30 年 代 经 王 养 吾 、 胡 达 联 校对 、 句 读 
宜 称 得 从 书本 ( 含 宋 景 昌 札 记 )， 以 不 同 包装 形式 ， 出 铅字 活字 本 
(同一 内 容 ) 分 别 以 《丛书 集成 初 编 》《 国 学 基本 丛书 》《 万 有 文 
库 》( 第 一 集 名 义 发 行 。 校 对 和 句 读 都 很 认真 。 此 版 本 在 国内 外 
广泛 流通 。 

80 年 代 ， 台 北 商 务 印 书馆 发 起 ， 将 台南 图 书馆 藏 《 四 库 全 
书 》 母 本 一 一 文 渊 阁 本 , 全 套 缩小 , 原样 复制 精装 合共 1500 册 。 秦 
氏 九 章 列 入 第 797 册 ， 在 全 世界 发 行 。 


Q® 华 世芳 《近代 上 畴 人 著述 记 》。 
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兰州 王 守 义 在 1962 年 写成 《 数 书 九 章 新 释 》， 李 便 审 校 ， 李 
过 为 序 , 于 1992 年 在 安徽 科学 技术 出 版 社 出 版 , 印 2 000 部 。90 年 
代 湖 北 教育 出 版 社 出 版 中 国 传统 数学 经 典 导读 丛书 ， 其 中 《 数 书 
九 章 导读 》 列 入 出 版 计划 ， 陕 西 科学 技术 出 版 社 出 版 中 外 古典 数 
学 名 著 ， 其 中 《 数 书 九 章 校 证 》 列 入 第 七 种 ， 对 新 世纪 《 数 书 九 
章 》 的 进一步 销 研 作 了 良好 准备 。 

《 数 书 九 章 》 自 1247 年 成 书 以 来 七 个 半 世 纪 版 本 流程 简 图 如 
表 3. 2. 1 。 

表 3.2.1 七 百 五 十 年 间 《 数 书 九 章 》 书 名 、 
流传 及 版 本 流程 表 


《 数 术 大 略 》 
4 《数学 大 上 略 》) 
泰 九 衣 ，1247 
| 《数学 九 章 》 一 一 | 《数学 妃 章 》 ] 
明文 渊 赂 本 ，1421 和 
| 《数学 九 章 》 《数学 九 章 》 | -| 《数学 九 章 ) 
王 应 各 本 四 库 全 书本 ，1787 台北 本 ，1986 
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《 数 书 九 章 》 序 及 其 9 章 18 卷 凡 81 题 , 以 南宋 社会 为 背景 命 
题 ， 具 有 浓郁 的 时 代 气 息 。 描 述 当 时 农 惠 、 工 程 、 经 济 、 军 旅 等 
方方面面 实况 。 这 与 秦 九 部 甲子 一 生 ， 富丽 、 浪 漫 一 生 密 不 可 
分 : 青少年 时 战火 频仍 ， 颠 沛 流离 ;成 年 后 宦 游 遍历 南 中 国 ， 出 
川 ， 巡 江淮 ， 晋 京 ， 直 下 琼 嵌 。 他 广 于 交游 ， 兼 通 文 理 ， 旁 及 文 
娱 、 武 功 。 各 澡 于 观察 周围 吉 物 ， 体会 生活 实际 ， 勒 于 记录 、 思 
考 、 加 工 、 组 织 ， 于 是 斐然 成 章 。 这 在 《 数 书 九 章 .。 序 》 中 他 写 
得 很 真切 : ,万 肆 意 其 间 ,… … 探 索 查 渺 上 ， 粗 若 有 得 吏 …… 窃 尝 设 
为 问答 ,以 拟 于 用 。 积 多 而 惜 其 弃 , 因 取 八 十 一 题 , 厘 为 九 章 , 立 
术 具 草 ， 间 以 图 发 之 。 念 或 可 备 博 学 多 识 君 子 之 余 观 .” 现 在 读 
《 数 书 九 章 》 除 了 领会 其 中 数学 成 就 外 , 还 可 以 作为 一 部 南宋 时 代 
社会 史 来 读 。 反 过 来 ， 要 读 懂 《 数 书 九 章 》 也 必须 了 解 南宋 社会 
有 关 细 节 。 本 世纪 后 半 叶 已 有 钱 宝 琼 、 李 迪 先 后 做 了 有 关 工 作 , 发 
表 了 论文 9。 钱 宝 琼 认为 :“ 有 些 题材 表现 出 来 的 社会 经 济 情况 比 
《 宋 史 ，。 食 货 志 》 所 记录 的 更 为 具体 ,更 加 翔实 , 可 以 作为 研究 南 
宋 经 济 史 的 参考 .” 李 迪 认 为 :“《 数 书 九 章 》 在 某 种 程度 上 是 一 
部 经 济 数 学 专著 。……… 这 一 特点 ， 早 有 钱 宝 玉 注 意 及 此 ， 笔 者 的 
这 条 文章 则 作 了 进一步 探讨 , 然而 还 有 更 深入 研究 的 必要 .” 在 两 


@ 浪 渴 , 音译 英语 romantic, 义 , 富有 诗意 ,充满 幻想 。 此 词 我 国 自 十 有 之 , 苏 
轼 有 诗 ,“ 年 来 转 觉 此 生 浮 ， 又 作 三 吴 浪 漫游 . 

@ 可 小， 通 远 ， 深远 。 
见 本 卷 分 类 文献 目录 。 


pe 
i 
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位 论述 基础 上 我 们 再 次 作 多 方面 探索 和 整理 。 
第 一 节 计 量 


全 书 长 度 单位 最 大 为 里 , 下 为 丈 、 尺 、 寸 。 另 在 量 地 时 用 步 ， 
基 布 时 用 匹 。 其 进 制 有 别 于 秦汉 、 隋 唐 。 

1 里 =180 丈 ; 丈 、 扩 、 才 后 有 分 、 厘 、 宫 、 丝 、 忽 等 导出 单 
位 ， 都 十 进 。 

1 里 =360 步 , 1 步 =5 尺 ,1] 匹 =4 丈 。 

田亩 面积 单位 同 秦汉 , 但 亩 下 设 角 .1 角 = 二 亩 二 60 方 步 . 方 
步 下 设 分 ,一 方 步 为 十 分 。 

容量 单位 同 《 孙 子 算 经 》， 命 名 至 气 止 ,无 在 、 票 。 

衡 单 位 斤 下 都 十 进 : 斤 、 两 、 钱 、 分 ( 卷 10 第 5 题 均 科 纺 
税 ) 与 隋唐 前 用 五 量 有 异 ， 无 石 、 钧 、 铁 三 种 单位 。 

时 间 单 位 : 年 、 月、 日 以 下 有 刻 、 分 、 秒 、 小 分 、 小 秒 ( 卷 3 
第 4 题 缀 术 推 星 )。 其 中 : 

1 日 =100 刻 ,以 下 均 百 进 。 

钱币 单位 ， 其 基本 单位 为 文 。 

1 贯 =1 000 文 。 文 下 为 分 、 厘 , 点 、 丝 、 忽 、 微 、 沙 、 茵 、 轻 、 
清 、 烟 ， 均 十 进 ( 卷 12 第 5 题 累 收 库 本 ) 。 

其 中 容 基 单位 所 值 秦 氏 书 中 一 再 指出 以 文思 院 狮 为 国家 标准 
其 器 。 查 《永乐 大 典 》 卷 7512 仓 字 前 (中 华 书局 影印 本 ) 引 《 续 宣 
城 志 》， 有 南宋 嘉定 九 年 (1216 年 ) 至 淳 禧 二 年 (1242 年 ) 宁 国府 有 
大志 玫 制 造 记 种 五 干 余 字 ， 其 中 有 关 文 思 院 标准 量 器 有 二 ， 其 一 


DD 有 时 用 1 步 =5.8 尺 ( 卷 1 第 3 题 )， 有 时 1 里 =300 步 ( 卷 5 第 2 题 )。 


146 第 三 章 在 《 数 书 九 章 》 所 见 南 宋 社会 


为 狸 ， (圆柱 形 ,图 3. 3. 1a) 中 

“嘉定 庶 仓 射 内 刊 记 ; 嘉定 九 年 三 月 , 宁国 府 照 文思 院 降 下 铀 
式 新 置 造 角 ， 铁 铀 加 添 。 今 后 受 纳 ， 非 此 角 不 得 行 用 。 江 示 提 举 、 
权 府 事 李 ( 押 )”。“ 负 条 众 手 杂 造 ， 外 高 则 围 径 短 ， 外 低 则 围 径 长 。 
审 较 之 时 ， 又 加 裁 削 ， 故 解 徽 有 不 同 。 今 措 置 ， 每 狸 [1 围 径 ] 各 
以 尺 为 准 。 射 外 自 口 至 墙 底 高 一 尺 二 十 七 分 ， 角 内 自 口 至 底面 深 
一 尺 二 十 和 八 分 。” 

其 二 为 斗 ( 方 台 形 ,图 3. 3. 1b)2 


图 3. 3. la 图 3. 3. 1b 
“嘉定 九 年 三 月 ， 宁 国府 造 文思 斗 ， 用 此 受 纳 。 提 举 兼 权 府 
事 李 ( 押 )。 斗 外 自 口 至 墙 底 三 才 九 分 ， 寺 内 自 口 至 底面 深 三 才 六 昌 
分 。 明 里 口 底 九 寸 ， 明 里 底面 方 五 十 六 分 。” 
据 此 二 文献 ， 南 宋 时 “ 甬 ” 这 一 其 器 为 圆柱 形 ， 并 按 宋 尺 31 
厘米 折算 ， 五斗 解 应 含 


2 
bE X1.28rXf(31)2s29 949 立 方 厘米 。 


1 斗 应 含 5 989. 4 立方 厘米 。 
南宋 “ 斗 ” 这 一 甚 器 为 方 台 形 ，1 斗 应 含 


TD 图 系 《 永 乐 大 典 》 复 制 。 
小 图 系 《 永 乐 大 典 》 复 制 。 
已 原 为 “三 ” 字 , 与 侨 壤 出 入 过 大 ， 疑 系 “ 六 ”， 抄 写 之 误 ，。 
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(0. 92 十 0. 56 十 0.9X0.56) Xx ( 31) ?5 818. 5 立方 厘米 。 


由 于 古 时 制造 和 度量 技术 不 精 ， 如 果 说 南宋 时 国家 标准 每 升值 是 
600 立方 厘米 ， 出 入 不 会 过 殊 。 

在 上 引 《 了 永乐 大 典 》 所 说 宁国 府 量 器 制造 中 ， 值 得 注意 的 另 
一 桂 囊 是 : 除了 国家 标准 量 器 外 ， 地 方 政 府 还 自 造 大 于 文思 院 标 
准 的 大 解 大 斗 ， 就 在 《 续 宣 城 志 》 中 即 发 现在 嘉定 九 年 颁布 国家 
标准 前 后 几 十 年 内 ， 这 种 非法 量 器 就 有 四 种 ， 

“宁国 府 特 习 旧 例 , 受 纳 民 户 苗 米 ， 不 用 文思 院 射 斗 …… 取 射 
斗 较 之 , 则 本 府 现 用 受 纳 之 狮 比 之 文思 解 加 一 斗 四 升 八 合 ; 本 府 现 
用 之 斗 比 之 文思 斗 加 入 升 。?” 

“本 府 自 来 支 焉 军粮 射 与 文思 和 角 不 同 , 照 得 本 府 军 粮 负 比 文思 
射 每 五 条 加 一 斗 二 升 。” 

“收纳 苗 米 加 耗 ;一 石 取 六 斗 五 升 文思 斗 ….… 本 合 今 年 受 纳 苗 

米 ， 并 用 李 提 举 每 石 加 耗 六 斗 五 升 立 下 解 样 。 造 到 狸 十 只 .…… 并 
有 本 府 官 押 为 照 ?。( 图 3. 3. lc 自 《 永 乐 大 典 》 原 图 复制 ) 
” ”地方 政府 非法 制造 量 器 不 限于 宣 城 一 地 ， 而 是 宋代 各 地 普遍 
现象 , 例如 《 宋 史 。 吕 大 防 传 )»,“ 大 防 知 青 城 县 …… 入 以 大 斗 , 而 
出 以 公 斗 , 获 利 三 倍 , 民 虽 病 , 不 敢 诉 。” 
《 宋 会 要 》 记 有 : “绍兴 二 十 二 年 (1152 
年 ) 右 承 议 郎 吴 援 言 :“ 商 页 细 民 私 置 斗 
秤 , 州 县 虽 有 著 令 , 然 私 相 转 用 , 习 以 
为 常 。 至 有 百 里 之 间 ， 轻 重 多 窒 不 同 ， 
ee 契 勘 民 间 田 租 ， 有 以 八 十 合 、 九 十 
合 为 斗 者 , 有 以 百 五 十 合 至 百 九 十 合 为 
斗 者 。” 

《 数 书 九 章 》 有 关 问 题 中 , 正如 实 反 
映 了 南宋 基 器 的 紊乱 。 各 地 一 石 有 大 有 
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小 ， 各 地 可 以 自 造 大 斗 大 解 :“ 课 余 贵 贱 ( 卷 11 第 3 题 ) 谈 到 平江 
( 今 苏州 ) 每 石 折 文思 院 解 咯 130 升 , 而 安吉 ( 今 浙 江 省 湖州 )、 隆 兴 
( 今 江西 省 南昌 )、 表 州 ( 今 江西 省 吉安 )、 潭 州 ( 今 湖南 省 长 沙 ) 每 
石 分 别 折 文 思 院 角 110，115，120，118 升 。 其 中 平江 、 安 吉 ，: 
时 同属 浙 西 路 相距 不 过 300 里 ， 商 用 市 狮 出 入 却 悬 殊 如 此 。 再 如 
“ 围 积 量 容 ” 题 ( 卷 12 第 1 题 ) 还 讲 到 当时 出 租用 斗 ， 合 二 X 
(9.6? 十 7? 十 9. 6X7) X4X3. 8 276 立 方 厘 米 ,为 文思 院 狸 规 定 
值 的 1.38 倍 , 即 大 了 40% 。 这 说 明 当 时 “大 斗 进 、 小 斗 出 ”损人 
利己 实例 。 又 秦 题 所 说 狸 、 斗 形状 与 《 续 宣 城 志 》 正 合 。 

在 《 数 书 九 章 》 中 提供 我 们 南宋 时 白 纺 、 黑 夜 起 旋 时 刻 弥 觉 
珍贵 。 将 在 第 四 编 第 四 章 第 二 节 范 题 分 析 “ 程 行 计 地 ”( 卷 2 第 2 
题 ) 中 详 及 。 


第 二 节 农 事 


全 书 内 容 很 多 涉及 农事 。 这 一 方面 是 当时 是 农业 社会 ， 以 农 
立国 的 必然 ， 另 一 方面 是 秦 氏 主观 上 “以 拟 于 用 ”一 一 数学 为 农 
业 服 务 的 体现 。 这 在 他 的 序 文 颂 词 中 一 再 流露 着 :“ 三 农 务 稿 ， 报 
施 目 天 。"“ 魁 隐 粒 民 ， 杜 度 四 海 .”…… “ 河 苗 之 盾 , 惟 仁 隐 民 。” 
“ 妊 役 不 均 ， 宁 得 勿 思 ?”……… “ 粒 票 寸 丝 ， 褐 夫 红 女 ”…… “ 惟 
俭 昭 德 , 效 码 取 则 。” 作 为 数学 家 的 秦 九 请 能 从 这 些 方 面 考 虑 数学 
为 农业 服务 是 很 难能可贵 的 。 

现 就 有 关内 容 分 天 时 、 水 文 、 水 利 、 田 域 四 段 论 述 。 


@ 据 《 宋 史 ， 职 官 志 》， 文 思 院 “ 掌 金 银 、 犀 玉 工 巧 及 彩绘 装 铀 之 事 。 凡 仪 物 、 
器 仗 、 权 量 、 午 服 所 以 贡 上 方 、 给 百 司 者 ， 于 是 出 区 。” 可 见 文思 院 主 管 度量 衡 原 器 。 
又 在 《永乐 大 典 》 卷 7 512 仓 字 竟 三 一 引 《 续 宣 城 志 》( 中 华 书 局 影印 本 ) 找 到 文思 院 
“ 斗 ” 原 器 尺寸 。 详 见 第 三 章 ， 
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于 


一 天 


天 时 、 地 利 、 人 和 古称 三 才 , 是 成 事 必 要 因素 。 不 失 农 时 ， 对 
农业 生产 来 说 尤为 重要 . 《重子 ， 梁 惠 王 上 》 说 :“ 不 违 农 时 ， 谷 
不 可 胜 食 。”《 孟 子 。 尽 心 上 》 说 :“ 百 雷 之 田 , 勿 夺 其 时 。 八 口 之 
家 ， 可 以 无 饥 侨 。” 尔 后 政治 家 、 思 想 家 都 有 类 似 论 述 。 而 我 国 著 
名 农学 典籍 ， 更 具体 地 、 定 量 地 描述 农时 的 重要 性 。 例 如 二 至 与 
农事 安排 。 综 合 如 下 表 . 


表 3.3.1 
冬至 后 五 旬 七 日 《是 氏 春秋 , 任 地 ) 
夏至 前 二 十 日 ( 汇 胜 之 书 ”种 科 ) 
夏至 后 二 十 日 ( 沁 胜 之 书 .大 豆 ) 
夏至 后 七 十 日 《 沁 胜 之 书 .大 小 麦 
冬至 后 一 百 一 十 日 (并 胜 之 书 。 种 稻 》 
夏至 先后 各 二 日 。 | 可 种 和 《四 民 月 令 . 五 月 


北魏 员 思 疯 《 齐 民 要 术 》, 对 各 种 作物 下 种 时 间 与 产量 关系 有 
进一步 研究 ， 如 表 3. 3. 2 所 示 最 佳 时 称 “ 上 ”， 其 次 称 “ 中 ”， 又 
次 为 “下 ”。 


中 表 3.3.1. 表 3.3.2 搞 引 自 : 曾 雄 生 ,《 数 书 九 章 》 与 农学 . 自然 科学 史 研 究 ， 
1996,，3: 207 一 218 
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从 表 可 看 出 各 个 时 段 间距 有 的 相差 1 月 ， 有 的 十 多 天 ， 有 的 
只 有 10 天 之 差 。 所 以 一 本 准确 的 历 书 对 于 农业 生产 起 着 非常 重要 
的 作用 。 冬 至 是 岁 首 ， 其 发 生 淮 确 时 刻 是 每 部 历法 重点 考虑 和 研 
究 的 。 秦 氏 所 设 题 卷 1 第 2 题 ( 古 历 会 积 ) 保 留 了 宋代 历法 官员 探 
讨 秦汉 时 四 分 历 三 种 周期 共 公 周期 记录 。 而 卷 3 第 3 题 ( 治 历 演 
纪 ) 保 留 了 与 《 宋 史 ，。 律 历 志 》 所 记 开 禧 历 完 全 符合 的 积 年 年 数 ， 
可 贵 的 是 正史 只 示 结 果 ， 而 秦 氏 书 却 原原本本 地 道 及 这 个 结果 的 
第 一 手 入 算数 据 , 建立 同 余 式 组 解法 全 过 程 , 卷 3 第 1 题 ( 推 气 治 
历 ) 从 已 知 庆 元 四 年 (1198) 冬 至 发 生 时 刻 在 甲子 后 39. 924 3 日 , 绍 
定 三 年 (1230) 冬 至 发 生 时 刻 在 甲子 后 32. 941 2 日 ， 计 算 嘉 泰 四 年 
《甲子 ,1204 年 ) 岁 余 。 什么 是 岁 余 ? 就 是 360 日 的 尾数 , 也 就 是 说 
借助 于 二 次 冬至 发 生 时 刻 推 算 回 归 年 长 度 。 卷 3 第 2 题 ( 治 历 推 
国 ) 从 况 泰 四 年 冬至 发 生 时 刻 在 甲子 后 11. 446 1 日 ,十 一 月 朔 在 甲 
子 后 1.775 5 日 计算 闽 骨 ,图 率 , 这 无 非 是 治 历 演 纪 题 的 准备 工作 ， 
因此 上 引 四 题 , 真 实 反 映 出 南宋 历法 官员 对 历法 工作 的 一 丝 不 苟 ， 
为 农业 制定 历法 最 根本 的 问题 一 一 时 间 起 算 时 刻 ， 即 时 间 原 点 的 
确定 的 认真 负责 态度 .但 这 是 指 从 星象 观察 和 理论 计算 的 一 方面 . 
从 卷 4 第 1 题 (反日 究 微 ) 我 们 还 能 看 到 南宋 历法 官员 从 皮影 变化 
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反 算 阳 城 一 一 当年 北宋 天 文 研究 中 心 一 一 节气 发 生 时 刻 。 此 题 是 
说 : 历代 测 其 日 影 以 唐 大 衍 历 为 最 精 , 而 崇 天 历 ( 北 宋 天 圣 二 年 甲 
子 1024 年 启用 ) 测 得 阳 城 冬至 日 影 长 12. 715 0 尺 , 夏至 长 1. 477 9 
尺 与 大 衍 历 所 测 相 同 。 现 行 开 禧 历 在 临安 测 得 冬至 日 影 长 
10. 822 5 尺 , 夏至 长 0. 91 尺 。 要 计算 临安 在 夏至 几 日 后 的 日 影 长 
与 阳 城 夏至 日 的 日 影 长 度 相 等 。 答 案 是 阳 城 夏至 与 临安 大 时 后 五 
日 影 长 相等 ， 也 就 是 两 地 物候 气节 来 到 时 间 差 在 一 个 月 以 上 。 显 
然 这 种 计算 对 “不 误 农时 ”是 非常 重要 的 。 


二 水 文 


现代 农业 把 “水 ”与 土 、 肥 、 种 …… 等 同 列 为 农业 增产 重要 
因素 之 一 ， 各 种 水 工 建筑 也 以 自然 降水 量 作为 设计 的 主要 参数 之 
一 。 我 国 自 古 以 来 农学 专著 记述 水 文 与 农业 生产 的 关系 的 论述 也 
十 分 丰富 ， 例 如 《 齐 民 要 术 。 种 谷 》 就 说 :“ 凡 种 谷 ， 雨 后 为 佳 。 
轴 小 雨 ， 宜 接 湿 种 ， 遇 大 雨 ， 待 秽 生 .” 何 谓 小 雨 ? 何谓 大 雨 ? 定 
其 测定 就 需要 基 雨 器 阵 。 现 代 量 雨 器 是 口径 、 底 径 相 同 的 圆柱 形 
简 , 积 水 涤 度 就 是 平地 降水 基 。 秦 氏 书卷 四 第 2 一 5 题 (天 池 测 雨 、 
圆 唤 测 雨 、 峻 积 验 雪 ,人 竹器 验 雪 ) 既 量 十 又 量 雪 .由 于 受 雨 ( 雪 ) 容 器 
不 是 等 截面 , 秦 氏 作出 准确 计算 , 折 成 圆柱 形 ( 以 口径 为 底 径 ), 在 
“天 池 测 雨 ” 题 一 开始 就 说 :“ 今 州 郡 都 有 天 池 盆 >。 可 见 南宋 时 测 
雨 其 雨水 文 午 业 的 普遍 。 在 人 类 文化 史上 应 是 创举 ,而 且 同 题 答 
案 “ 平 地 三 寸 "， 是 说 一 次 降水 后 雨量 约 90 党 米 ， 这 与 江南 年 降 
水 其 约 1 500 党 米 是 真实 的 记录 。 欧 洲 今 存 最 早 气象 记录 是 1331 
~1338 年 .所 以 我 国 在 13 世纪 使 用 的 天 池 盆 的 科学 记录 也 是 世 
界 之 最 。 


人 D 英国 牛津 大 学 藏 的 手稿 ， 见 1912 年 第 11 版 的 大 英 百 科 全 书 (Encyclopeadia 
Britannica) 第 18 卷 ，pp，264 一 265. 
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南宋 水 文 事业 的 发 展 和 普及 与 其 兴修 水 利 是 密 不 可 分 的 。 
三 水 利 


两 宋 时 代 在 扩大 耕地 ， 特 别 在 与 水 争 田 方面 ， 确 实 做 了 大 鞭 
工作 。 北 宋 沈 括 说 当时 修筑 万 春 圩 :“ 方 是 时 ， 岁 饥 ， 百 姓 流 完 。 
县 官方 以 发 票 ， 因 重 其 庸 以 募 穷 民 。 旬 日 得 丁 万 四 千 人 …… 于 是 
发 原 决 装 ， 茜 其 菌 时 ,五 日 而 野 开 。 表 堤 行 水 ， 称 材 赋 工 ， 凡 四 
十 日 而 毕 。……: 夹 坦 之 月 ， 列 植 于 桑 ， 为 桑 若 干 万 。 圩 中 为 田 千 
二 百 七 十 项 。” 及 南宋 , 乾道 九 年 (1173) 有 文献 @ 记 道 :“ 宁 国府 
惠 民 、 化 成 旧 圩 四 十 余 里 ， 新 增 筑 九里 余 。 太 平 州 黄 池 镇 福 定 圩 
周 回 四 十 余 里 ， 延 福 等 五 十 四 圩 周 回 一 百 五 十 余 里 ， 包 围 诸 圩 在 
内 ， 芜 湖 县 圩 岸 大 小 不 等 ， 周 回 总 约 二 百 九 十 余 里 。 通 当 涂 圩 岩 
共 约 四 百 八 十 余 里 。” 可见 南 宋 继 北宋 之 后 造田 活动 继续 在 进行 
着 .这 是 为 了 当时 中 央 政 府 偏 安江 南 , 人 多 地 少 矛 盾 日 益 突出 , 扩 
大 耕地 成 为 当务之急 。 

在 秦 氏 书 中 第 五 卷 ( 田 域 ) 第 九 卷 ( 赋 役 ) 第 十 一 卷 ( 钱 谷 ) 第 十 
三 卷 ( 营 建 ) 都 有 有 关 问 题 涉及 当时 水 利 建设 盛况 ， 有 的 题 还 附 精 
美 插图 。 图 3. 3. 5 采 自 卷 6 第 3 题 ( 围 田 先 计 )。 我 们 整理 如 下 ， 

开 河 筑 坝 、 建 十 ( 堤 ) 围 圩 ， 
问 。 是 摘要 
计 滩 河 权 河 长 48 里 ,，“ 开 通 运河 ， 就 土 筑 坦 ” 
计 造 石 吉 坝 长 30 丈 ,用 夫 11 万 3 千 余 人 
筑 二 均 劳 四 县 (7 720 人 )“ 共 兴 筑 圩 十 ”长 36 里 半 


四 沈 括 .长兴 集 。 万 春 圩 记 ， 见 四 部 丛刊 本 。 
四 马 端 临 ， 文 献 通 考 .田赋 六 。 
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三 斜 求 各 沙田 成 三 角形 ， 田 积 315 项 
斜 荡 求 积 荡 田 成 四 边 形 ， 田 积 1 911 需 60 亩 
计 地 容 民 沙洲 成 四 边 形 ， 田 积 203 项 50 亩 


图 田 先 计 区 下 和 冬日 水 退 “ 和 欲 趁 此 时 ， 围 庄 成 田 ， 田 积 
' 1 884 顷 83 亩 余 
国家 经 济 效益 


复 邑 修 赋 与 海 争 田 ,“ 海 十 复 涨 ” 共 田 达 7 972 需 66 


亩 ， 重 修 税 册 
“站 ”1 。 共 田 3 021 上 硕 51 
图 四 胡言 “ 兴 复 围 田 已 成 计 租 米 。 共 田 
调 余 
四 田 域 


秦 氏 在 自序 颂 词 中 对 第 三 田 域 所 设 九 问 明明 宗旨 : “ 苍 姬 井 
之 ,仁政 依 在 …… 步 度 庆 赋 , 版 图 是 掌 。 方圆 异 状 , 斜 府 殊 形 ……. 
差 之 学 厘 ， 廖 帮 干 百 。 公 私 共 弊 ， 责 廊 其 籍 .” 在 其 所 设 有 关 问 题 
中 我 们 可 以 了 解 南 宋 时 代 测 定 耕 地 面积 和 评定 等 级 的 实况 。 

在 沿海 傍 江 造田 之 后 ， 首 要 措施 是 测量 土地 面积 。 秦 氏 书 中 
一 再 提 到 沙田 和 和 荡 田 。 什 么 是 沙田 ? 在 秦 氏 稍 后 的 农学 专家 王 桢 
(13 世纪 末 一 14 世纪 )《 农 书 》 解 释 说 :“ 沙 田 ， 南 方 江淮 间 沙 省 
之 田 也 。 或 尝 大 江 ， 或 峙 中 洲 。 四 周 芦 革 骆 密 ， 以 护 堤岸 。 其 地 
常 润泽 ,可 保 丰 熟 。” 什 么 是 荡 田 ? 荡 ， 是 指 江 河 湖 海 沿岸 原来 长 
杂 草 之 处 ， 地 势 低下 。 在 四 周 及 其 中 间作 水 工 建设 后 ， 就 成 为 大 
片 耕地 ， 至 今 江南 还 有 北 草 荡 ， 皇 天 荡 的 名 称 。 

由 于 南宋 大 面积 造田 , 丈量 土地 频繁 进行 , 这 是 合理 播种 、 施 
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肥 和 估 产 、 秋 后 交 税 ( 租 ) 所 必需 。 秦 氏 书 中 反映 了 南宋 时 代 对 面 
积 度量 的 特点 。 其 一 ， 出 现 新 的 图 形 面积 公式 ， 如 “三 斜 求 积 ”， 
这 是 前 所 未 有 的 。 其 二 ， 用 几何 结合 代数 方法 解决 新 的 划分 田地 
问题 如 “ 均 分 梯田 ”( 卷 5 第 6 题 ), 这 也 是 前 所 未 有 的 。 其 三 , 对 
面积 测量 的 精度 提高 了 , 亩 和 方 步 之 间 增 添 导出 单位 “ 角 ”( 四 分 
之 一 亩 ), 方 步 下 又 加 设 “ 分 ”( 十 分 之 一 方 步 ), 这 也 是 过 去 未 有 
的 。 z 

沙田 、 荡 田 大 都 是 与 水 争 田 的 成 果 ,“ 不 稳定 ”是 它 的 特点 之 
一 。 南 宋 时 有 文献 记 :“ 沙 田 者 , 乃 江 滨 出 没 之 地 ,水 激 于 东 ， 则 
沙 涨 于 西 ; 水 激 于 西 , 则 沙 复 涨 于 东 , 百姓 随 沙 涨 之 东西 而 田 亚 。” 
在 秦 氏 书 中 “ 漂 田 推 积 ”( 卷 6 第 1 题 ) 正 印证 了 这 一 旧 实 ;“ 问 ， 
三 斜 田 ， 被 水 冲 去 -- 隅 ， 而 成 四 不 等 直 田 之 状 。” 

希腊 历史 学 家 和 希 罗 多 德 (Herodotus ,公元 前 5 世纪 ) 说 ;* 埃 及 
受 尼罗河 恩赐 ， 这 条 河 把 南方 的 水 一 年 一 度 地 泛滥 到 沿 河 两 岸 之 
后 ， 留 下 泛 土 。…… 每 年 涨 水 后 ， 需 要 重新 确定 田地 边界 ， 才 产 
生 了 几何 学 .” 从 某 些 意义 讲 ， 南宋 大 面积 造田 , 同样 促进 了 几何 
学 的 发 展 。 

从 秦 氏 所 设 问 题 , 我 们 还 能 看 到 南宋 时 代 评 定 税收 、 田 租 , 不 
但 考虑 土地 大 小 ， 还 兼 及 土地 质量 ,而 且 质 量 等 级 的 评估 可 谓 厅 
斤 计较 : 上 、 中、 下 三 等 中 又 加 密 为 上 上 、 上 中 、 上 下 等 九 级 , 占 
三 万 字 篇 幅 的 “ 复 邑 修 赋 ”( 卷 9 第 1 题 ) 所 载 此 昌 有 6 乡 ， 每 乡 
土地 各 分 三 等 、 九 级 。 共 6X3X3=54 笔 (内 有 七 笔 明 确 写 无 字 )， 
各 应 纳米 、 绢 ， 各 按 面积 大 小 、 等 级 加 权 分 配 ， 明 细 账 有 6X3xX 
3X3=162 笔 , 其 明细 账 当 为 真理 实录 , 这 是 秦 氏 田 域 类 颂 词 中 结 
语 :“ 公 私 共 弊 ， 责 前 其 籍 ?” 的 体现 。 封 建 时 代 直 至 民国 ， 官 府 
税收 , 非常 项 真 。 土 地 清册 ( 籍 ) 有 专职 人 员 管 理 , 可 谓 代 代 相 传 ， 
一 脉 相 承 。 
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第 三 节 和 营 造 


南宋 周密 (1232 一 1298)《 刁 辛 杂 识 ， 续 集 下 》 记 秦 九 韶 的 营 
造 活动 时 说 ;“ 有 地 在 湖州 西门 外 , 地 名 会 上 ,正当 若水 所 经 , 入 
城 面 ,， 势 浩 功 。……: 建党 其 上 , 极其 宏 敞 。 和 党 中 一 间 横 豆 七 丈 , 求 
海 征 之 奇 材 为 前 杆 @@。 位置 篆 自 出 心 匠 。 凡 瓦 并 、 两 淮 、 捕 风 多 ， 
皆 以 砖 为 之 。 堂 成 七 间 , 后 为 列 屋 。…… 其 始 计 梅 , 离 家 之 日 , 大 
向 前 大 析 中 汤 ， 人 请 不 祥 。” 于 此 可 说 明 奏 氏 精 心 设 计 过 极其 宏 散 
的 七 开间 住宅 。 按 今 存 山西 省 五 台 县 佛光 寺 金 建文 殊 暴 (1137 年 ) 
面 亩 也 是 七 间 , 明 间 次 间 用 减 柱 造 复合 梁 , 此 梁 跨 度 为 10. 12 米 
( 约 合 3.5 丈 ) 为 《 颂 辛 杂 识 》 所 记 提供 了 实物 旁证 。 秦 氏 选 用 进 
口上 等 木料 ， 使 明 间 额 杭 跨 度 长 达 7 丈 ， 是 极 大 胆 的 构思 。 北 打 
李 诚 《营造 法 式 》(1103 一 1106, 下 简称 4 法 式 为 卷 26 诸 作 料 例 中 ， 
模 材 是 梁 材 中 最 大 尺寸 ; 长 6 到 至 8 丈 , 深 2 尺 5 寸 至 3 尺 5 寸 ， 
宽 2 尺 至 2 尺 5 寸 。 这 种 材料 仅 作 库存 ， 不 用 于 实际 工地 。 秦 氏 
于 1244 年 到 浙江 湖州 营建 住宅 , 1260 年 被 贬 庆 广东 梅州 。 如 此 大 
跨 梁 于 建屋 后 16 年 “中 断 ”, 是 很 可 能 的 .@ 在 秦 氏 政治 生涯 中 曾 
任 和 州 守 、 芒 州 守 、 项 州 通 判 、 建 康 ( 六 朝 都 都 于 此 ) 通 判 。 他 在 
处 理 本 职工 作 中 必须 熟悉 城建 、 农 田 、 水 利 、 军 工 和 单个 建筑 等 
营造 业务 。 在 《 数 书 九 章 》 中 除 设 专 卷 -一 一 第 十 三 卷 (营建 ) 记 载 
营造 中 的 数学 问题 外 ， 散 见 其 他 各 卷 也 有 不 少 描述 。 对 照 同 时 期 


中 原著 为 曾 上 。 

四 前 衫 即 额 仿 ， 江 南 称 检 梁 ， 吴 语 检 为 大 ， 亦 称 大 梁 。 

岛 滨 ，hui， 两 化， 指 屋 消 两 旁 网 吻 饰 物 。 

全 捕 ， 指 屋顶 两 山墙 上 的 装饰 ， 建 筑 界 称 “ 搏 风 ”。 

多 江南 多 铂 蚁 ， 杭 州 灵 隐 寺 大 雄 宝 左 在 本 世纪 初 建成 后 ， 受 白蚁 星 蚀 ， 其 大 梁 
在 40 年代 中 断 。 
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有 关 专 著 及 今 存 实物 ,不 难 发 现 他 所 论述 的 事例 大 率 切 中 实情 ,而 
且 不 少 是 定 基 记录 ， 主 可 以 作为 中 国 建筑 历史 文献 的 重要 补充 。 

本 节 将 分 城池 、 水 工 建筑 物 、 单 个 建筑 物 、 建 材 和 功 限 五 段 
述说 。 

一 城 池 

在 封建 社会 ， 城 池 建 设 大 都 受 《 周 官 。 考 工 记 》 有 影响 ， 城 以 
方 整 为 主 。 周 王城 规模 是 “ 方 九里 、 汐 三 门 .” 以 后 各 朝 名 城 欠 出 ， 
汉 唐 两 都 : 长安、 洛阳 即 为 著 例 。 由 于 各 种 原因 我 国 古城 保存 至 
今 已 极 少 见 ， 城 建 专 著 率 无 问 址 ， 幸 筑城 之 制 在 有 关 典 籍 中 尚 有 
零星 记载 。 

北宋 曾 公 亮 《 武 经 总 要 》(1044 年 ,下 简称 《 武 经 》) 前 集 卷 12 
守 城 入 有 图 、 有 说 。 略称 :“ 三 里 之 城 万 家 和 守之 足 儿 ， 作 四 门 …… 
城 外 凿 壕 , 去 大 城 约 三 十 步 。 上 施 钓 ( 吊 ) 桥 。 壕 之 内 岸 筑 羊 马 城 ， 
去 大 城 约 十 步 。 几 城 上 皆 有 女 墙 。 每 十 步 及 马 面 皆 设 敌 棚 、 敌 楼 。?” 
“ 贷 城 之 法 ,每 下 益 一 丈 上 收 四 尺 。 凡 城 高 五 坟 、 底 益 五 丈 ， 上 收 
二 丈 , 尤 坚固 狗 。” 羊 马 城 高 可 一 不 以 下 ， 八 尺 以 上 。”“ 女 墙 高 可 
五 信 ”“ 壕 面 各 随 其 地 为 阔 锋 ， 大 要 在 面 拼 、 底 狭 ， 其 深 及 泉 ， 使 
箭 炮 难 及 ， 即 住 .”( 图 3. 3. 2a) 
《法 式 》 卷 3 论坛 寨 制度 :“ 筑 城 之 制 ， 每 高 四 十 尺 则 厚 加 高 一 十 
尺 。 其 上 斜 收 减 高 之 半 ， 若 高 增 一 尺 ， 则 其 下 厚 亦 加 一 尺 ， 其 上 
斜 收 亦 减 高 之 半 。”“ 城 基 开 地 ， 深 五 尺 。 其 厚 随 城 之 厚 ， 每 城 身 
长 七 尺 五 才 栽 永定 柱 ( 长 视 高 、 径 一 尺 至 一 尺 二 才 )、 夜 又 木 ( 径 同 
上 、 其 长 比 上 减 四 尺 ) 各 二 条 。 每 筑 高 五 尺 , 横 用 经 木 一 条 (长 一 
至 一 丈 二 尺 , 径 五 十 至 七 十)， 每 橡 长 三 尺 ， 用 草本 一 条 (长 五 尺 ， 
径 一 十 , 重 四 两 )。 木 概 子 ( 头 径 十 ,长 一 尺 )。 同 书卷 1 总 释 引 《 周 
官 。 考 工 记 》 制 度 时 又 说 :“ 城 以 盛 民 也 。 坊 、 城 上 女 垣 也 。 城 上 
垣 谓 之 脾 晚 ， 言 于 孔 中 了 晚 非常 也 ，……。 ， 齐 日 女 墙 ， 言 其 卑 小 
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比 之 于 城 ， 若 女子 之 于 丈夫 也 。” 

《 数 书 九 章 》 卷 13 第 1 题 ( 计 定 城 筑 ) 记 宋 时 地 方 城池 做 法 , 根 
据 题 文 、 木 文 、 演 草 及 答案 ， 宋 城 结 构 赫 然 可 见 ， 现 在 分 段 说 明 ， 

一 般 布 局 

题 文 ;“ 问 淮 属 筑 一 城 ， 转 长 一 千 五 百 一 十 大 ， 外 筑 羊 马 墙 ， 
开 濠 ，……。 ， 城 身高 三 大 ， 面 阔 三 大 ， 下 阔 七 丈 五 尺 。 羊 马 墙 高 
一 天， 而 闷 一 大 。 开 涪 面 阔 三 十 大 ， 下 财 二 十 五 天 。 ， 取 土 
用 穿 四 、 坚 三 为 率 。” 

城 围 1 510 丈 , 约 合 10 里 ， 每 边 2 里 半 ， 与 《 武 经 》 所 说 “二 
里 (见方 ) 之 城 ， 万 家 守之 足 锋 ”大 致 相符 。 

平面 布 痊 : 大 城 、 羊 马 墙 、 城 尝 等 与 《 武 经 》 所 说 一 致 。 湾 
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面 阔 达 三 十 丈 ， 约 合 百 米 ， 与 “ 稍 炮 难 及 即 住 ”要 求 符合 。 

成 身 井 法 与 《 武 经 》 所 说 天 体能 合 ， 大 城下 赣 7.5 尺 ”应 上 
收 7.5X4= 王 30 尺 ， 上 益 应 是 45 尺 ， 当 更 为 稳定 。 

羊 马 墙 乒 寸 则 与 《 武 经 》 规 定 同 。 

开 流 控 土 按 四 比 三 折合 为 建 大 城 及 羊 马 墙 所 需 坚 土 ， 二 者 出 
入 平衡 。 (图 3. 3. 2b) 


女 头 准 台 


图 3. 3. 2b 淮 郡 城池 剖面 图 
女 墙 造 法 
题 文 :“ 女 头 鹊 台 共 高 五 尺 五 寸 ， 共 宽 三 尺 六 寸 ， 共 长 一 大 。 
前 台 长 一 天 、 高 五 寸 、 阔 五 尺 四 寸 。 座 子 长 一 天 、 高 二 尺 二 寸 五 
分 、 视 三 尺 六 寸 。 肩 子 高 一 尺 二 十 五 分 、 宽 三 尺 六 寸 、 长 八 尺 四 
二。 帽子 高 一 尺 五 寸 、 宽 三 尺 六 十 、 长 六 尺 六 十 。 箭 窗 三 眼 各 宽 
六 十 、 长 七 二 五 分 ， 外 了 眼 比 内 了 腿 余 低 三 才 。?” 
女 头 酌 台 即 《 武 经 》 所 说 女 墙 ， 题 文 说 共 高 5.5 尺 ， 与 《 武 
经 》 所 志 “ 高 可 五 扩 ” 一 致 。 这 也 是 《法 式 》 所 说 坊 、 女 垣 。 女 
墙 的 功能 是 “ 孔 ( 稍 眼 ) 中 上 蝗 晚 名 非常, 用 以 攻 敌 。” 题 文 说 外 眼 比 


QD 《 九 章 算术 。 商 功 } 第 1 题 术 文 ,“* 穿 地 ( 挖 土 ) 四 、 为 二 (壤土 .耕作 用 松 土 ) 五 
为 坚 ( 土 ) 三 "。 开 湾 控 士 截面 为 :> 22 x8( 平 方 尺 ), 大 城 及 羊 马 墙 截面 和 按 4 : 3 折 


成 穿 土 为 ， X30 二 1 二 x10] x4 二 3( 平 方 尺 )， 二 者 都 等 于 2 200( 平 方 尺 )， 


浪 深 尺寸 见 本 题 答 数 ，。 
名 脾 (b) 院 (ni)， 义 ， 斜视。 
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内 眼 斜 低 三 寸 ， 居 高 临 下 ， 能 攻 能 和 守 ， 设 计 合 理 。 题 文 还 给 出 女 
墙 细部 结构 及 尺寸 ， 是 难得 的 材料 。( 图 3. 3. 3a) 


+ 一 二- 


0 5 尺 


图 3. 3. 3a” 准 和 郡 城墙 女 头 竟 台 正面 、 痢 面 图 

砖 包 、 石 基 、 木 骨 、 土 心 城 身 造 法 

题 文 ;:“ 周 回 石 版 ， 铺 城 脚 三 层 。 每 片 长 五 尺 、 阔 二 尺 、 厚 五 
十 。”“ 通 身 用 砖 包 砌 ， 下 一 天 九 幅 、 中 一 天 七 幅 、 上 一 天 五 幅 , 夸 
每 片 长 一 尺 二 寸 、 阔 六 十 、 厚 二 十 五 分 。”“ 护 险 墙 高 三 尺 、 阅 一 
尺 二 十 。 下 脚 高 一 尺 五 十 ， 铺 砖 三 幅 ; 上 一 尺 五 十 ， 铺 砖 二 幅 ,” 
“每 长 一 大 ， 用 木 物料 : 永定 柱 二 十 条 、 长 三 天 五 尽 、 径 一 尺 ,” 
“ 寂 头 搜 后 术 共 八 十 条 、 长 二 大、 径 七 十 .”“ 持 子 林 二 百 条 、 长 一 
大 、 径 三 寸 。”“ 经 相 二 千 个 ， 每 个 长 一 尺 、 方 一 十 。”“ 纤 @ 索 二 
千 条 ， 长 一 大 、 径 五 分 。” 

题 意 城 身 每 长 一 丈 ( 高 三 丈 ) 全 用 砖 包 ,其 做 法 是 (图 
3. 3. 3b ) / 


从 纤 (ren)， 义 ， 交织 。 
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标高 ( 丈 ) -二 女 二 
3 , 
怖 砚 砖 四 十 皮 夸 工 本 崩 土 心 
上 每 上 度 进深 五 夸 


2 


I 
旱 瑰 夸 凤 十 皮 / 4 
每 度 进 谋 七 态 
， 二 一 一 
沾 页 在 四 十 皮 护 险 墙 
每 度 进 深 九 态 ! 小 一 石竹 
站 A er 


石 版 三 皮 ， 丁 确 砖 六 皮 每 皮 进 深 二 破 一 一 一 北 
进深 网 苇 。 。 丁 疯 砖 六 皮 ， 第 眼 进 深 三 磁 0 1 尺 


图 3.3.3b 淮 履 城墙 砖 石 用 料 图 

从 地 面 起 高 一 丈 范 围 内 顺 砌 四 十 皮 , 进深 九 砖 , 共 进 深 0.6X 
9 二 5,4 尺 ; 从 高 一 丈 起 至 二 丈 范围 内 , 顺 砌 四 十 皮 , 进深 七 砖 , 共 
进深 0. 6X7=4.2 尺 ; 从 高 二 丈 起 至 顶 也 顺 砌 四 十 皮 , 进深 五 砖 ， 
共 进 深 0.6X5=3 尺 。 三 者 平均 折算 进深 七 砖 , 平均 进深 4.2 尺 ， 
因此 演 草 说 城 长 一 丈 共用 砖 

102X3X7。(1.2X0.25) 一 7? 000( 片 )。 

加 固 城 身 另 做 护 险 墙 从 地 面 起 高 一 尺 半 范 围 内 , 丁 砌 六 皮 , 进 
深 三 砖 : 高 一 尺 半 至 三 尺 ， 丁 砌 六 皮 ， 进 深 二 砖 ， 平均 进深 二 夸 
半 ， 因 此 演 草 说 城 长 一 丈 护 险 墙 用 砖 数 。 

石 基 上 顺 砌 三 展 ， 进 深 同城 身 下 层 共 进深 因此 演 草 算得 城 长 
一 丈 共 用 石 数 。 

为 增强 城 身 抗 前 、 抗 弯 应 力 ， 土 心 城墙 加 用 木 骨 ， 从 题 文 看 
准 郡 所 配 木 料 是 富裕 的 ， 城 长 一 丈 用 :， 人 永定 柱 2 根 、 鲍 息 头 搜 
后 木 8 根 、@ 持 子 术 20 根 、 人 名 纤 概 2 000 个 、@@ 纤 索 2 000 条 。 对 
照 《法 式 》 壤 寨 制 度 所 用 木料 名 称 、 尺 寸 大 同 小 异 , 而 用 料 较 多 。 
其 具体 结构 虽 已 不 可 详 考 , 大抵 、@ 四 四 二 项 为 竖 材 ， 含 @@ 为 横 材 ， 
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再 以 简 卯 、 纤 索 连 系 ， 相 互 纽 拱 ， 纵 横 交 错 ， 形 成 有 负 符 功 能 的 
空间 格 网 结构 ， 以 为 城 身 强 有 力 土 心 骨 料 ， 这 是 可 以 肯定 的 。 
秦 氏 在 题 中 所 称 准 城 。 如 为 准 阴 ， 当 时 属 金 ， 秦 氏 隶 宋 ， 不 
能 到 达 ， 淮 城 当 为 淮 阳 。 据 民国 《 淮 阳 县 志 》 卷 4 记 :“ 明 洪武 驻 
足 于 效 , 命 指挥 贾 齐 等 守 硕 。 辛 雍 (1372 ,在 秦 后 一 百 余年 ) 指 挥 陈 
享 易 城 砖 ， 壮 七 里 有 奇 、 高 三 丈 。 址 广 五 丈 五 尺 ， 顶 广 不 及 址 十 


之 三 ( 按 即 顶 广 三 丈 八 尺 五 寸 )。…… 台 三 十 九 , 堪 计 二 干 七 百 。 
TT 外 环 护 城 ” 由 此 可 见 秦 题 准 城 规模 与 之 相仿 佛 ， 并 非 虚 构 ， 
其 来 有 自 。 


根据 近年 实测 古城 断 垣 资料 来 鉴定 秦 题 , 其 数据 也 翔实 可 靠 。 
例如 河北 省 正定 县 古城 墙 系 明 清 时 真 定 府城 旧 物 ， 是 唐 宋 以 来 原 
土建 城墙 基础 上 发 展 起 来 的 。 今 存 城 身 较 完整 部 分 ， 上 顶 宽 约 九 
米 五 、 六 ( 约 合 三 丈 )。 城 墙 外 侧 砖 砌 ， 从 残迹 部 分 看 ， 原 做 法 或 
用 城 砖 ， 规格 0. 46X0.23X0.1( 单 位 米 , 约 合 1.4X0.7x0.3 单 
位 尺 ) 或 用 小 砖 0.33X0.17X0. 06( 单 位 米 , 约 合 1X0.5X0.2 单 
位 尺 )。 一 般 用 城 砖 砌 进深 四 砖 ， 用 小 砖 历 进 深 五 、 六 砖 不 等 。 大 
体 砖 砌 进深 在 1. 1 米 或 1. 2 米 宇 〈 约 合 四 尺 ) 。 城 心 夯 筑 素 土 ， 一 
般 层 厚 0. 2 米 上 下 。 城 脚 砌 青 条 石 两 层 ， 层 厚 约 0.3 米 ( 约 合 一 
扩 )。 四 城 站 外 还 重点 设防 ， 类 似 秦 题 所 说 羊 马 墙 而 不 通体 连 
贯 。@ 


二 水 工 建筑 物 
在 上 一 章 介 绍 秦 氏 书 中 颇 多 以 水 利 为 题 的 问答 。 本 有 段 选 析 三 
中 南宋 每 尺 合 0. 309 一 0. 329 米 不 等 ， 这 里 作 0. 32 尺 折算 。 参 见 本 《大 系 》 第 
四 卷 附录 。 


四 实测 资料 见 王 瑟 子 (故宫 博物 院 )， 明 清真 定 府城 ,《 中 国 古 代 建 筑 技 术 史 》 油 
印 稿 ，1979。 | 
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题 : 
1， 计 发 河渠 

` 《给 古 算 经 》 第 3 至 第 5 题 讨 论 开 河 筑 堤 中 的 数学 问题 。《 数 
书 九 章 》 卷 13 第 4 题 ( 计 浚 河渠 ) 开 挖 运河 ， 就 地 筑 堤 ，“ 面 广 六 
丈 ， 底 广 四 丈 ; 上 流 深 和 八 尺 ， 下流 深 一 丈 六 尺 ， 长 四 十 八里 。 其 
坦 下 广 二 来 四 尺 、 上 广 一 来 八 尺 ,长 与 河 等 ”如 新 开 河 河床 为 水 
平 , 则 水 面 坡 降 为 0.8 三 (48X150)=*1 : 10 000, 是 很 经 济 的 水 利 
设计 。 秦 题 所 记 水 利 工 程 较 《 缉 古 算 经 》 所 议 开 河 一 里 二 百 七 十 
六 步 规 模 要 大 多 了 。 

坝 是 截 水 用 水 工 建筑 ,《 数 书 九 章 》 卷 13 第 3 题 ( 计 造 石 坝 )， 
全 长 30 丈 ( 合 96 米 ), 高 4.2 丈 ( 合 13.5 米 )。 截面 上 底 三 开 、 下 
底 五 丈 (分 别 合 9.6、16 米 ), 用 块 石 5X2X0.5( 单 位 尺 ) 十 万 零 八 
百 片 。 全 石 造 。 借 此 可 见 我 国 宋 代 水 利 建 设 一 个 侧面 。 

2， 陡 岸 测 水 

《 数 书 九 章 》 卷 7 第 3 题 ( 陡 岸 测 水 ) 图 3. 3. 4 为 原著 书 影 ， 
“ 行 师 ( 出 征 ) 遇 水 ( 河 )， 须 计 篇 缆 , 搭 造 浮桥 ”浮桥 是 水 革 建 筑 。 
我 国 最 早 文 献 记 浮 桥 是 《诗经 . 大 雅 》:“ 亲 迎 于 渭 ， 造 舟 为 梁 。” 
说 的 是 周文 王 为 亡 亲 在 渭河 上 架设 浮桥 。 距 今 已 三 千 多 年 了 。《 张 
丘 建 算 经 》 卷 上 第 31 题 ;“ 七 百人 造 浮桥 ， 九 日 成 ”规模 也 不 小 。 
浮桥 主要 组 成 部 分 有 五 : 船只 、 缆 (用 以 系 船 )、 桩 (用 以 系 绕 )、 销 
(用 以 固定 船只 ) 和 埠头 ( 浮 船 管理 、 及 进出 口 )。 只 要 具备 上 述 设 
备 ， 为 达到 两 岸 运输 要 求 ， 有 时 “ 竟 夕 可 成 .” 本 题 ( 陡 岸 测 水 ) 所 
作 间 接 测量 计算 河 宽 是 确定 造 桥 最 重要 参数 ， 以 准备 艇 缆 该 有 多 
长 .《 续 资 治 通 鉴 ， 宋 纪 》 记 10 世纪 时 宋太祖 帅 师 十 万 进军 江南 ， 
为 建造 长 江上 安徽 省 当 涂 采 石 砚 浮桥 时 :“ 以 小 盘 载 绿 绳 其 中 , 维 
南岸 而 疾 杷 北岸 ， 以 度 江 之 广 狭 ， 凡 数 十 往返 而 得 其 丈 尺 之 数 ”， 
可 见 要 直接 丈 其 ,操作 十 分 艰巨 。 本 题 改 在 陡 岸 做 间接 测 望 ， 计 
算 河 面 宽 23. 46 丈 ， 以 为 造 艇 绳 、 定 长 度 ， 是 一 大 进步 。 秦 氏 同 
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图 3. 3.4 

代 人 唐 仲 友 于 南宋 淳 个 七 年 (1780) 到 浙江 省 临海 做 官 ， 次 年 在 灵 
江上 造 中 津 桥 ， 并 撰写 《中 津 桥 记 》 说 桥 长 “ 百 十 有 五 寻 (8 尺 为 
寻 , 合 92 丈 ), 为 桥 二 十 有 五 节 , 旁 句 以 柱 , 载 以 五 十 舟 , 舟 置 一 
古 ( 锚 )…… 纽 人 竹 为 缆 ， 凡 四 十 有 二 。…… 系 缆 以 石狮 十 有 一 、 石 
浮 图 二 ( 作 桩 用 )。?" 岂 秦 所 命题 水 面 视 灵 江 为 狭 ,而 焦 缆 系 舟 , 唐 文 
亦 有 所 述 。 

3， 围 田 先 计 

“ 问 有 草 荡 一 所 、 广 三 里 ， 纵 一 百 八 十 里 。 夏 日 水 深 二 尺 五 二， 
与 溪 面 等 平 。 省 阔 一 十 三 大 ， 流 长 一 百 三 十 五 里 入 湖 。 冬 日 水 深 
一 尺 ， 欲 越 此 时 围 明 成 田 。( 图 见 3. 3. 5) 

于 荡 中 顺 纵 开 大 港 一 条 ， 珊 折 通 溪 。 顺 广 开 小 港 二 十 四 条 ,其 
深 同 。 其 小 港 阔 比 大 港 六 分 之 一 。 大 港 深 比 大 港 面 三 分 之 一 。 大 


昌 民国 《临海 县 志 》 卷 2，1935 
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图 3. 3. 5 


小 港 底 各 不 及 面 一 尺 。 
取 土 为 垣 ,高 一 天 、 上 广 六 尺 、 下 广 一 大 二 尺 。 荡 纵 当 泣 , 其 
岸 高 、 广 倍 其 梗 数 。 

上 下 流 各 立 寸 门 一 所 ， 须 令 田 内 止 容 水 八 十 ， 过 余 水 复 溪 入 
湖 。 

里 法 三 百 六 十 步 ， 步 法 五 尺 ， 和 欲 知 田 积 ， 二 土 积 ， 大 小 港 底 
面 深 闪 、 冬 夏 积 水 、 田 港 容 水 、 遇 水 、 汉 面 泛 高 ， 各 几何 ?”( 卷 
6 第 3 题 ) 

围 田 或 称 圩 田 是 江浙 太湖 地 区 农民 重要 治水 造田 经 验 之 一 。 
在 秦 九 韶 之 前 二 百 余年 前 , 北宋 范仲淹 《 答 手 诏 条 陈 十 事 》(1043 
年 ) 说 :“ 江 南 旧 有 圩 田 , 每 一 圩 方 数 十 里 ,如 大 城 。 中 有 河渠 ， 外 
有 门 闸 ( 按 即 斗门 )。 旱 则 开 阐 引 江水 之 利 , 濠 则 闭 病 拒 江水 之 害 ， 
旱 游 不 及 ， 为 农 美 利 。” 

生活 在 秦 九 裔 略 后 的 元 代 著 名 农学 家 王 祯 《 农 书 》 记 :“ 围 田 、 
贷 土 作 围 以 绕 田 也 。 盖 江淮 之 间 地 多 数 泽 ， 或 濒 水 不 时 淹没 、 妨 
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于 耕种 。 其 有 力 之 家 、 度 视 地 形 ， 筑 土 作 堤 ， 环 而 不 断 ， 内 容 项 
亩 和 干 百 ， 皆 为 稼 地 。…… 复 有 圩 田 ， 谓 释 为 圩 岸 ， 插 护 外 水 与 此 
相 类 ， 虽 有 水 旱 ， 和 皆 可 救 御 。 凡 一 熟 之 余 ， 不 惟 本 境 足 食 ， 又 可 
赂 及 邻 郡 ， 实 近 古 之 上 法 ， 将 来 之 永利 。” 

可 见 秦 题 所 说 围 田 、 其 水 工 建筑 物 ( 堤 卉 、 斗 门 )、 其 规模 都 能 
反映 当时 确 况 。 秦 题 所 设 数 据 如 田 积 水 八 寸 、 田 十 截面 收 分 三 比 
十 也 是 合理 的 。 但 本 题 答 数 说 夏 日 围 田 排水 后 使 溪水 泛 高 一 尺 三 
寸 ， 显 然 是 没有 水 力学 根据 的 。 


三 单个 建筑 物 


秦 氏 可 谓 营造 里 手 ， 在 《 数 书 九 章 》 有 关 问 题 中 所 持 建筑 用 
语 与 《法 式 》 很 一 致 。 如 以 做 基础 而 论 ， 在 卷 14 第 2 题 ( 堂 皇 程 
筑 ) 中 ,夯实 地 基 用 桂 手 办 法 ,对照 《 法 式 》 卷 3 壕 寨 制度 论 筑 基 
时 说 :“ 筑 基 之 制 每 方 一 尺 ， 用 土 二 担 。 隔 层 用 碎 砖 瓦 及 石 札 等 ， 
亦 二 担 。 每 次 布 土 厚 五 寸 ， 先 打 六 杆 ( 二 人 相对 每 窝 子 内 各 打 三 
杆 ) 次 打 四 杆 、 次 打 两 杆 、 次 打 两 杆 ， 以 上 并 各 打 平 土 头 。 然 后 碎 
用 杆 报 嘴 令 平 。 每 布 土 厚 五 寸 、 筑 实 厚 三 寸 ， 每 布 碎 砖 瓦 及 石 术 
等 厚 三 寸 , 筑 实 厚 一 寸 五 分 。” 从 现存 实物 看 ,山西 英 城 县 , 元 建 
议 永乐 宫 三 座 主 要 大 山 ( 建 成 于 1262 年 ) 于 1960 年 迁移 今 址 ， 当 
时 曾 对 原址 基础 发 据 ， 其 做 法 与 《法 式 》 要 求 基 本 一 致 .“ 黄 土 和 
碎 砖 岂 渣 隔 层 奔 筑 , 层 厚 多 数 土 层 9 厘米 约 合 三 寸 , 砖 瓦 层 厚 5 悍 
米 约 合 三 寸 。”% 

以 单个 建筑 物 而 论 ， 在 秦 氏 书 中 结合 计算 ， 除 有 文字 阐述 其 
内 部 结构 而 外 , 还 有 合理 而 精美 、 深 合 我 国 传统 建筑 习惯 的 插图 。 
例如 卷 7 第 2 题 ( 临 台 测 水 )， 其 插图 画 着 高 台 建 筑 ( 图 3. 3. 6) 

侧 视 图 ， 在 高 三 丈 台 基 上 建 有 单 榴 睦 山 典 堂 ， 技 风 板 、 垂 鱼 车 草 


中 杜 仙 洲 ， 永 乐 官 建筑 ， 文 物 ，1963，8 
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图 案 赫然 可 见 。 直 权 窗 、 栏 杆 、 望 柱 、 寻 杖 、 地 棒 俱 全 。 在 台 基 
上 还 可 见 角 柱 、 角 石 、 压 栏 石 。 苇 则 为 顺 砌 。 题 文 说 :“ 台 高 汪 丈 ， 
其 上 址 侧 脚 益 二 尺 .” 按 《法 式 》 卷 15 砖 作 制度 垒 阶 基 一 节 说 : 楼 
台 亭 榭 ， 每 砖 一 层 ， 上 收 二 分 .” 砖 厚 二 寸 五 分 ， 高 三 支 计 砖 120 
块 ， 共 收 二 尺 四 寸 , 与 题 文 所 说 侧 脚 数字 大 体 符 合 。 题 文 说 :“ 护 
下 排 沙 石柱 ,去 址 一 到 五 尺 ” 与 《法 式 》 卷 3 筑 临 水 基 所 说 :“ 每 
岸 长 五 尺 ， 打 桩 一 条 ”可 以 互相 印证 。 

卷 12 第 2 题 ( 积 仓 知 数 )、 卷 14 第 2 题 ( 砌 砖 计 积 ) 两 题 列举 
寺 层 、 常 层 、 书 院 、 后 阁 ( 阁 )、 膏 子 ， 并 附 间 阔 、 进 深 上 尺寸， 对 
照 同 时 期 文物 也 大 致 相符 。 
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对 于 单个 建筑 物 下 面 再 选 析 二 例 。 

1， 表 望 浮 图 

浮 图 为 塔 的 别称 ,《 数 书 九 章 》 卷 8 第 6 题 “ 表 望 浮 图 ”为 一 
测 荆 题 。 本 题 插 图 为 一 七 级 六 角 ( 或 八角 ) 楼 阁 式 塔 。 每 级 有 栏杆 
平 座 、 有 出 榴 、 揭 尖顶， 上 有 相 轮 ， 这 是 宋 塔 常见 形式 。 从 答案 
塔 高 11.7 丈 、 相 轮 高 3 丈 、 塔 身高 8.7 丈 、 塔 心 木 (内 3 尺 为 前 
截 罕 尘 杆 卯 )9 丈 岂 ， 可 以 画 出 剖 视 图 。( 图 3. 3.7) 以 塔 心 本 (从 平 
地 起 ) 为 主要 承重 构件 的 塔 , 我 国 现 已 无 实物 , 本 题 提 供 了 难得 的 
文献 资料 。( 图 3. 3. 8 ) 为 原著 插图 。 对 照 插页 ， 与 湖州 飞 英 塔 很 相 
似 。( 图 版 六 ) 

江苏 苏州 市 瑞光 塔 始 建 于 吴 (238~251) 赤 乌 , 后 屡 建 历 毁 , 今 
塔 主体 结构 系 北 宋 家 和 (1119~1125) 时 物 。 塔 心 砖 柱 ， 而 于 第 五 
层 项 部 开始 用 木 构架 ， 施 对 角 木 梁 ， 在 木 梁 中 心 立 塔 心 木 。 心 柱 
周围 用 额 杭 等 横 材 穿 播 形成 格 网 架 。 今 塔 相 轮 和 久 已 失去 ， 所 存 复 
钵 离 地 43.2 米 ,@ 合 宋 尺 13.5 丈 ， 较 秦 题 七 级 塔 高 过 半 。 (图 
3. 3. 9) 


人 经 后 人 验算 ， 相 轮 高 应 为 4. 5 丈 ， 塔 心 木 高 应 为 7. 5 趟 。 
乌 苏州 瑞光 塔 实测 数据 及 图 均 采 自 : 张 步 赛 ， 瑞光 塔 ， 文 物 ，1965，10， 
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图 3.3.7 
以 塔 心 木 为 主要 承重 结构 件 的 古 塔 , 在 日 本 现存 实物 较 多 。 例 
如 日 本 推 吉 天 皇 十 五 年 (607) 所 建 仿 华 木 构 奈 良法 隆 寺 五 重 塔 , 平 
面 正方 形 ， 每 级 有 栏杆 、 平 座 、 有 出 榴 ， 一 如 秦 题 插图 。 四 持 尖 
顶 。 此 塔 高 105. 2 日 尺 电 、 相 轮 占 塔 高 七 之 二 ， 约 50 日 尺 ， 则 塔 
心 木 约 高 75 日 尺 ， 合 宋 7. 1 丈 ， 与 秦 题 所 记 塔 尺寸 近似 。“ 礼 失 


@ 1 日 尺 合 0.303 米 。 


到 3.3.8 
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而 求 之 野 ”， 借 此 可 知 秦 氏 浮 图 是 有 实 据 的 。 

2， 计 作 清 台 

高 台 建 筑 在 居住 生活 上 可 以 防潮 , 可 以 临风 、 纳凉 、 赏 景 , 又 
为 天 文 观测 、 军 事 防御 所 必须 。 历 史记 载 很 早 就 有 这 种 建筑 形式 。 
我 国有 烽火 台 ， 西 亚 两 河流 域 有 观 星 台 、 通 天 塔 以 及 史 称 巴比伦 
空中 花园 均 属 之 。 从 考古 发 掘 和 文献 记载 可 知 ,我 国 远 自 夏 、 商 、 
周三 代 以 来 高 台 建 筑 已 盛行 ， 有 的 利用 天 然 地 形 、 有 的 人 工 夯 土 
成 全 、 四 周 砌 以 砖 石 ， 台 上 营建 宫室 以 应 各 种 特殊 需要 。 但 迄今 
对 这 种 建筑 形式 和 结构 其 少 论述 。 

唐 王 孝 通 《 缉 古 算 经 》( 七 世纪 初 ) 第 2 题记 天 文 历 法 专用 、 太 
史 所 造 仰 观 台 ， 从 题 文 及 答案 知 此 高 台 形 状 为 一 拟 柱 体 。 其 大 小 
尺寸 是 :“ 台 高 十 八 丈 、 上 广 七 赤 、 下 广 九 丈 ， 上 普 十 丈 、 下 误 十 
四 丈 。 主 道 高 十 八 丈 、 上 广 三 丈 六 尺 、 下 广 二 丈 四 尺 、 道 长 十 四 
丈 。” 规 模 恢宏 。 从 题 文 看 ， 此 台 千 南面、 即 东 西向 , 前 壁 为 竖 直 


面 ,从 地 面 到 台 项 ,惟一 通道 一 - 羔 道 , 坡度 陡峭 达 切 >>1。 高台 


收 分 为 地 。 (图 3. 3. 10) 


描绘 北宋 晚期 宣 和 年 间 (1119~1125 ) 汗 京 繁荣 景象 的 张 择 端 
《清明 上 河 图 》 上 有 城 门 系 高 台 建 筑 。 据 此 轴 测 图 附近 人 物 高 底 推 
算 ， 此 高 台 视 《 缉 古 算 经 》 仰 观 台 具体 而 微 ， 顶 系 2X4， 基 部 4 
x6, 高 3( 单 位 丈 )， 从 地 面 到 台 顶 也 有 惟一 通道 ， 坡 度 也 是 斜率 
大 于 1， 十 分 陡峭 ， 高 台 收 分 约 为 -。 

识 者 都 认为 秦 题 ( 计 作 清 台 ) 应 有 实物 为 蓝本 ,而且 清 台 就 是 
观象台 , 今 称 天 文 台 。《 秦 九 章 ) 提 到 太史 ,太史 是 太史 局 的 负责 官 
员 。 天 象 观 测 是 太史 局 的 本 职工 作 。 文献 记 ;“ 乾 道 五 年 (1169 年 ) 
太史 局 官员 程 太 昌 等 所 供 正 月 内 太阴 九 道 宿 度 ， 赴 太史 局 测验 上 
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羔 道 


图 3. 3. 10 
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中 旬 完 毕 ?" 岂 ， 文 献 又 记 :“ 太 史 局 在 吴山 ?@ 吴山 即 城 隐 山 ， 今 杭 
州 市 中 心 之 南 ， 左 (钱塘 ) 江 右 ( 西 ) 湖 ， 视 野 开 益 ， 当 是 建立 天 文 
台 理 想 之 地 ， 有 “立马 吴山 第 一 峰 ” 之 誉 。 十 年 前 杭州 电视 台 发 
射 塔 就 在 吴山 。 今 建城 隐 阁 将 是 杭州 园林 的 聚焦 点 。 从 秦 题 可 以 
复原 南宋 观象台 原貌 , 笔者 于 1986 年 即 借以 作 图 (图 3. 3. 12) , 四 
库 全 书 文 济 阁 《数学 九 章 ) 本 插图 系 鸟 梧 图 (图 3. 3. 11b) 与 一 致 。 
宜 称 堂本 插图 不 符 题 意 (图 3. 3. 11a)， 

《 数 书 九 章 》 卷 14 第 1 题 ( 计 作 清 台 ) 绘 有 高 台 建 筑 ( 图 
3. 3. 11a)， 我 们 分 土 心 台 体 、 砖 包 石 基 、 螺 旋 盘 道 三 方面 探讨 。 

土 心 台 体 

题 浆 :“ 正 高 一 十 二 天 、 上 广 五 尖 、 训 七 大 ， 下 广 一 十 五 天 、 
背 一 十 七 广 。 其 训 当 东西 、 广 当 南 北 。” 

此 台 规 模 与 《 维 古 算 经 》 所 记 仰 观 台 相 仿佛 ， 而 四 面 收 分 都 
取 访 ， 视 《清明 上 河 图 》 城 门 高 台 更 号 稳 定 ， 

砖 包 、 石 基 

题 文 :“ 台 下 铺 石 脚 七 层 ， 先 用 砖 包 台 身 .”“ 石 长 五 尺 、 阔 二 
尺 、 厚 五 寸 ， 砖 长 一 尺 二 才 、 阔 六 十 、 厚 二 二 五 分 。” 题 文 没有 讲 
进深 砌 多 少 砖 块 ， 参 照 术 文 、 演 革 及 答案 ， 宋 景 昌 《札记 》 认 为 
“ 台 身 外 四 面 砌 砖 ， 多 加 六 尺 .” 这 就 是 说 高 台 系 土 心 ， 外 血 顺 砌 
进深 十 砖 , 或 丁 砌 进深 五 砖 。 即 包 砖 后 高 台 实际 尺寸 是 上 底 6. 2X 
8.2， 下 底 16.2X18,. 2( 单 位 区)。 这 种 做 法 与 《法 式 》 卷 15 和 参 阶 
基 之 制 ,“ 高 四 天 以 上 者 用 六 砖 相 并 ”所 要 求 是 符合 的 (图 3. 3.11 
为 原著 插图 .图 3. 3. 12 为 示意 图 ) 


QD 《 宋 史 ，… 律 历 志 》 卷 82， 
四 周 党 . 《 蓝 道 临安 志 》。 
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到 3 全 六 


(a) (Cb) 
| 3. 3.11 

螺旋 盘 道 

题 文 :“ 次 用 砖 僵 砌 转 道 ， 周 围 五 带 ， 并 阔 六 尺 。 须 令 南 北 二 
平 道 ， 示 西 三 峻 道 相间 。 始 自 台 之 民 隅 ， 于 未 外 道 向 南 顺 升 。 由 
与 隅 以 西 左 转 , 周 回 历 北 复 东 , 再 升 东 里 道 ， 至 机 隅 乃 登 台 顶 。 其 
东 里 道 民 隅 | 及 轨道 就 阳 之 高 名 以 强 半 。 其 西 道 坤 
隅 与 南 道 两 东 外 道 器 隅 之 高 绚 以 五 分 之 二 。 唆 道 每 级 展 高 六 
寸 。” 

《 缉 古 委 经 》 用 单 跑 羡 道 ， 和 斜率 大 于 1， 借 此 上 、 下 十 八 丈 高 
全 很 不 方便 。 本题 采 用 周围 螺旋 盘 道 , 在 建筑 设计 上 是 一 大 进步 。 

沈 括 《 梦 溪 笔 谈 》 卷 18 技艺 营 舍 之 法 ， 论 阶级 有 峻 、 平 、 慢 
二 每。 本题 则 设 峻 道 二 、 平 道 二 。 题 意 登 台 盘 道 从 台 基 东北 角 ( 民 
更 ) 起 始 为 斜坡 (AB、 峻 道 称 东 外 道 ) ,到 东南 角 ( 趾 隅 ) 拐 西 为 南平 
追 (BC)， 至 西南 角 ( 坤 隅 ) 拐 北 为 斜坡 (CD 、 称 西 峻 道 ) 迄 西北 角 
( 收 隅 )， 然 后 折 向 东 为 北平 道 CDE)， 记 东北 角 弯 向 南 又 为 峻 道 
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标高 12.0 


图 3. 3. 12 
(EF 、 称 东 里 道 ), 直达 台 顶 ,各 转折 点 标高 根据 题 意 , B: 12X 二 
=4.8( 丈 ), E: 12X 字 二 9.0( 丈 )。 盘 道 宽度 六 尺 , 行人 登 、 降 照 


4 
面 已 绰 笠 有余。 题 文 规定 每 级 高 ( 履 高 ) 六 寸 , 合 公制 16 厘米 左右 ， 
与 今 用 相同 。 
东 外 道 其 下 砖 壁 为 一 三 角形 ， 西 峻 道 、 东 里 道 下 砖 壁 各 构成 
一 不 规则 四 边 形 (图 3, 3. 12) ， 其 有 关 数据 可 计算 如 下 表 ， 


表 3.3.4 
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续 表 


道 ”名 东 外 道 。 | 。 西 峻 首 东 里 道 
0 1 
道 下 砖 壁面 积 (方丈 ) 154.70 


每 级 平 距 , 题 文 称 踏 纵 ,《 法 式 》 称 广 。 《法 式 》 卷 15 砖 作 制 度 说 ， 
“ 踏 道 每 一 踏 高 四 寸 、 广 一 尺 "”。 本 题 每 级 既定 高 为 六 寸 ， 各 峻 道 
之 广 分 别 算得 为 22、19. 7、18. 3 寸 。 秦 所 用 绝对 尺寸 偏 大 ,而 射 


率 2j，10 7， 53， 均 视 《法 式 》 所 定 二 为 平缓 

从 现存 实物 看 , 螺旋 盘 道 高 台 建筑 以 元 初 (1271 年 元 朝 始 ) 所 
建 河南 登 封 县 部 成 镇 观 星 台 与 本 题 所 记 高 台 最 相 类 似 。 观 星 台 台 
基 16.88X16.7( 单 位 平方 米 , 合 5.28X5. 22 平方 丈 )， 台 顶 8. 16 


X7.82( 单 位 米 , 合 2.55X2.44 平 方丈 ), 高 10. 49( 单 位 米 , 合 
3. 28 丈 )， 除 其 北 侧面 因 安 放 铀 表 陡 直 外 ， 其 余 各 侧面 收 分 约 二 ， 


比较 秦 氏 题 所 设 旋 陡 削 。 观 星 台 盘 道 左 右 对 称 , 北 峻 道 为 双 跑 , 东 


西 峻 道 各 一 ， 南 峻 道 又 为 双 跑 ， 峻 道 斜 率 均 较 秦 题 赂 陡 ( 图 
3. 3. 13) 。 实 物 可 征 ， 愈 见 秦 题 非 自 虚构 .9 


四 建 材 


证 时 建筑 材料 只 是 土 、 石 、 砖 、 木 四 种 而 已 ， 金 属 材料 仅 用 
于 少数 铜 件 铁 件 。 


中 蚀 成 镇 观 星 台 实测 数据 及 图 均 采 自 刘 敦 横 , 周公 庙 , 《中 国营 造 汇 刊 》 卷 6 第 
4 期 ，1937 年 


176 第 三 章 ”在 《 数 书 九 章 》 所 见 南宋 社会 


图 3. 3. 13b 
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图 3. 3. 13c 

十 《 九 章 算术 》 商 功 章 为 “以 御 工 程 积 实 ”而 作 ， 其 中 主 
要 论述 与 军事 、 水 利 工程 有 关 的 挖 土 、 填 土 土方 计算 。 规 定 按 体 
积 穿 ( 挖 ) 土 四 、 折 合 填 土 : 壤土 (疏松 耕种 用 土 ) 五 、 坚 土 四 。 我 
们 已 在 本 文 第 1 节 注 中 应 用 。 

石 《法 式 》 卷 3 石 作 制 度 所 说 土 衬 石 尺 寸 是 3X2X0.5( 单 
位 立方 太 ),《 数 书 九 章 》 有 关 各 题 所 用 石料 规格 是 5X2X0.5( 单 
位 立方 尺 ) 视 《法 式 》 尺 度 较 大 。 
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砖 《法 式 》 卷 15 苇 作 制度 所 列 块 砖 标准 ， 对 照 《 数 书 九 
章 》 有 关 各 题 用 砖 大 致 相符 ， 列 表 如 下 : 


表 3. 3. 5 
种 类 (法 式 》 规格 《 数 书 九 章 》 
(单位 :立方 尺 )| (单位 ,立方 尺 ) 所 引 题名 


2X2X0.3 
1.7X1.7X0.28 
1.5X1.5X0.,27 
l. 3x1.3x0.25 
1.2X1.2X0.2 1.1X1.1 


条 入 1. 3x0.65x0.2 积 尺 寻 源 、 计 定 城 筑 、 
1. 2X0.6X0.2 11.2X0.6X0.25| 楼 构 功 料 、 计 作 清 台 


木 《 数 书 九 章 》 卷 13、 卷 14 营建 类 中 提 到 建筑 木材 多 种 ， 
如 果 我 们 就 卷 13 第 1 题 “ 计 定 城 筑 ”与 《法 式 》 卷 3 壕 寨 制度 城 
建 用 材 作 一 比较 如 表 3. 3. 6， 二 者 所 用 名 称 、 尺 寸 也 大 致 符合 。 
表 3. 3.6 
计 定 城 筑 壕 塞 制度 
TI ET 
水 定 柱 ”| C1.0 长 35 | 永定 柱 。 ”|B1.0~1.2 长 30 
息 头 搜 后 木 | D0.7 长 20 | 夜 文本 |CL0~12 长 36 


从 了 林 | C03 长 9 | 经 木 |D0.5~07 长 10-12 
TEST 


铁 件 《 数 书 九 章 》 卷 13 第 2 题 (楼 榴 功 料 ) 用 钉 ， 对 照 《 法 
式 》 卷 28 诸 作 用 钉 ， 能 一 一 对 应 ， 列 表 如 下 ， 


方 砖 


积 扩 寻 源 
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表 3.3.7 
楼 构 功 料 诸 作 用 箱 
一 尺 钉 梦 台 头 钉 长 一 尺 
八 寸 钉 猴 头 钉 长 八 十 
五 寸 钉 圆 盖 钉 长 五 才 
四 寸 杀 欧 台 长 钉 长 四 寸 
五 功 了 依 


在 土木 建筑 施工 中 我 国 把 一 人 一 日 工作 量 称 为 一 功 (TD) ,由 于 
各 种 因素 ， 一 人 一 日 工作 基 并 非 一 成 不 变 ， 我 国 自古 以 来 合理 地 
估 测 这 种 浮动 规律 。 

季节 

《 九 章 算术 》 商 功 章 按 四 季 不 同 规定 挖 土工 每 日 工作 基 ， 

春 程 人 功 ”766 立方 尺 

夏 程 人 功 ”871 立方 尺 

秋 程 人 功 ”300 立方 尺 

冬 程 人 功 ”444 了 立方 尺 
《孙子 算 经 》《 缉 古 算 经 》 都 有 类 似 规定 。 反 映 唐 代 政 治 、 经 济 实 
况 的 《 唐 六 典 》 也 记 道 ;“ 凡 役 有 轻重 、 功 有 短 长 ， 以 四 月 、 五 月 、 
六 月 、 七 月 为 长 功 ， 二 月 、 三 月 、 八 月 、 九 月 为 中 功 ， 以 十 月 、 十 
一 月 、 十 二 月 、 正 月 为 短 功 。 中 功 以 十 分 为 率 ， 长 功 增 一 分 ， 短 
功 减 二 分 .” 原 因 是 :“ 夏 至 日 长 有 至 六 十 刻 者 ， 冬 至 有 止 于 四 十 
刻 者 ， 若 一 等 之 功 则 枉 算 日 刻 甚 多 .”《 法 式 》 记 功 因 效 《 唐 六 
典 》。 在 《 数 书 九 章 》 有 关 算 题 中 也 按 季 节 论 功 ， 如 卷 13 第 4 题 
“ 计 浚 河渠 ”中 说 :“ 秋 程 人 功 其 积 60( 立 方 ) 尺 ”， 

运输 

《 九 章 算 术 》 商 功 章 第 21 题记 负 土 往来 七 十 步 ， 由 于 其 中 有 
二 十 步 上 下 棚 除 (和 脚手架) 二 步 作 五 步 计 ， 踢 器 (徘徊 不 前 ,行走 不 
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便 ) 每 十 步 加 一 步 、 载 输 之 间 ( 装 御 ) 作 三 十 步 计 , 因此 七 十 步 作 平 
地 运输 一 百 四 十 步 计 算 。 

《 数 书 九 章 》 卷 13 第 4 题 有 与 商 功 章 第 21 题 类 似 问 题 , 而 卷 
14 第 1 题 “ 计 作 清 台 ”, 从 平地 某 处 运输 到 台 顶 一 百 六 十 步 , 其 中 
四 十 步 要 上 、 下 脚手架 折算 为 平地 步 数 就 比较 复杂 。 题 文 说 :“ 往 
来 一 百 六 十 步 ， 内 四 十 步 上 下 栅 道 、 筑 高 至 少 半 ， 其 棚 三 当 平 道 
五 ， 至 中 半 、 三 当 七 ， 至 太 半 、 二 当 五 。 踊 明之 间 、 十 加 一 ， 载 
给 之 间 二 十 步 ?。 其 中 上 脚手架 四 十 步 折算 率 分 四 段 : 


表 3. 3.8 
段 起 该 高 程 (单位 尺 ) 升 高 (单位 尺 ) | 折算 为 平地 运输 (单位 步 ) 
40 40 40 
1 0 一 3 3 3 


而 包括 上 脚手架 40 步 在 内 的 160 步 ， 折 算 为 平地 运输 ， 应 是 ， 


| 120 十 229 | X(1 十 10%% ) 十 20 一 232 人“( 步 ) 


工种 
《 数 书 九 章 》 有 关 问 题 所 列 不 同 工 种 ， 每 功 工作 其 与 《法 式 》 
规定 的 比较 ， 举 例如 下 表 ， 


表 3. 3.9 


《 数 书 九 章 》 
永定 柱 串 羡 ， 栽 埋 合 一 功 


木 


做 柱 一 条 ( 径 1.1 尺 .长 1 丈 5 尺 计 一 功 ) 
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工种 《 数 书 九 章 》 《法 式 》 


7 
记 石匠 每 砌 9 片 (2X5X0.5I 踏 道 石 每 段 (3X2X0.6 单位 尺 ) 安 砌 工 每 
单位 尺 ) 计 一 功 段 计 一 功 
0, 25 单位 尺 ) 计 一 功 一 功 


可 见 两 书 计 功 标准 是 一 致 的 ， 
第 四 节 经 济 


宋 室 南 渡 后 建国 仅 一 个 半 世 纪 , 馆 13 世纪 中 叶 ， 即 《 数 书 九 
草 》 成 书 年 代 ， 政 体 动荡 不 安 ， 在 经 济 上 引起 币制 混乱 ， 物 价 飞 
涨 , 官府 蛇 门 趁机 巧 取 罕 村, 税收 、 取 利 名 目 繁多 为 秦 题 中 常见 。 
下 面 分 币制 、 物 价 、 税 收 、 利 息 四 方面 进行 分 析 。 


一 和 制 


宋 室 南 渡 以 后 , 不 但 中 原 陕 右 为 金 人 所 据 , 长 江 以 南江 西 . 浙 
江 、 湖 南 也 曾 受 踩 蹦 ， 逃 难 到 南方 来 的 流亡 者 把 大 批 铜钱 遗 落 在 
注 京 ， 带 不 出 来 。 江 南 的 铸 钱 设备 又 受 战 争 影响 而 荒废 ， 而 且 原 
料 ; 铜 、 铁 、 铅 、 锡 供应 也 成 问题 。 政府 首要 之 举 是 恢复 铸 钱 , 但 
心 有 余 而 力 不 足 ， 有 文献 记 绍 兴 (1131~1162) 初 年 每 年 只 能 铸 十 
万 绢 (人 叶 ), 却 花 了 二 十 万 成 本 。 后 来 又 收敛 民间 铜 器 ,每 年 (如 绍 
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兴 六 年 ) 所 铸 也 不 过 四 十 万 绢 ， 青 加 上 近邻 国家 和 铸 钱 技术 落后 +， 
重 中 国 铸 钱 作为 流通 货币 。 原 来 政府 禁止 铜钱 出 境 ， 偷 运 一 贯 就 
问 死罪 ,向 宁 七 年 (1074) 开 禁 后 ， 于 是 “边关 重 车 而 出 ， 海 舶 饱 
载 而 归 。” 当 时 沿边 州 军 遇 到 铜钱 出 境 ， 竟 只 论 贯 收 税 , 这 是 造成 
钱 荡 的 另 一 个 重要 原因 。 此 外 民间 容 藏 也 不 在 少数 ， 使 现 钱 愈加 
欠缺 。 更 有 苏 者 ， 北 方 的 金 人 有 计划 地 吸收 江南 的 铜钱 ,他们 虽 
然 自 铸 , 数 基 不 多 ,大 部 分 用 宋 钱 ,还 在 沪 京 发 行 纸币 , 收 竞 宋 钱 ， 

上 述 钱 荒 现 象 在 《 数 书 九 章 》 卷 1 第 4 题 ( 推 库 额 钱 ) 的 描写 
极为 真切 :“ 近 缘 现 钱 稀少 , 听 各 库 照 当 处 市 陌 ”, 所 谓 各 地 市 陌 ， 
即 当 作 百 文 的 分 别 是 6，7，8，9，10，11，12 文 ， 也 就 是 说 一 贯 
仅 有 60，70，80，90，100，110，120 文 ， 可 见 钱 荒 之 甚 。 

对 于 钱 荒 ,南宋 政府 自然 非常 重视 , 曾 采 取 措 施 如 下 : 令 恢 复 
禁止 现 钱 出 境 , 用 铁 钱 代替 铜钱 .但 是 利之 所 在 , 官 私 冒 禁 , 比 比 皆 
是 。 而 对 这 一 国计民生 重大 矛盾 ,发行 纸币 就 顺理成章 地 诞生 了 。 

纸币 是 中 国 发 明 的 : 西汉 有 白 鹿 皮 币 ， 唐 有 飞 币 ， 但 仅 是 一 
种 尝试 。 北宋 大 中 祥 符 二 年 (1009), 政府 发 行 纸币 , 称 为 交 子 , 以 
770 文 为 员 , 面额 有 一 、 五 、 十 贯 . 南宋 绍兴 年 间 在 杭州 设立 交 子 
务 , 但 发 行 的 纸币 改称 会 子 。( 图 3. 3. 14) 纸 币 上 半 为 赏 格 :“ 救 伪 
造 会 子 犯人 处 斩 。 赏 钱 一 干 贯 , 如 不 愿 支 赏 ,与 补 进 义 校 尉 ……。” 
党 格 之 右 为 金额 “大 一 干 文 省 ”( 足 钱 770 文 )， 左 为 编号 。 赏 格 
之 下 为 发 行 机 关 “ 行 在 会 子 库 ””， 再 下 为 防伪 图 案 ， 用 土 朱 、 散 
青 、 棕 黑 三 色 套 印 。 面额 有 100，200，500， 一 贰 四 种 ,乾道 四 年 
(1168) 规 定 三 年 为 一 界 , 收回 旧 的 , 换 新 会 子 。 在 战争 状态 下 , 会 


中 相当 于 南宋 时 日 本 锐 仓 成 立 军 政府 (1185)， 组 织 一 批 商 人 从 中 国 输入 铜钱 ， 
日 本 民间 通行 宋 钱 ， 近 代 昌 本 考古 发 掘 的 古 钱 ， 绝 大 多 数 是 宋 钱 。 上 述 材 料 摘自 ; 彭 
信和 戌 ， 中 国货 币 史 北京 ， 人 民 出 版 社 ，1965: 481 一 482 

多 行 在 : 古称 皇帝 暂 住 处 所 为 行 在 。 南 宋 为 不 忘 首都 在 沪 梁 ， 称 临安 为 行 在 。 
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图 3. 3. 14 


于 的 发 行 难免 膨胀 。 淳 娩 三 年 (1176) 规 定 第 三 界 、 第 四 界 会 子 各 
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展期 三 年 ， 后 来 蒙古 灭 金 ， 攻 川 卫 ， 会 子 发 行 膨 胀 加 剧 。 目 开始 
发 行 到 绍 定 三 年 (1230)， 发 行 额 增加 了 65 倍 。 当 金 亡 时 , 即 南 宋 
端 平 元 年 (1234) 发 行 第 十 六 、 十 七 两 界 会 子 ， 据 记载 新 会 子 一 贯 
值钱 429 文 。 端 平 二 、 三 年 准备 造 第 十 八 界 会 子 ， 医 祷 四 年 
(1240) 规 定 以 十 七 界 会 子 五 贯 抵 十 八 界 会 子 一 贯 ， 并 收回 十 六 
界 。. 至 淳 祷 六 年 (1246) 即 秦 氏 写 《 数 书 九 章 》 前 一 年 ， 各 界 会 子 
共计 六 亿 五 千 万 贯 ， 淳 祷 八 年 (1248) 规 定 十 七 、 十 八 界 会 子 永 过 
通行 ， 也 就 是 说 政府 不 再 以 硬币 回收 。 

会 于 流通 范围 ， 起 初 限于 两 新 ， 后 来 推行 到 两 淮 、 湖北 、 
西 等 区 。 所 值 各 地 有 异 .% 

秦 九 前 生 活 在 特定 的 南宋 混乱 币制 环境 中 ， 在 他 的 命题 中 就 
把 这 些 现象 组 织 成 文 ， 生 动 地 透露 时 代 信 息 ， 切 中 时 星 ， 真 实 不 
虚 。 列 表 如 下 : 


表 3. 3. 10 
问题 | 卷 摘 要 
笨 回 运费 每 石 水 脚 钱 1 贯 200 文 ， 用 十 七 界 会 子 开支 


课 作 贵贱 五 地 付 米 款 “ 其 钱 十 七 界 官 会 。” 
teh 950 文 折合 旧 会 、 术 文 、 草 文 , 就 是 以 陌 数 


pra Bees 贰 所 值 .如 甲 库 旧 会 值 120 文 ,而 已 库 
旧 会 仅 值 60 文 。 
甲 都 昌 会 每 贯 值钱 54 文 足 , 乙 郡 每 贯 值钱 59 文 是 ， 
又 说 ;以 五 约 旧 会 为 新 会 ” 会 彰 \ 
折 解 轻 痪 术 文 又 说 : 五 约 旧 会 为 新 会 ,可 见 新 会 就 是 十 / 
界 会 子 , 每 贯 值 不 过 二 . 三 百 文 , 而 旧 会 就 是 十 七 界 
会 子 。 


计 定 城 筑 | 13 | 1 | 造 城 费用 :“ 新 会 ， 二 十 万 三 百 七 十 七 贯 文 。 


中 《 续 文 献 通 考 。 钱 币 一 》 卷 ?7。 
他 的 据 彭 信 威 《中 国货 币 史 》pp，481 一 501。 
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与 会 子 同样 起 到 纸币 作用 的 , 在 南宋 还 流通 度 嵌 。 自 来 僧 、 道 
税 ， 政 府 开 给 僧 道 的 身份 证 明 称 为 度 肛 。 在 宋代 ， 一 纸 度 息 却 
作为 有 价 证 券 。 彭 信 威 据 《 燕 辟 贻 谋 录 》 说 :“ 北 宋 初 年 ， 每 张 值 
130 贯 .元 丰 六 年 (1083) 增 值 到 300 贯 。 南 湾 后 重新 发 行 , 起 初 每 
张 值 60 贯 ， 后 来 涨 到 100 贯 ， 淳 恕 初 (1174 年 后 ) 又 涨 到 300 贯 。 
以 后 扶 播 直上 ， 每 张 自 500，700 到 800 贯 。 
秦 题 多 次 提 到 度 碟 及 其 每 张 所 值 ， 当 是 两 宋 货币 史 很 有 价值 
的 文献 了 。 即 立 表 如 下 ， 
表 3. 3. 11 
问题 | 卷 | 题 | 摘 要 
均 货 推 本 | 17 | 2 |“ 丁 度 竹 ， 每 道 一 干 五 百 贯 文 ”。 
“出 度 滕 …… 每 三 道 易 盐 一 十 三 袋 ”"。 如 果 按 均 货 推 
互 易 推 本 本 题 ， 每 袋 盐 值 250 贯 折算 , 度 肛 每 道 当 值 083 方 
贯 文 。 


可 见 到 13 世纪 中 叶 度 局 的 身价 更 高 了 ， 

此 外 从 卷 17 第 2 题 中 还 发 现 南 宋 还 有 另 一 种 纸币 一 一 盐 钞 。 
题 文 说 :“ 盐 “四 袋 钞 ”一 十 道 ”“ 盐 ‘三 袋 钞 ， 八 道 ,” 即 盐 钞 面 
额 有 3 袋 的 和 4 伐 的 两 种 ,而 每 袋 值 也 很 高 , 达 250 贯 , 约 与 5 两 
曰 银 或 半 两 黄金 等 价 ， 这 是 产 盐 地 领 盐 的 任 证 。 与 度 谍 一 样 已 得 
到 信用 ， 甚 至 还 可 以 成 为 到 海外 经 商 的 资本 。 由 钱 荒 现象 还 出 现 
所 谓 “ 省 陌 >， 源 于 东汉 。 唐 代 也 有 之 。 唐 未 兵乱 ， 以 85 文 为 一 
百 ， 后 汉 又 减 3 钱 ， 宋 初 纳税 有 用 80 文 为 一 百 。 各 州 也 不 一 律 ， 
有 以 48 文 为 一 百 。 秦 题 省 陌 到 6 文 为 一 陌 ， 为 文献 所 仅见 。 北 宋 
太平 兴国 二 年 (977) 诏 定 以 77 文 为 陌 .@ 一 时 成 为 两 宋 制 度 , 直至 


DD 萌 信 威 《 中 国货 币 史 》 未 记 淳 息 以 后 度 谍 每 道 所 值 。 
包 茧 信 威 《中 国货 币 史 》pp， 471 一 480。 
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南宋 之 未 ， 秦 氏 著 书 时 仍 行 用 ， 所 以 在 “ 推 库 额 钱 ” 题 中 说 ， 诸 
库 日 息 原 纳 足 钱 26 贯 950 文 , 展 省 35 贯 文 ,就 是 指 把 26 950 文 变 
换 为 法 定 省 陌 ，26 950 二 77% 二 35 000 文 。 


二 物 价 


在 彭 信 威 的 著作 《中 国货 币 史 》 中 可 以 查 到 两 宋 主 要 物品 的 
物价 ， 其 中 摘抄 最 接近 于 1247 年 的 记载 如 下 表 呈 


表 3. 3. 12 


物品 | 米 ( 公 石 ) 金 (两 ) 银 (两 ) 
物价 ( 文 ) 3 460 
时 间 1236 


金 、 银 相对 比价 13. 33(1126 年 )，13. 04(1134 年 ) 

米 

卷 11 第 3 题 ( 课 休 贵贱 ) 记 载 五 个 米 价 , 按 文思 院 解 8 斗 3 升 
为 一 石 ， 石 价 ( 文 ) 

23 164，22 071，21 507，20 679，19 885 
取 其 平均 值 21 461. 2 

卷 12 第 3 题 ( 推 知 余数 ?说 石 价 25 贯 。 

如 以 前 者 平均 值 ， 又 取 文 思 院 解 升值 600 立方 党 米 计算 ， 则 
当时 每 公 石 (100X 1 000 瞩 米 ) 应 值 43 094. 8 文 。 与 彭 著 相差 很 多 ， 
有 可 能 秦 著 石 值 不 是 足 钱 。 如 按 十 七 界 新 会 取 250 文 为 一 贯 ，( 卷 
11 第 1 题 ) 则 与 彭 著 结 果 很 吻合 。 

绢 

卷 11 第 1 题记 载 足 钱 二 价 ; 2 贯 和 2 贰 420 文 , 较 彭 著 1220 
年 值 ， 跌 价 近 一 倍 。 


@ 彰 信 威 《中 国货 币 史 》pp: 441 一 501。 
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金 、 银 

卷 17 第 2 题记 载 金 每 两 480 贯 、 银 50 贯 与 彭 著 所 记 出 入 很 
大 , 但 在 时 间 上 分 别 推 后 27、11 年 。 在 兵 荒 马 乱 时 节 引 起 如 此 波 
动 ， 是 完全 有 可 能 的 。 二 者 比价 为 9. 6 二 13. 33。 


三 税 收 


秦 氏 书 所 设 问 题 ， 牵 涉 税收 ， 主 要 是 农业 税 。 南 宋 政府 为 支 
付 开支 ， 特 别 是 军队 给 养 ， 取 于 农民 的 税 有 “ 苗 ”、“ 税 ”、“ 和 
天 ”三 种 。 绍兴 元 年 (1190) 秘 书 监 杨万里 指出 江南 赋税 沉重 情况 ， 
他 说 :“ 民 输 于 官 谓 之 昔 ， 旧 以 一 解 输 一 解 ， 今 以 二 解 输 一 解 侨 。 
输 绢 于 官 谓 之 税 ， 有 旧 以 正 绢 为 税 绢 ， 今 正 绢 外 有 和 买 侨 。 旧 和 买 
官 给 其 值 ， 或 以 钱 ， 或 以 盐 ， 今 皆 无 之 。 又 以 绢 估 值 而 倍 折 其 钱 
侨 。 旧 税 亩 一 钱 输 免 役 一 钱 ， 今 岁 增 其 额 ， 不 知 所 止 闫 。 既 一 倍 
其 楼 , 数 倍 其 日， 又 数 倍 其 钱 …… 不 知 几 倍 …… 于 汉 、 唐 之 制 乎 。 
此 犹 东南 之 赋 可 知 也 ， 至 于 罚 赋 之 额外 无 名 者 ， 不 可 得 而 知 也 。” 
过 了 了 四、 五 十 年 后 租税 益 重 。 秦 九 前 的 同 代 人 吴 潜 说 ;:“ 今 自 江 南 
二 浙 、 江 东西 、 湖 南 、 福 建 诸 郡 , 一 石 之 苗 有 苹 至 二 石 五 六 者 , 有 
至 二 石 三 四 者 , 少 亦 不 下 二 石 一 二 , ”4 杨万里 已 给 南宋 时 三 种 农 
业 税 作出 很 恰当 的 定义 。 当 时 三 项 赋税 不 分 土地 肥 瘤 按 土地 田亩 
多 少 比例 分 配 ， 这 显然 是 不 合理 的 。 而 当时 之 强 地 霸 还 有 隐匿 田 
再 ， 逃 税 漏税 。 政 府 虽 有 “经 界 ”( 丈 量 土地 ) 计 划 ， 为 势 豪 所 阻 ， 
也 未 能 实行 。 朱 喜 于 绍 娩 元 年 (1190) 在 漳州 做 知县 时 ， 深 知 “ 经 
鼻 ” 不 行 之 害 ， 问 政府 具 春 ， 请 示 在 济州、 泉州 率先 “经 界 ”。 他 
不 仅 要求 “ 打 基 田 亩 步 ， 算 计 精 确 ,” 按 田亩 比例 分 配 农业 税 , 还 
进一步 以 土地 质 基 高 下 ， 加 权 分 配 。 他 说 :“ 为 今 之 计 : 莫 若 将 现 


人 转 引 自 李 迪 ,《 数 书 九 章 》 与 南宋 社会 经 济 ,， 这 里 所 说 “一 解 输 一 解 ”，“--- 石 
之 苗 有 基 至 二 石 五 六 者 ”是 指 下 种 一 角 ( 一 石 ) 纳 税 一 解 (二 石 五 六 )， 
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在 田 土 打 柜 步调 ， 一 概 均 产 ， 每 田 一 亩 ， 随 九 等 高 下 定 计 产 钱 几 
文 ， 而 总 合 一 州 诸 色 税 租 钱 米 之 数 , 却 以 产 钱 为 母 , 别 定 等 则 , 一 
例 均 表 。 每 户 一 文 ， 纳 米 知 干 , 钱 若 干 , 去 州 县 远 处 递减 令 轻 。? 
这 与 秦 氏 《 数 书 九 章 ，。 序 》 赋 役 章 颂 词 :“ 惟 仁 隐 民 ， 犹 已 渭 饥 、 
嫩 役 不 均 , 宁 得 勿 思 ?” 精 神 前 后 延绵 一 致 。 秦 氏 所 设 与 农业 税 有 
关 问 题 尤 其 深 深 演 染 时 代 色 彩 ， 现 列表 简 说 ， 


表 3. 3. 13 
问 题 卷 | 十 搞 要 
吧 共 六 乡 , 已 给 年 纳 菌 , 税 ( 绢 )、 和 买 数 ,六 乡 按 土 
复 芭 修 赋 1 | 地 质量 , 离 邑 远近 比例 分 配 任务 。 每 乡 田 分 九 等 。 按 
土地 大 小 及 质 基 比例 分 派 本 乡 任务 。 


去 年 税率 “ 官 种 ~… 石 纳税 五 石 , 私 种 一 石 纳税 三 石 。” 
已 给 今年 官 私 种 总 数 ， 计算 减 税 后 应 纳税 数 。 


产 绢 户 11 033 户 。 分 为 五 个 等 级 ， 每 级 有 不 同 户 数 。 
| 已 给 国家 任务 ， 计 和 外 每 户 应 纳 绵 数 。 


户 税 移 宙 甲 、 乙 、 丙 各 有 田 。 申 把 田 分 租 于 乙 、 丙 。 已 给 甲 应 
| 纳 菌 ( 石 、 斗 ) 和 买 ( 绢 丈 、 尺 ) 数 ,计算 乙 、 丙 纳税 数 。 
利 息 


宋 室 南 迁 后 ， 以 首都 临安 来 说 ， 城 郭 辽 阔 ， 户 口 繁 盛 。 市 内 
拥有 作坊 、 团 行 、 质 库 、 银 钞 引 铺 、 酒 楼 、 茶 坊 等 等 。 自 大 街 至 
坊 蔡 ， 大 小 铺 席 连 门 俱 是 ， 无 虚空 之 屋 .@ 质 库 即 典当 有 十 余 处 。 
银 纱 引 铺 即 钱庄 有 几 百 家 。 买 卖 、 内 欠 、 借 贷 、 典 当 等 商业 活动 
就 产生 利息 现象 ， 现 选 录 数 题 简 说 。 


宽 减 屯 租 3 


全 朱 辣 .条 奏 经 界 状 ， 《朱子 大 全 》 卷 19， 
@ 吴 目 牧 . 《 梦 梁 录 》 卷 13， 
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表 3.3. 14 


摘 要 


口 本 扩 月 息 6.5%。 本 金 50 万 贯 ， 第 一 月 末 取 
累 收 库 本 本 利 10 万贯, 以 后 每 月 末 都 支取 10 万 贯 ,七 月 后 取 
完 a 之 二 是 这 种 储蓄 品种 ， 


推 求 本 自 | 18 中 有 借款 万 贯 以 上 , 利率 1%, 干 芙 以 上 (至 
抽 放 不 足 万 贯 )2. 5%， 百 吐 ( 至 不 足 千 贯 )3% 


典当 一 物 , 经 464 日 物 赎 回 ， 化 本 息 160 贯 832 文 。 
推 求 典 本 月 利率 22%% , 问 当 时 当 多 少 钱 ?(120 芙 ) 足 见 当 时 高 
利 代 惊人 。 
海外 贸易 


在 唐 代 以 前 我 国 对 外 贸易 ， 主 要 是 从 西北 河西 走廊 经 丝绸 之 
路 ， 直 通 终端 罗马 。 到 宋代 由 于 我 国 东 南 地 区 农业 、 手 工业 的 发 
展 与 造船 技术 的 进步 ,2 又 由 于 北方 交通 先后 受 辽 、 金 所 阻 , 海上 
贸易 之 盛 由 是 超越 前 代 。 两 宋 政府 为 增加 财政 收入 ， 并 收购 进口 
物资 满足 皇家 需要 ， 对 海外 贸易 十 分 重视 ， 多 方 奖励 。 早 在 宋 太 
祖 开 和 宇 四 年 (971) 就 设置 市 舶 司 于 广州 ， 不 久 陆续 在 杭州 、 明 州 
(宁波 )、 泉 州 设立 。 为 招致 外 商 来 华 贸易 ， 宋 太宗 于 雍 早 四 年 
(987) 又 特 “ 址 内侍 八 人 责 救 书 、 金 利 , 分 四 纲 , 各 往 海 南 诸 蕃 国 ， 


中 据 徐 规 , 宋代 两 浙 的 海外 贸易 , 杭州 大 学 学 报 pp. 137 一 146. 1997 第 1 一 2 期 ， 

名 沈 括 《 梦 溪 笔 谈 。 权 智 》( 补 卷 2) .“ 国 初 ， 两 浙 献 龙舟 ， 长 二 十 余 丈 。 上 为 
宫室 层 楼 。 设 御 棍 , 以 备 游 幸 。” 唐 代 以 前 外 国人 来 华 多 坐 他 们 自 造 海 船 ， 到 宋代 多 坐 
中 国 制造 船只 ,说 见 周 去 非 《 岭 外 代 答 ， 航 海外 夷 》, 这 是 因为 中 国 造船 技术 超越 外 国 。 
在 沈 括 《 梦 溪 笔谈 ， 权 智 》 又 提 到 在 朱 仁 宗 凯 补 (1056~~1063) 时 有 一 稻 东 夷 (日 本 ) 阐 
船 因 焰 杆 被 大 风 所 折 源 ， 票 流 到 我 国 苏州 昆山 县 海滨 、 昆 山 知县 派 人 “为 其 治 兢 ， 梯 
由 植 船 木 上 ， 不 可 动 。 工 人 为 之 造 转轴 。 教 其 起 倒 之 法 。” 这 是 -一例 ,说明 我 国 造船 技 
术 已 达 当 时 国际 最 先进 水 平 ， 攀 杆 可 以 灵活 起 倒 。 
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勾 招 进 奉 ， 博 买 香 (香料 )、 药 (药材 ) 、 犀 (犀角 )、 秘 (象牙 ) 、 真 
珠 、 龙 脑 。 及 南宋 ， 朝 廷 更 加 热 中 于 此 ， 宋 高 宗 说 :“ 市 舶 之 利 ， 
颇 助 国 用 ， 宜 循 旧 法 ， 以 招徕 远 人 ， 捍 通 货 贿 。” 

由 于 政府 大 力 提倡 , 亚 非 各 国有 五 十 多 个 国家 与 中 国 通商 :其 
中 重要 的 有 日 本 、 高 丽 以 及 南洋 群岛 ， 亚 洲 南部 、 西 南部 、 非 洲 
东海 岸 及 中 部 地 区 。 为 适应 日 趋 繁盛 的 海上 贸易 ， 南 宋 时 除 密 州 
( 今 山 东 胶 县 ) 已 归 入 金 朝 版 图 外 ; 在 广州 、 杭 州 、 明 州 、 泉 州 、 秀 
州 ( 今 上 海松 江 )、 温 州 、 江 阴 等 地 设立 市 舶 司 或 市 舶 务 。 当 时 的 
市 舶 机 构 类 似 近 代 海 关 ， 而 其 权力 更 大 。 我 国 商船 出 海 必须 向 它 
请， 具 保 、 才 能 富生 。 外 洋 商 关 到 这 必须 向 市 角 报告 、 泊 
员 上 船 检查 后 ,一 般 征收 货物 税 十 分 之 一 , 称 为 “ 抽 解 ”。 
某 些 货物 为 “ 禁 梭 物 ”， 设 枞 货 务 为 专卖 机 关 。 其 他 货 了 天 
部 分 ， 称 为 “ 博 买 "。 抽 解 、 博 买 来 的 货物 一 律 交 中 央 政 府 。 剩 余 
部 分 与 搬运 困难 的 货物 ， 由 市 舶 机 构 或 外 商 在 当地 发 卖 。 

海外 贸易 增加 政府 财政 收入 ， 所 以 明 清 之 际 学 者 顾炎武 《天 
下 都 国 利 束 书 》 在 “海外 入 贡 互 市 ”中 说 :“( 宋 室 ) 南 渡 后 经 费 困 
乏 ， 一切 全 办 海 舶 。.” 

《 数 书 九 章 》 有 两 题 取 材 海 外 贸易 ， 现 简 析 如 下 : 


表 3. 3. 15 


中 和 有 
贷 务 二 次 ”, 椎 货 务 为 市 舶 司 专卖 机 关 。"“ 支 物 
推 求 物价 | 17 由、 下 瑶 、 乳 香 ”， 原 产地 都 在 南洋 “ 支 物 准 钱 各 
一 百 四 十 七 万 贯 文 ”是 很 大 一 笔 买卖 。 
“ 问 有 海 舶 赴 务 抽 毕 ”， 赴 “ 务 ” 指 到 枞 货 务 报关 。 
“ 抽 毕 ” 指 “ 抽 解 ”( 纳 税 ) 完 毕 。"“ 沈 香 、 胡 椒 、 象 
和 17 2 
中 员 锥 本 牙 ” 都 是 进口 物资 . “四 人 合 本 博 到 ”、“ 博 ” 字 与 
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第 五 节 军 旅 


秦 氏 书 设 军旅 专 草 ， 收 集 有 关 问 题 ， 此 外 散 见 其 他 各 章 ， 友 
映 当 时 外 敌 入 侵 、 朝 野 否 起 御 侮 情况 , 极为 真切 , 我 们 分 段 记述 。 


一 年 和 阵 


曾 公 亮 《 武 经 总 要 》 有 专 章 记 载 部 队 操练 及 宿营 时 军 阵 排列 
方法 及 制度 。 例如 在 《前 集 》 卷 6 中 论 方 营 说 :“ 诸 军 过 平原 广 泽 ， 
无 险 可 尾 ， 即 作 方 营 。” 其 他 各 种 军 阵 阵容 制度 森严 ， 进 退 有 序 ， 
从 形式 到 内 容 与 秦 氏 书 中 所 记 圆 阵 、 方 阵 大 不 一 样 。 但 秦 氏 能 从 
军 阵 实事 抽象 为 数学 问题 ， 以 丰富 其 专著 的 数学 内 涵 ， 其 心情 是 
可 以 理解 的 。 在 秦 氏 书 中 以 军 阵 入 题 有 : 

方 营 ( 计 立方 营 ) 

三 角形 阵 ( 方 变 锐 阵 ) 

圆 阵 ( 计 布 圆 阵 , 圆 营 敷 布 , 望 敌 远近 ) 共 五 问 。 

二 城 防 

唐 代 城 市 强调 繁荣 经 济 , 居民 生活 安逸。 长 安 城 设 东 西 市 、 里 
坊 制度 即 为 明证 。 入 宋 ， 特 别 是 靖康 之 变 ， 政 府 南 迁 之 后 ， 强 化 
城市 防御 功能 成 为 当务之急 。 火 炮 已 进入 战场 ， 当 时 陈规 《 守 城 
录 》 就 指出 :“ 凡 攻守 之 城 ， 害 物 最 重 ， 其 势 可 旦 者 ， 莫 甚 于 炮 。 
无 城垣 的 城 , 实 难 抗 敌 ,” 黄 干 《 勉 裔 集 》 历 数 开 禧 后 金 兵 南 犯 时 ， 
束 阳 、 随 州 、 信 阳 、 抹 门 都 因 无 城垣 ,很 快 就 陷 金 人 手中 ， 而 德 
安 、 友 阳 因 有 城 可 守 ， 拒 敌 城 外 。 如 开 禧 二 年 (1206) 金 兵 十 万 攻 
德 安 , 以 大 炮 飞 击 凡 十 五 靶 夜 , 城内 仅 七 二 兵员, 因 有 城 可 守 , 金 
兵 围 城 108 天 ， 仍 无 法 攻破 ， 只 得 剧 剧 退去 。 同 年 金 兵 二 十 万 攻 
竖 阳 、 宋 将 堵塞 城 门 ， 于 羊 马 墙 外 加 筑 鹿 角 等 防御 工事 ， 并 另 开 
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城 深 隔离 。 双 方 大 战 十 二 次 , 襄阳 坚守 90 天 , 金 兵 撤 围 北 退 工 。 宋 
廷 鉴于 开 禧 此 两 役 ， 相 继 在 各 地 筑城 。 

古 时 夯 土 筑 墙 , 《诗经 , 大 雅 ， 绵 》:“ 其 绳 则 直 ， 缩 版 以 载 ， 
筑 之 登 登 ， 百 堵 省 兴 。” 描 绘 建 墙 实况 。 古 代 城 墙 也 是 奔 土 。 只 在 
城 门 及 城 四 隅 用 砖 加 固 。 砖 城 始 于 唐 代 ， 例 如 长 安 大 明 宫 、 洛 阳 
星城 都 是 实例 。 入 宋 以 后 ， 辽 金 元 外 族 使 用 火炮 攻 城 ， 土 城 无 能 
为 守 ,， 出 现 砖 包 土 心 城墙 ， 但 也 是 次 第 改善 的 。 宋 室 南 渡 江南 时 ， 
作为 首都 的 临安 ,还 只 是 夯 土 为 墙 ， 南宋 理学 家 黄 干 论 砖 城 说 ， 
“ 疝 来 商议 包 砌 ， 自 上 至 下 各 用 砖 厚 两 寸 ， 除 女 墙 外 ， 城 高 二 丈 ， 
目 上 而 下 ， 砖 约 百 片 。 每 片 杀 入 八 分 ， 自 下 而 上 共 杀 八 尺 。 四 重 
之 砖 又 各 横 直 相交 ， 谓 之 丁 搭 。 言 其 一 横 一 直 如 丁字 然 。 多 用 石 
灰 浇灌 。 既 干 之 后 ， 合 为 一 片 ， 牢 不 可 破 。…… 合 请 同 官 士 友 并 
照 原 包 砌 法 , 以 为 无 穷 之 利 .”% 造 砖 包 城 墙 , 需 投入 大 量 人 力 、 物 
力 ， 史 不 绝 书 。 现 选择 11 个 代表 性 城市 列表 说 明 ;时 


表 3. 3. 16 


临安 
(杭州 》 


中 王 致 二， 开 禧 德 安 守 城 录 . bp。 25 ， 瑞 安 孙 氏 刊 本 。， 

多 黄 干 ， 勉 帝 集 ， 卷 28，p，18~-19， 四 库 全 书本 ， 

局 材料 主要 采 自 黄 宽 重 ,南宋 军政 与 文献 探索 ，pp，141~162， 台 北新 文 丰 出 
版 公司 ，1990。 
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花 功 
人 .日 ) 


绍兴 三 十 年 |4 600 女 墙 、 楼 榴 . 羊 | 长 砖 砌 
成 都 (1160) 丈 马 墙 之 

乾道 七 年 |9 里 
究 阳 |(1171) 341 步 
咒 定 九 年 |20 里 
(1216) 修 建 完 |150 步 


566 | 长 503 丈 “| 楼 榴 . 女 墙 、 护 | 砖 石 包 | 700 万 
险 墙 

9 里 ”| 广 1 不 5 尺 | 女 头 , 马 面 、 敌 

30 步 | 深 1 丈 
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新 ( 增 、 修 ) 
I 
, a 宽 15 丈 pb 楼 | 砖 砌 
绍 定 三 、 2 才 、 里 以 石 , 复 
网 
砖 包 砌 
用 和 砖 
400 万 


景 定 二 年 13 里 I1 435 趟 墙 1 262 
(1261) 


对 照 秦 氏 所 设 卷 13 第 1 题 “ 计 定 城 筑 ”， 论 规模 、 论 防御 设 
施 、 论 建材 、 结 构 乃 至 投入 人 力 、 财 力 ， 犹 如 宋 城 之 一 ， 而 非 虚 
构 。 


兴 化 


三 车 器 


在 宋 辽 、 宋 金 、 宋 夏 长 期 对 峙 的 局 面 下 ， 国 家 战备 工业 相应 
迅速 发 展 。 北 宋 时 军 器 监 是 专 管 生产 武器 的 机 构 ， 它 所 属 有 五 十 
一 个 “ 作 ”, 工匠 计 七 、 八 于 人 。 分 别 制造 各 种 武器 如 弓 矢 、 干戈 、 
甲骨 、 刀 剑 、 枪 炮 等 战 守 设备 。 宋 室 南 渡 后 ， 这 些 “ 作 ”也 迁 往 
临安 ,改名 “御前 军 器 所 。” 既 是 武器 管理 机 构 ， 又 是 规模 巨大 的 
武大 手 工作 坊 , 平 时 有 固定 的 工匠 二 干 余人 , 勤杂 兵 五 百 余 人 , 多 
时 工匠 达 五 千 余 人 。 这 些 工区 大 都 从 两 浙 、 福 建 招募 而 来 ， 每 年 
要 制造 各 种 军用 物资 三 百 万 件 。 军 器 制 成 后 ， 先 要 “ 进 便 帆 ， 做 
阅 和 而 颁 其 式样 于 诸 路 ”仿制 ， 以 保证 质量 。 

上 引 材料 摘 引 自 《 宋 史 。 职 官 志 》， 而 《 数 书 九 章 》 卷 16 第 
5 题 ( 军 器 功 程 ) 所 说 制造 及 工匠 规模 提供 了 五 十 一 个 作 的 细部 ; 
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弓 作 、 刀 作 、 箭 作 实 况 。 问 题 说 :“ 造 弓 刀 各 一 万 副 ， 稍 一 百 万 只 
a 作 院 现 管 弓 作 二 百 二 十 五 人 ， 刀 作 五 百 四 十 人 ， 箭 作 二 百 七 
十 六 人 。” 各 作 人 员 有 多 有 少 , 五 十 一 个 作 合 计 5 000~8 000 人 是 
很 真实 的 记载 。 秦 题 还 指出 功 限 ， 每 人 工作 指标 。 反 映 工 匠 技 术 
好 、 作 院 管理 严格 和 当时 后 方 支援 前 线 、 热 火 朝 天 的 精神 状态 。 


四 行 程 


古代 行军 主要 是 步行 ， 骑 兵 以 马 代步 。 

传 通 信息 也 有 人 靠 步 行 或 以 马 代 步 ， 前 者 称 为 “ 步 递 ”后 者 称 
为 “ 马 递 ”。 宋 朝 建国 后 又 设立 速度 特别 快 的 “ 急 脚 递 ”， 每 日 行 
速 可 达 400 里 ,或 称 “ 急 足 ”。 北 宋 文学 家 欧阳 修 与 焦 殿 未 书 ， 
“ 急 足 辱 书 ， 深 所 浣 昧 ” 即 为 一 例 。 北 宋 未 年金 兵 不 断 南下 ,边关 
形势 紧急 ， 为 把 皇帝 命令 迅速 下 达 前 钱 ， 朝 廷 又 设置 比 “ 急 脚 
递 ” 更 为 快速 的 “金字 牌 急 脚 递 ”， 每 日 行 速 500 里 ， 简 称 “ 人 金 
牌 "。 金 字 牌 是 一 块 红 漆 木 牌 , 用 金黄 色 颜料 代 墨 ， 在 木 牌 上 书写 
下 送 的 命令 ， 这 是 皇帝 专用 的 诏书 。 负 责 传送 金牌 的 骑兵 ， 像 今 
日 接力 赛跑 一 样 ， 逐 站 相传 , 不 分 昼夜 , 快马加鞭 , 限时 限 刻 , 不 
准 有 片刻 停留 。 当 年 岳家 和 军 在 哪 城 大 破 金 天 术 “ 损 子 马 ”，“ 铁 堪 
兵 ”, 全 胜 追 击 , 正当 直 的 黄龙 “ 待 重头 收拾 旧 山 河 ， 朝天 天” 之 
际 , 奸 相 秦 检 挑 唆 宋 高 宗 , 一 天 内 连 发 十 二 道 金牌 命令 岳飞 收兵 ， 
这 段 遗 恨 干 古 的 历史 中 所 说 金牌 正 是 “金字 牌 急 脚 递 ”。 

《 宋 史 。 抽 飞 传 》 也 说 :“ [ 秦 检 ] 言 ， 飞 孤军 不 可 久 留 ， 祷 
令 班师 。 一 日 举 十 二 金字 牌 。 飞 愤 忱 泣 下 ， 东 向 再 拜 百 ， 吓 年 之 
功 ， 废 于 一 旦 " .”《 汉 语 大 词典 》 解 释 :“ 宋 代 凡 传递 赦 书 及 军事 
上 勾 急 命令 ， 和 缘 用 金字 牌 .” 

《 数 书 九 章 》 所 设 问题 中 有 三 处 讲 到 行程 问题 , 真实 描述 了 南 
宋 征 民 “ 靖 康 耻 犹 未 雪 ， 臣 子 恨 何 时 灭 .” 政 怕 同 仇 的 某 些 侧 影 . 

卷 16 第 4 题 ( 先 计 军 程 )“ 一 军 三 将 , 将 十 队 , 队 七 十 五 人 ， 
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全 军 2 250 人 ,阵容 壮大 。 题 说 “每 日 六 十 里 ”, 作为 常规 步行 速度 ， 
还 是 适当 的 。 在 没有 汽车 的 年 代 ， 日 行 60 公里 属于 急行 军 。 

卷 2 第 3 题 ( 程 行 相 及 )“ 急 足 三 名 ， 甲 日 行 三 百 里 , 乙 日 行 
”二 百 五 十 里 ， 丙 日 行 二 百 里 。…… 往 他 处 下 文字 ”三 人 当 都 是 急 
脚 递 。 本 题 印 证 了 当时 快递 业务 。 

卷 2 第 2 题 ( 程 行 计 地 )“ 军 师 获 捷 ， 当 早点 差 急 足 三 名 ， 往 
都 下 节 节 走 报 。…… 甲 日 行 三 百 里 , 乙 日 行 二 百 四 十 里 ， 丙 日 行 
一 百 八 十 里 ”三 人 也 都 是 急 脚 递 等 级 。 题 问 以 “军师 获 捷 ” 为 主 
题 ， 叉 答 数 说 “ 自 军 前 至 都 三 干 三 百 里 。”“ 节 、 节 走 报 ”， 副 词 
“市 、 节 ” 犹 今 接力 赛跑 。 如 从 哪 城 附 近 到 临安 计算 距离 ， 3 300 里 
也 是 很 近似 的 估计 。 
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第 四 编 
南宋 时 代 ” 素 九 韶 (中 ) 


本 编 述 秦 九 韶 的 数学 成 就 ， 分 四 章 。 
第 一 章 算 水 


我 们 曾 在 本 《大 系 》 第 二 卷 把 用 算术 解法 的 一 次 方程 问题 归 
入 代数 学 介绍 。 因 为 《 九 章 算术 》 成 书 时 代 代 数 意 识 还 薄弱 ， 代 
数 与 算术 分 工 还 不 明确 ， 经 过 人 们 一 干 多 年 不 断 探索 ， 在 南宋 时 
代 ， 数 学 问题 的 建立 方程 和 解 方程 能 力 已 经 成 熟 ， 在 《 数 书 万 
章 》 中 尤为 明显 。 对 这 类 问题 一 一 不 借助 于 建立 方程 ， 在 非 负 有 
理 数 范围 内 用 四 则 运算 的 解法 归 入 本 章 。 社 会 的 进步 、 变 化 和 发 
展 使 算术 问题 内 容 益 加 充实 和 广泛 , 在 提 法 上 更 加 复杂 、 曲折 , 计 
算 技术 也 取得 长 足 改 善 ， 以 下 分 七 节 说 明 。 


第 一 节 ” 记 数 - 中 国教 码 字 


阿拉 伯 数 字 在 我 国 流行 之 前 ， 民 间 通 行 记 数 数码 、 直 至 本 世 
纪 上 半 叶 在 商界 、 中 医药 界 还 在 广泛 使 用 。 这 种 数码 字 最 早 文献 ， 
可 于 今 存 10 世纪 敦煌 卷 子 《 立 成 算法 》 见 之 。 及 后 ,北宋 司马 光 
(1019~1086)《 潜 庶 》 已 用 像 形 筹 算 记 数 法 记 数 , 其 中 4 字 作 XX， 
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10 字 用 汉字 十 ， 在 《 数 书 九 章 》 草 文 图 式 中 都 用 当时 已 规范 化 的 
数码 记 数 ， 显 然 是 很 珍贵 的 记录 。 
一 记 数 法 
数码 字 


像 形 筹 算 并 按 《 孙 子 算 经 》 规 定 : “一 纵 十 横 ， 百 立 干 贷 ， 
0 ”9 但 其 中 空 档 , 即 零 , 改 用 圈 〇 字 , 4 字 用 X 记 , 过 个 、 百 、 


一 | 

万 位 上 出 现 5 就 记 为 C)， 士 、 千 位 上 刺 现 5 就 记 为 〇 ， 遇 个 、 百 、 

万 位 上 出 现 9， 记 为 X， 十 、 千 位 上 则 记 为 x， 理 由 是 显然 的 。 
整数 


与 阿拉 伯 记 数 十 进位 值 制 一 致 ,如 56 964 记 为 中 1 又 | X , 遇 
到 正 负 相 混 时 , 数 首 注 明 符号 如 十 172, 一 154, 分 别 记 为 正 | 芋 二， 


负 |@Ox 


分 数 
二 | 
28 并 记 为 子 || 
母 三 | 
小 数 


在 个 位 下 注 明 单位 , 单位 (及 ) 左 为 整数 部 分 , 右 为 小 数 部 分 ， 
例如 127. 42 尺 记 为 | 一 外 x | 


二 各 种 站 法 


在 众多 的 图 式 中 提供 了 筹 算 各 种 算法 的 排列 位 置 和 运算 过 
程 ， 将 在 各 章节 范 题 分 析 中 作为 插图 ， 附 其 有 关 书 影 ， 


中 参见 本 《大 系 》 第 四 卷 有 关 章 节 。 
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川 土 天 层 | 


i 


虽 叶 而 罗 二 
| “多 


育 


图 4.1.1 

更 相 减 损 术 (图 4. 1.1) 卷 3 第 3 题 ( 治 历 演 纪 ): (3108，468) 
一 52。 

分 配 分 例 ( 图 4. 1. 8) 

复 比 例 ( 图 4. 1. 2) 

连 比 例 (图 4. 1. 3) 

双 假 设法 (图 4. 1. 4) 

大 衍 求 一 术 ( 图 4. 4. 8) 

大 入 总 数 木 (图 4. 4. 16) 

方程 术 ( 图 4. 3. 19，4. 3. 20) 

正人 负 开 方术 (图 4. 3. 12) 
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第 二 划 折 扣 


折扣 是 而今 算术 教科 书 常见 课题 ， 是 应 用 题 的 开头 课 。 由 上 
南宋 社会 动荡 不 安 ， 物 价 因 时 间 、 地 点 出 入 、 涨 落 ， 币制 也 出 现 
前 所 未 有 的 混乱 。 在 《 数 书 九 章 》 命 题 中 就 有 明显 反映 ， 下 面 选 
析 三 题 。 

1， 米 谷 粒 分 

问 ， 开 仓 受 纳 ， 有 甲 户 米 一 千 五 百 三 十 四 石 到 廊 ， 验 得 米内 
夹 谷 。 乃 于 样 内 取 米 一 擒 山 , 数 计 二 百 五 十 四 粒 , 内 有 谷 二 十 入 颗 ， 
凡 粒 米 率 ， 每 勺 三 百 ， 今 欲 知 米内 杂 谷 多 少 ? 以 折 米 数 科 中 责 及 
粒 各 几何 ? 


( 答 数 : 米 1 364 石 8 斗 9 升 7 合 6 人 馈 司 ， 含 谷 169 石 1 斗 ? 


127 
和 2.79 、 入 1 103 、 
合 3 j27 分 ， 折 米 84 石 5 斗 5 升 1 合 1] 127 信 ， 米 有 4 348 346 456 


粒 ， 卷 12 第 6 题 ) 

题 文大 意 : 粮站 开 仓 收 谷 ， 有 人 送 来 米 1 534 石 ， 经 检验 ， 米 
内 杂 谷 , 抽样 取 米 一 把 , 254 粒 内 有 谷 28 粒 , 已 知 1 勺 有 300 粒 ， 
问 : 米内 共 杂 谷 多 少 ? 折 米 多 少 ? 


米内 含 谷 ， 打 ”2 折 ， 计 算 实 有 米 


1 534X(254 一 28) ， 人 a 48. 
4 一 1364 石 8 斗 9 升 7 合 6j27 人 ， 


米内 含 谷 打折 ， 计 算 实 含 人 


路 擒 , 义 ; 握 ， 把 ， 
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] 534X28 入», 79 
= 169 石 1 斗 2 合 3 127 义 ， 


这 些 谷 折 为 米 ， 再 打 羡 折 @ 
1 534X28X3 103 
p54x5 一 84 石 5 斗 5 升 1 合 1127 义 。 
本 题 是 我 国 最 早 统计 学 抽样 检查 记录 ， 解 法 中 还 对 米 折 成 粒 
数 ， 虽 然 缺少 实际 意义 ， 但 所 算得 的 答 数 有 十 位 有 效 数 字 ， 特 别 


是 草 文 中 对 余数 55 粒 ， 说 “ 弃 之 ”"。 严 格 说 个 位 数字 应 是 7 字 ， 


2， 课 用 贵贱 

问 ， 兰 人 五 路 和 人 条 ， 据 甲 浙 西 平江 府 石 价 三 十 五 贯 文 ， 一 
三 十 五 含 四 。 至 镇 江水 脚 钱 每 石 九 百 文 。 安 吉州 石 价 二 十 刀 前 下 
文 ， 一 百 一 十 合 。 至 镇 江水 脚 钱 每 石 一 胡 二 百 文 。 江 西 隆 兴 府 石 
价 二 十 八 页 一 百 文 一 百 一 十 五 合 。 脚 钱 ， 每 石 一 贯 七 百 文 ， 吉 州 
石 价 二 十 五 贯 八 百 五 十 文 ， 一 百 二 十 会 。 至 建 康 水 脚 钱 每 五 二 叶 
九 百 文 。 湖 广 潭 州 石 价 二 十 七 叶 三 百 文 ， 一 百 一 十 八 合 ， 至 避 州 
水 脚 钱 , 每 石 二 贯 一 百 文 。 其 钱 并 十 七 界 官 会 加 , 其 米 并 用 文思 院 
射 交 量 细 数 。 欲 皆 以 官 解 计 石 钱 ， 相 比 责 贱 几 何 ? 文思 院 狸 每 斗 


和 八 十 三 合 。 
( 答 数 ， 折合 文思 院 解 ， 每 石 价 ; 安吉 州 23 164 坟 文 , 平江 州 


22 071 完 文 ， 隆 兴 府 21 50733 文 ， 潭 州 20 67955 9 文 ， 吉州 19 885 之 


12 
文 。 着 1 第 3 题 
题 文 大 意 : 委托 人 员 到 五 处 买 米 ， 各 地 米 价 、 运 费 、 量 米 容 


中 按 《 九 童 算术 ， 票 米 》 谷 的 出 米 率 。 

多 指 每 斗 含 135 合 =13.5 升 。 

@ 官 会 指 用 政府 发 行 的 纸币 (会 子 ) 付 款 ， 且 明确 指 用 十 七 界 官 会 ， 详 见 第 三 编 
第 三 章 第 四 节 ， 币制。 
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器 折合 官 解 ( 文 思 院 解 ) 都 不 一 样 ( 数 据 见解 法 表 ) 。 比 较 五 处 所 买 
米 的 贵 册 情 况 ， 

解法 ， 本 题 是 另 一 种 形式 的 折扣 问题 。 例 如 以 浙 西 平江 府 所 
杂 的 米 ， 加 上 水 脚 钱 (运费 )， 应 考虑 折 成 文思 院 制 每 厂价， 其 中 
平江 每 解 含 文思 院 2 解 ， 因 此 平江 杂 的 米 折合 (35 十 0.9) 二 
员 。 

解法 ”原著 术 文 及 草 文 可 整理 ， 如 表 4. 1. 1。 


表 4.1.1 


产地 价 ( 贯 ) 取 费 ( 贯 烘 价 ( 芙 | 折 成 文思 院 石 价 ( 文 ) 
平江 | 苏州 | 135 35.0 35.9 |35 900x .83 -2 071 名 
135 27 
隆 兴 | 南昌 | 115 28. 1 1.7 29.8 |29 800X .全 一 ?1 507 蕊 
115 23 
吉州 吉安 | 120 | 25. 85 28.75 128 750X126 一 19 985 已 


3， 折 解 轻 次 吕 

问 , 有 甲 已 丙丁 四 好 各 合 起 上 供 银 、 绢 : 甲 郡 银 三 千 二 百 两 ， 
每 两 二 员 二 百 文 足 ; 绢 六 万 四 千 匹 , 每 匹 二 吐 文 足 ; 去 京 一 千里 ， 
每 担 一 里 佣 钱 六 文 足 ; 其 时 旧 会 每 贯 五 十 四 文 足 。 

己 郡 银 二 千 七 百 两 , 每 两 二 员 三 百 文 足 ; 绢 四 万 九 千 二 百 匹 ， 
每 匹 二 贯 四 百 二 十 文 足 ; 去 京 九 百 八 十 里 ， 每 担 一 里 佣 钱 四 文 二 


中 责 (iD 义 ;以 物 送信 ， 转 义 ， 交 税 。 
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分 ; 旧 会 价 五 十 九 文 足 。 

两 履 银 四 二 两 ,每 两 新 会 九 叶 三 百 文 ; 绢 七 万 三 千 六 百 匹 ,每 
匹 新 会 一 十 员 三 百 文 ; 去 京 二 千里 ， 每 担 一 里 佣 银 八 十 文昌 会 。 

丁 那 银 二 千 六 百 两 ， 每 两 五 十 一 员 文 旧 会 ; 绢 三 万 二 千 三 十 
五 匹 ， 每 匹 五 十 八 员 文 上 会 ; 去 京 一 千 五 百 里 ， 每 担 一 里 佣 钱 一 
百 文 旧 会 。 

诸 郡 每 五 百 两 、 绢 每 六 十 匹 为 担 , 和 欲 并 折 新 会 。 新 会 比 旧 会 ， 
一 比 五 。 求 : 每 郡 折 解 、 佣 金 各 新 会 几何 ?由 
”“( 管 数 ， 甲 禾 应 解 新 会 500 148 贯 148 文 ， 外 加 佣 钱 23 845 贯 


925 97 文 ; 乙 各 424 657 贵 627 文 ， 佣 钱 11 516 贯 428 Se 文 ; 天 如 


795 280 贯 ， 佣 钱 39 509 贯 333 孝文， 丁 郡 398 126 贯 ， 佣 钱 16 173 


项 500 文 , 卷 11 第 1 题 ) 

题 文大 意 ， 本 题 用 三 种 币值 单位 名 

中 足 文 ， 每 贯 足 1 000 文 外 纸币 ( 旧 会 )， 每 贯 值 多 少 , 因 地 而 
异 人 纸币 (新 会 ) 每 贯 值 是 当地 人 旧 会 值 的 五 倍 。 

四 郡 应 负担 国税 有 三 种 : 

现金 (日 银 )@@ 纺 织品 ( 绢 )@@ 佣 金 ( 指 运 费 ,每 银 500 两 或 绢 
60 匹 折 成 一 担 , 因 去 京师 路 程 远近 定 每 担 价 , 实物 税 折 成 纸币 后 ， 
运费 仍 如 数 交 纳 。) 

本 题 各 郡 应 交 现 金 . 绢 计 币 值 单位 不 一 .。 去 京师 远近 不 一 , 旧 
会 每 贯 所 值 不 一 ， 我 们 列表 如 下 ， 


中 为 便于 说 明 ， 本 题 已 增删 原著 部 分 细节 ，。 
@ 在 本 世纪 30 年 代 民 国 时 也 有 类 似 情况 ， 银 圆 一 元 、( 大 洋 ) 银 元 辅币 (小 洋 )、 
纸币 一 元 、 辅 币 所 值 钢 元 数 不 一 样 ， 因 地 而 异 ， 而 且 早 晚 市 价 也 不 一 。 
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一 人 四 都 负担 国税 表 


和 


从 上 表 就 易于 求 出 答 数 。 原 著 术 文 及 草 文 相当 于 说 : 
甲 郡 应 纳 新 会 ( 文 )， 

银 折 合 ; 2 200X3 200 二 (54X5)， 

绢 折合 ， 2 000X 64 000 二 (54X5)， 


3 200 ， 64 54 000| 
佣金 | 0 “E00 十 £0 | X1 000X 6 (54X5) 


是 上 面 三 数 之 和 ， 类 似 地 求 乙 郡 。 而 丙 郡 应 纳 新 会 ( 文 )。 
银 折合 ; 9 300X4 000， 
绢 折合 : 10 300X73 600， 


佣金 ， | 和 0 上 23600 600 | X2 000X (80 二 5) 三 者 总 和 。 
丁 郡 则 应 纳 新 会 ( 文 ) 
银 折 合 : (51 000 二 5)X2 600, 绢 折合 (58 000 二 5) X32 035， 


佣金 ， [26800 + 32 .935 | X1 500X(100 二 5) 三 者 总 和 。 
可 见 秦 氏 所 设计 的 题 ， 一 再 折扣 ， 曲 折 、 复 杂 能 反映 当时 实 


次 ， 但 是 题 给 条 件 却 很 周到 ， 无 多 余 也 无 欠缺 之 处 ， 最 后 可 以 得 
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到 明确 的 答 数 。 

四 库 馆 臣 校 书 至 此 ， 赞 赏 说 ， 

“此 题 贯 数 分 三 项 : 其 一 足 数 ， 每 干 文 一 贯 ， 其 一 旧 会 数 ， 如 
甲 以 五 十 四 文 为 一 贯 ， 其 一 新 会 数 ， 为 旧 会 数 之 五 倍 ， 四 都 或 言 
足 数 ， 或 言 旧 会 数 、 新 会 数 …… 略 微分 析 ， 而 术 草 之 意 大 概 可 见 
侨 。 


第 三 节 页 分 法 


由 于 生产 、 经 济 、 交 际 、 商 业 的 发 达 ， 借 贷 、 折 扣 、 赢 亏 的 
比率 也 从 一 般 分 数 、 十 分 而 加 密 到 吾 分 、 千 分。《 九 章 算术 ，。 杖 不 
足 》 第 20 题 “ 持 钱 之 圈 , 贾 、 利 十 三 2?”《 张 丘 建 算 经 》 卷 中 第 17 
题 :“ 贰 利 五 之 二 。” 而 秦 氏 书 中 就 有 百分率 、 千 分 率 的 记录 ， 这 
体现 社会 的 进步 ， 百 分 法 问题 常见 的 有 三 种 ， 从 本 金 、 利 率 求 利 
明 ， 从 利 妃 、 利 率 反 算 本 金 ， 从 本 会 、 利 息 求 利 率 ， 秦 氏 书 还 有 
反 求 存 期 之 类 问题 ， 不 限于 存放 钱 钞 ， 还 牵涉 到 典当 、 冶 金成 色 
等 经 济 活动 ， 选 析 三 题 。 

i， 炼金 计 值 

同 ， 库 有 三 色 金 ， 共 五 千 两 ， 内 入 分 金 一 千 二 百 五 十 两 ， 两 
价 四 百 贯 文 ， 七 分 五 厘 金 一 千 六 百 两 ， 两 价 三 百 七 十 五 贯 文 ， 人 入 
分 五 厘 金 二 千 一 百 五 十 两 , 两 价 四 百 二 十 五 胡 文 ,并 和 欲 炼 为 足 名 ， 
每 两 工 、 食 、 药 、 火 钱 三 叶 文 ， 耗 金 九 百 七 十 二 两 五 钱 ， 欲 知 多 
分 及 两 价 各 几何 ? 


( 答 数 ;成 色 100%， 每 两 值 503 贯 724 el12 


537 文 " 苍 18 第 2 
题 ) 


‘D 意 即 获 利 是 本 金 30%。 
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参考 译文 : 库 里 存放 三 种 金条 ， 共 重 5 000 两 ， 其 中 八成 金 
1 250 两 ， 每 两 价 400 贯 文 ， 七 成 半 金 1 600 两 ， 每 两 价 375 芙 文 ， 
八成 半 金 2 150 两 ， 每 两 价 425 贯 文 ， 要 求 一 起 炼 为 纯 金 。 提 纯 中 
工料 费 每 两 3 贯 文 ， 又 共 耗 去 金属 972.5 两 。 问 : 余下 的 金属 含 
纯 金 多 少 ? 每 两 纯 金 每 两 价 多 少 ? 

术 文 说 ; 

“以 方 田 及 票 米 求 之 。 轩 共 数 (5 000 两 )， 以 耗 (972. 5 两 ) 减 
之 ， 余 为 法 (除数 )、 以 三 色 分 数 各 乘 两 数 (1 250X 80%，1 600X 
75 吕 ，2 150X85%)， 并 之 ， 为 色 分 实 ( 成 色 的 被 除数 )。” 

“以 三 色 价 数 , 各 乘 两 数 为 寄 ( 把 乘积 记 在 一 边 ), 以 工 药 价 乘 
共 金 ， 并 价 寄 ， 共 为 价 实 。 二 实 皆 如 法 而 一 ， 即 各 得 。” 

解法 分 二 步骤 

Q) 提 纯 后 ， 耗 去 金属 ( 非 金 杂质 )972.5 两 ， 求 提纯 后 金属 的 
成 色 ， 这 就 是 术 文 第 一 段 所 说 ， 所 求 成 色 为 

1 250X 80% 二 1 600X75% 十 2 150X 85% 
5 000— 972.5 


(ii) 提 纯 后 的 金属 ( 纯 金 ) 每 两 价 ， 当 是 成 本 除 以 重 荆 
400X1 250 十 375X1 600 十 425X2 150 十 3X5 000 


=100%。 


5 000— 972.5 
_rcno 重 212 
二 503 贯 724 537 文 。 
本 题 是 今日 百 分 法 第 三 种 问题 。 


2， 推 求 典 本 

问 ， 典 库 今年 二 月 二 十 九 日 有 人 取 解 一 号 主 家 ， 听 得 当 事 共 
计算 本 息 一 百 六 十 叶 八 百 三 十 二 文 ， 称 条 前 岁 腊月 半 D 解 去 ， 月 
息 包 二 分 二 厘 ， 欲 如， 原本 几何 ? 


QD 腊月 指 十 一 月 ， 从 只 半 、 越 去 年 ， 到 今年 2 月 29 月 。 
四 月 息 2 分 2 厘 指 每 月 利率 为 22%， 
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( 答 数 : 原本 120 贯 文 ,， 卷 18 第 4 题 ) 

参考 译文 ， 某 典当 一 笔 账 : 从 前 年 十 一 月 十 五 日 到 今年 二 月 
二 十 九 日 , 月 息 22%, 本 利和 160 贯 832 文 , 问 : 原 借 本 金 多 少 ? 

解法 : 

术 文 说 :“ 以 聚 米 求 之 ， 置 积 日 2 乘 息 ， 增 三 百 为 法 。 以 三 百 
乘 共 钱 为 实 。 实 如 法 而 一 ， 得 本 ”这 是 说 所 求 本 为 : 

我 们 如 设 本 利和 为 4， 利率 为 >%， 积 日 为 *， 则 所 求 本 为 


4=|1+ 喜 Tt 一 3004 一 (sr 忽 十 300) 。 


以 题 给 数据 说 ， 所 求 本 是 
160 832X300 一 (464X0. 22 十 300) 王 120( 贯 ) 

本 题 是 今日 百 分 法 第 二 种 问题 。 

3， 桶 收 库 本 

问 ， 有 了 库 本 钱 五 十 万 吧 。 月 息 六 厘 半 ， 邻 今 掌 事 每 月 带 本 纳 
息 ， 共 还 一 十 万 。 欲 知 : 几何 月 而 纳 足 ， 并 末 后 畸 钱 多 少 ? 

( 管 数 ;本息 纳 足 共 7 个 月 , 卷 12 第 5 题 ) 

参考 译文 : 向 全 库 借 本 钱 500 000 贯 文 ， 月 息 6. 5%， 经 办 人 
员 每 月 连 本 带 息 还 100 000 贯 文 。 问 : 几 个 月 还 清 ? 最 后 一 个 月 应 
还 多 少 ? 

解法 : 

术 文 说 :“ 以 盘山 法 求 之 。 置 原本 ， 以 息 数 退位 ， 乘 归 本 位 ， 
每 出 共 纳 ， 累 得 月 数 。 以 末 后 不 足 数 为 足 月 钱 数 .” 本 题 草 文 用 古 
汉语 记录 运算 细节 ， 不 载 图 式 ， 相 当 于 说 ， 

借款 一 月 后 归还 100 000 000 文 ， 余 款 为 

500 000 000 (1 十 0.065) 一 100 000 000 = 532 500 000 一 


QD 积 日 , 从 前 年 腊月 半 到 今年 2 月 29 日 共 464 昌 .一 月 作 30 日 , 一 年 作 365 日 
计 。 
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100 000 000 王 432 500 000( 文 ) 一 432 500 贯 文 。 

背 款 二 月 后 归还 100 000 000 文 ， 余 款 为 

432 500 000 (1 十 0.065) 一 100 000 000 = 460 612 500 一 
100 000 000= 二 360 612 鞭 500 文 。 
依次 计算 借款 和 三、 四、 五 、 月 后 分 别 归还 100 000 000 文 ， 余 笋 各 
为 284052 贯 312.5 文 ，202 515 贯 712.812 5 文 ，115 679 贯 
234. 145 312 5 文 。 第 六 个 月 后 归 述 100 000 000 文 ， 余 款 23 198 贯 
384. 364 757 812 5 文 。 秦 氏 又 计算 第 七 个 月 后 应 归还 

23 198 384.364 757 8125 (1 十 0.065 ) = 24706 贯 
279. 348 467 070 312 5 文 。 

本 题 是 百 分 法 另 一 种 问题 。 术 文 说 ;“ 以 盆 肿 变法 求 之 ”及 
( 音 fei 阴历 初 三 的 月 亮 与 鹏 同 义 。《 九 章 算 术 。 盈 不 足 》 第 20 题 
页 利 十 三 是 今 称 整 存 男 取 的 复 利 问题 。 本 题 也 是 同 种 间 题 ， 而 有 
变化 ， 所 以 秦 氏 说 是 “变法 ”。“ 页 利 十 三 ” 题 是 已 给 利率 、 偿 还 
时 分 期 偿还 年 限 , 每 期 堆 取 值 , 求 整 存 本 金 。 本题 却 是 已 给 本 金 、 
利率 、 每 期 零 取 值 , 求 偿还 年 限 分 期 数 。 应 该 说 这 种 题 型 的 变化 ， 
是 很 大 胆 的 变通 ,。 秦 氏 在 草 文 中 计算 非常 仔细 。 有 效 数字 达 21 位 ， 
今天 看 来 无 神 实 用 。 但 正 说 明 筹 算 计算 技能 到 南宋 已 达 登 峰 造 极 
的 境界 。《 九 章 算 术 》“ 贾 利 十 三 ” 题 是 我 国 经 济 学 史上 复 利 的 最 
旱 文献 。 南 北朝 《 张 正 建 算 经 》 卷 下 第 34 题 :“ 今 有 负 他 钱 ， 转 
利 途 之 ， 初 去 转 利 得 二 倍 ， 还 钱 一 百 。 第 二 转 利得 三 倍 ， 还 钱 二 
百 。 第 三 转 利 得 四 倍 , 还 钱 三 百 。 第 四 转 利得 五 倍 , 还 钱 四 百 。 还 
毕 缘 转 利 。 倍 数 崩 通 本 钱 。 今 除 初 本 ， 有 钱 五 干 九 百 五 十 。 问 初 
本 几何 ?《〈 答 数 :本 钱 150)。 是 “机 利 十 二 ” 题 的 第 一 次 变通 。 已 
给 的 是 变 利率 、 每 期 变 零 取 值 、 偿 还 时 分 期 年 限 以 及 纯利 ， 求 整 
人 存 本 金 。 本 题 又 作 了 第 二 次 根本 性 的 变通 。 

从 解 题 方法 看 ,《 九 章 算 本 》 用 双 假 设法 ， 刘 徽 改 用 还 原 法 ， 
都 是 很 得 当 的 算术 方法 。 张 题 用 的 也 是 还 原 法 。 由 于 秦 氏 题 变化 
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太 大 ， 上 面 二 法 都 不 适用 。 如 设 本 金 为 wa， 利率 为 >%， 每 期 偿还 
数 为 5, 则 每 月 底 余 款 数 将 是 数列 {a,) :a(l 十 r%) 一 b, (a(l 十 r%) 
—b) (lr%)—b, (GCCall tr%) Dh) (1 二 +r%)—6) (1 


十 rr 上) 一 六 一 和) 。 
问题 是 求 n 为 多 少 ,使 第 n 项 ，a,<<b。 

由 于 n 只 允许 是 整数 , 秦 氏 循序 计算 比较 大 小 , 遇 到 小 于 6 即 
止 ， 不失为 得 当 的 方法 ， 


第 四 节 此 例 


五 种 比例 问题 随 着 南宋 商业 经 济 发 达 、 海 运 事业 、 征 税 、 纳 
粮 、 特 别 是 在 当时 特定 的 兵 芒 马 乱 环境 中 ， 物 价 、 币 制 异 常 ， 促 
使 与 比例 有 关 的 事务 愈加 复杂 。 现 就 简单 比例 、 分 配 比 例 、 复 比 
例 和 连 比 例 作 范 题 选 析 。 


一 简单 比 例 


先 计 军 程 

问 : 一 军 三 将 ， 将 十 队 ， 队 七 十 五 人 ， 每 将 分 左右 兼 ， 作 九 
行 。 想 头 搜 行 ， 每 日 六 十 里 。 明 日 路 狭 ， 以 单 兼 搜 行 。 至 晚 ， 和 从 
先知 宿 程 里 数 ， 合 几何 ? 

( 答 数 :6 里 240 步 。 卷 16 第 4 题 ) 

参考 译文 : 各 军 设 3 将 ， 每 将 有 10 队 ， 每 队 75 人 ， 每 将 有 
左右 侍卫 卫队 。 原来 9 列 纵队 行军 , 每 日 行路 60 里 ， 明 天 行军 所 
经 地 区 路 面 狭窄 ， 改 单列 前 进 。 今 晚 预 估 行 军 速度 ， 试 作 计算 

解法 : 

术 文 说 :“ 以 均 输 求 之 。 置 行 数 为 法 , 以 单数 一 行 用 乘 日 程 数 ， 
为 实 。 实 如 法 而 一 ， 得 宿 程 里 步 。” 

如 设 原 行 速 为 a , 改 单列 行 速 为 5, 那么 a: b= 二 9 : 1, 所 求 行 速 
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| 80 
p= 9 4 一 9 


(里 ) 王 6 里 240 步 
与 术 文 一 致 。 
从 行军 时 间 说 ， 与 列队 数 当成 反比 。 
《 九 章 算 术 》 称 为 反 衰 ,都 结合 复 比 例 分 配 比 例 运用 , 无 单独 
反 衰 题 。 
二 分 配 比例 


分 配 劳动 成 果 和 经 商 脱 余 是 人 类 生活 中 永恒 的 课题 。 在 《 数 
书 九 章 》 卷 17 第 2 题 ( 均 货 摊 本 ) 中 说 四 人 经 商 获 得 进口 物资 : 沈 
香 5 088 两 , 胡椒 10 430 包 (每 包 40 斤 ) , 象牙 212 合 , 要 按照 出 海 
前 四 人 投资 资本 为 分 配 率 248 : 152 : 247 : 201， 即 为 一 例 。 秦 氏 
计算 准确 ， 所 得 如 下 表 


表 4.1.3 


《 九 章 算术 均 输 》 已 有 很 复杂 的 分 配 问题 , 而 秦 氏 设 题 尤 其 
推陈出新 ， 前 所 未 有 。 

1. 复 双 修 赋 

问 : 有 海 拥 县 地 ， 今 已 复 涨 。 岁 久 、 乡 并 再 成 ， 申 请 创 已 。 称 
土 排 到 六 乡 。 以 附 郭 为 甲 、 最 远 为 已 。 各 有 田 九 等 。 开 具 下 项 .四 
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乡 共 计 田 一 十 四 万 一 百 九 十 三 亩 三 角 一 十 二 步 。 已 乡 共计 田 入 
万 四 千 一 十 亩 二 角 二 步 。 两 乡 ， 田 共计 一 十 二 万 九 百 三 十 五 窗 五 
十 八 步 五 分 , 丁 乡 , 田 共 计 八 万 九 千 六 十 六 亩 二 步 三 分 ,成 乡 , 田 
共计 二 十 万 四 千 四 百 七 十 四 亩 一 角 二 十 四 步 四 分 ， 己 乡 ， 田 共计 
一 十 五 万 八 千 四 百 六 十 亩 三 角 十 八 步 二 分 。 

照 得 上 昨 来 本 县 原 科 加 苗 米 一 十 万 三 千 五 百 六 十 七 石 八 斗 四 升 
四 合 二 久 ， 和 买 绢 一 万 三 千 四 召 九 十 八 、 匹 一 类 七 尺 三 十 七 分 五 
厘 ， 夏 税 包 、 九 千 八 百 七 十 六 匹 三 类 二 尺 六 十 五 分 六 与 。 其 六 乡 田 
系 三 色 : 甲 为 上 ， 已 两 为 次 ， 丁 戊 己 又 为 次 。 先 令 官 物 为 三 善 ， 使 
上 比 中 、 中 比 下 丝 十 分 外 差 一 。 次 邻 各 乡 九 等 ， 避 于 十 分 内 差 一 
抛 科 …… 和 谷 知 三 色 等 每 亩 …… 及 其 科 数 各 几何 ? 

( 答 数 : 甲 乡 . 苗 米 19 550 石 2 斗 4 升 8 合 3 勺 ,和 买 10 192 丈 
2 尺 6 寸 5 分 6 厘 , 夏 税 7 457 丈 6 尺 8 寸 9 分 8 厘 ,其 上 等 上 田 苗 
米 3 斗 2 升 3 合 2 勺 , 和 买 1 尺 6 寸 9 分 , 夏 税 1 尺 2 寸 3 分 .…… 
其 下 等 下 田 菌 米 6 升 4 合 6 义 ,和 买 3 寸 4 分 , 夏 税 2 寸 5 分 .…… 
疮 9 只 此 1 题 ) 

题 文 大 意 : 江 南 沿 岸 耕 地 场 入 水 域 , 有 时 陆地 隆起 ,又 复 为 农 
田 。 题 意 是 说 夫 田 前 国家 有 三 项 税 入 : 苗 米 十 万 多 石 ,和 买 绢 一 万 
三 干 多 匹 , 夏 税 绢 九 干 余 匹 。 现 在 隔 地 又 复 为 农田 ,新建 具 色 计 甲 
乙 等 六 乡 , 按 各 乡 分 摊 原 定 国家 税务 ,加权 标准 是 “外 差 一 ” 即 甲 : 
乙 : 丙 : 丁 : 成 : 己 == 上 :中 :中 :下 :下 :下 = (1 十 10%)?: 
(1 十 10%) : (1 十 10%) :1:1:1=121:110:110:100:100: 
100。 各 乡土 地 又 分 为 上 上 、 上 中 、 上 下 、 中 上 .中 中 ,中 下 .下 上 .下 


@ 1 角 一 十 亩 一 60 方 丈 。 


多 科 : 科 税 。 
@@ 苗 米 、 和 买 、 夏 税 都 是 当时 国家 季节 性 纳税 项 目 ,， 详 节 见 第 三 编 第 三 章 ,四 、 
经 济 ， 税制。 
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中 .下 下 九 等 , 按 田 等 级 以 及 田亩 多 少 分摊 各 乡 任务 ,加 权 标 准 是 
内 差 一 , 即 按 10:9:8:7:6:5:4:3: 2 分 摊 。 

解法 : 

以 苗 米 而 论 ， 甲 乡 应 分 捧 


121 加 
103 567. 844 2Xj2 下 7X110T300 一 19 550. 248 3( 石 ) 


题 文 中 列 甲 乡 九 等 田 各 亩 数 : 

上 上: 5 678 亩 1 角 48 方 步 ， 上 中 4 892 亩 30 方 步 ， 

上 下 6 621 调 54 方 步 ， 中 上 8 225 调 24 方 步 ， 

中 中 10 035 亩 6 方 步 ， 中 下 16 530 育 ， 

下 上 21 090 亩 24 方 步 ， 下 中 32 060 亩 3 方 步 ， 

下 下 35 061 再 3 角 3 方 步 。 
各 乡 任务 拒 样 分 摊 到 户 ? 以 田 好 坏 以 及 田亩 大 小 加 权 分 配 。 术 文 
说 :“ 列 各 乡 等 位 。 自 上 等 位 置 十 分 , 每 以 内 分 锥 行 ， 九 折 之 …… 
又 各 以 声 步 乘 之 ， 副 并 为 乡 法 ， 以 除 诸 各 乡 所 得 官 物 数 。 所 得 为 
一 分 之 率 ， 以 乘 未 并 者 ， 各 得 每 亩 税 色 .” 举 例 说 ， 甲 乡 上 上 等 田 
每 调 对 苗 米 应 分 摊 

108 30 


10 x 19 950. 248 3 = (5 678 310 X 10 + 4 892 376 X 9+ 


24 24 6_ 
6 621340X8+8 225346X7+10 035740X6 十 16 530X5 十 21 090 


24 3 183 
p40 X 4+32 060375X3+35 061540 X2)=0. 3232( 石 )， 


上 中 等 田 每 声 对 苗 米 应 分 捧 

9 xX 19 950.248 3 二 (56 784.5 十 44 029.125 十 52 969. 8 十 
57 575.7 十 60 210.15 十 82 650 十 84360.4 十 96180.037 十 
70 123. 525) 一 9X19 950. 248 3 二 604 883. 237==0. 290( 石 )， 


本 题 为 《 九 章 算术 ， 均 输 》 开 头 四 题 合理 分 摊 计 算 的 继续 和 
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发 展 , 与 秦 民 《 数 书 九 章 ， 序 》 为 第 五 章 所 写 颂 词 前 后 呼应 ;“ 孝 
国之 赋 ， 以 待 百 事 ， 转 田 经 入 ， 取 之 有 度 ,， 未免 力 役 ， 先 商 厥 功 。 
以 衰 以 率 ， 劳 逸 乃 同 。 汉 犹 近 古 ， 税 租 以 算 ， 调 均 钱 谷 ， 河 蕉 之 
择 ， 惟 仁 隐 民 ， 犹 已 渭 饥 。 赋 役 不 均 ， 宁 得 勿 思 ?” 

本 题 题 文 、 答 、 术 、 草 、 筹 算 图 式 共 达 三 万 字 ， 是 从 来 算术 
题 篇 幅 之 多 之 最 。 我 国 自 古 以 来 四 赋 造 册 非 常 认 真 精细 。 清 梅 文 
轧 孙 王 成 对 此 有 微 词 :“ 查 户 工 二 部 奏 销 银 数 , 分 下 有 厘 堂 丝 忽 微 
和 尘 等 十 四 位 。 为 数 既 多 ， 易 于 错误 ， 徒 滋 书 吏 指 驶 之 端 …… 今 拟 
分 下 只 留 厘 营 丝 名 四 位 。.?" 本 题 如 此 翔实 的 田亩 数据 很 可 能 是 当 
时 农田 税 册 实录 非常 珍贵 。 六 个 乡 核定 为 上 、 中 、 下 三 级 是 合理 
的 : 查 甲乙 乡 上 田 多 , 下 田 少 , 而 且 “ 附 郭 "@ 成 已 乡 上 田 少 , 下 
田 多 ， 且 距 纳 税 所 远 。 各 乡 田 分 九 等 ， 含 田 有 和 多 有 少 ， 而 且 出 现 
好 几 个 无 字 , 尤其 体现 了 真实 性 .江南 替 地 、 涨 地 到 本 世纪 50 年 
代 仍 有 发 生 ， 钱 塘 江 南岸 大 片 农 地 系 新 涨 。 

本 题 运用 两 次 分 配 比例 ,分 摊 税 务 也 是 合理 的 。 从 宏观 考虑 : 
从 含 田 好 坏 多 少 ， 去 纳税 所 远近 只 评定 六 个 乡 纳税 三 种 权 : 

121 110 100 不 同 所 有 田亩 多 少 ,。 由 微观 闭 虑 ; 从 九 苇 田 好 坏 ， 
以 及 田 多 少 评定 各 欧 田 每 亩 应 纳税 的 九 种 权 。 于 是 对 于 此 千家 万 
户 的 纳税 问题 答 数 出 现 了 180 种 之 多 ， 

六 个 乡 应 分 挫 三 种 税 ; 苗 米 、 和 买 、 夏 税 , 计 3X6 一 18 种 ， 

凶 各 乡 九 等 田 ， 应 分 捧 任 务 共 : 3X6X9=162 种 。 

一 题 180 答 也 是 从 来 未 有 之 作 。 
2， 均 科 绵 税 
问 : 县 科 绵 思 有 五 车 户 ， 共 一 万 一 千 三 十 二 户 ， 共 科 绵 八 万 


@ 梅 球 成 ,增删 算法 统 宗 ， 卷 一 ， 改 数 附 录 ，。 
多 意 即 市 郊 ， 
岛 编 指 丝 编 ， 江 南 短 农 取 草 加 工 制 成 御寒 用 品 ， 以 斤 、 两 论 值 。 
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入 千 三 百 三 十 两 六 钱 。 上 和 车 一 十 二 户 ， 副 车 八 十 七 户 ， 中 午 四 百 
六 十 四 户 ， 次 等 二 千 三 十 五 户 ， 下 等 八 千 四 百 三 十 五 户 。 铅 令 上 
三 等 折 半 差 咏 ,下 三 千 比 中 舍 六 四 析 差 ,2 科 率 求 之 。 各 户 纳 及 各 
等 几何 ? 

( 答 数 :上 等 户 每 户 纳 绵 124 两 , 共 纳 1 488 两 。 副 等 每 户 纳 62 
两 , 共 纳 5 394 两 。 中 等 每 户 纳 31 两 , 共 纳 14 384 两 ,次 等 每 户 纳 
12.4 两 , 共 纳 25 234 两 。 下 等 每 户 纳 4. 96 两 , 共 纳 41 837. 6 两 。 卷 
10 第 5 题 ) 

解法 : 

术 文 说 :“ 列 五 等 户 数 。 先 以 四 折 下 等 数 ， 加 次 等 户 。 又 以 四 
折 之 ,加 中 等 户 数 。 和 欲 以 半 折 之 ,加 二 ( 副 ) 等 户 。 又 以 半 折 之 , 加 
上 等 户 数 ， 不 折 ， 使 为 法 (除数 ) 除 科 绵 ， 得 上 等 一 户 之 绵 。 复 半 
之 ， 为 副 等 。 又 半 之 ， 为 中 等 。 又 四 折 之 ， 为 次 等 。 又 四 折 之 ,为 
下 等 。 各 一 户 绵 却 各 以 户 数 乘 之 ， 各 得 五 等 共 出 绵 。?” 

我 们 如 设 五 等 丝 绵 户 依次 有 户 数 为 如 ，b,，，b3，Bb4，bs， 术 文 
是 说 上 等 户 每 户 应 纳 丝 编 ( 两 ) 为 


加 88 330. 6 
bi+i+0. 5(6, 十 0. 5(p; 十 0, 4(P 十 0. 4p.) 


副 等 户 每 户 应 纳 丝 纺 ( 两 ) 为 0. 5c, 中 等 户 为 0.5X0. 5c; 次 等 户 为 
0.4X0.5X0.5c， 下 等 户 为 0.4X0.4X0.5X0.5c， 各 以 户 数 乘 ， 
得 五 等 户 各 共 纳 税 数 。 

乍 一 看 ， 本 题 秦 氏 分 配 比 例 公 式 似 有 悖 常理 ， 不 能 接受 。 纠 
实 上 这 是 在 当时 纳 丝 绵 实物 税 中 的 加 权 分 配 间 题 ， 按照 五 等 农户 
富有 贫困 条 件 ， 以 及 每 一 等 农户 含 户 数 二 项 因素 加 权 。 前 者 规定 


Cc 


中 加 权 数 : 设 上 、 副 、 中 、 次、 下 五 等 每 户 出 绵 数 如 分 别 为 a1 ,az, a3, at, as， 
这 里 说 前 面 三 数 cl : as==az : as 一 1 : 0.5。 
DO 后 面 三 数 之 比 a3 : a4=al :as 二 1 :0.4。 
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a ! Qs 二 az :as 二 1 1 0.5, as ;a 二 a4 : as 二 1] : 0.4, 五 者 连 比 ,如 
化 为 整数 之 比 : 
dliar :a3:ar:as=400: 200:100:40:16 
=]100:; 50:25:10:4, 

再 与 后 者 户 数 取 加 权 连 比 ， 各 项 对 应 相 乘 ， 乘 积 很 大 ， 运 算 工 作 
其 也 大 。 秦 氏 却 把 五 项 四 种 比 的 连 比 化 为 ; 

lial:alds :alads3 : QQsA304 = 1 :0.5 :0.25:0.1: 0.04, 
再 与 各 等 户 数 两 两 相 乘 ， 其 加 权 分 配 率 是 

pi, 0, 5b;, 0.25b;3, 0. 10.，0. 0405 。 

这 是 秦 氏 公式 的 推导 过 程 。 我 们 考虑 的 是 扩大 ， 秦 氏 考虑 的 却 是 
缩小 。 而 且 从 公式 结构 看 ， 以 题 给 数据 依次 代入 ， 非 常 方 便 ， 不 
必 男 外 计算 连 比 各 项 。 本 题 的 解法 为 “ 今 定 胜 苷 ”提供 了 反例， 


三 复 比 例 


《 九 章 算术 》 已 把 今 有 术 , 即 三 率 法 发 展 为 重 今 有 术 。 重 今 有 
术 有 两 种 : 复 比例 一 一 李 淳 风 在 注 均 输 章 第 8 题 称 复 比例 为 重 今 
有 术 。 印度 称 为 五 率 法 、 七 率 法 至 十 一 率 法 。《( 九 章 算术 》 有 三 例 ， 
均 五 率 法 ,其 中 一 例 有 错 , 经 清 人 正 误 。《 数 书 九 章 》 中 复 比 例题 
下 面 选 析 二 则 。 

1， 堂 皇 程 筑 

问 : 有 营造 地 基 ， 长 二 十 一 大 ， 宽 一 十 七 大 。 先 令 七 人 筑 坚 
三 大， 计 功 二 日 。 今 滑 吉 由 立 术 有 日 ， 欲 限 三 日 筑 了 。 每 日 合 收 
析 手 几何 ? 


( 答 数 :日 收 555 全 工 , 郑 14 第 2 题 ) 
题 文 大 意 : 限 3 日 内 要 打 夯 筑 地 基 21 X17 平方 涉 。 壬 前 先 作 


QD 滑 吉 即 择 吉 。 旧 时 建 房 要 立 排 架 ， 须 选择 黄道 吉日 。 
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试验 :7 人 2 日 内 筑 地 基 3 平 方丈 。 求 : 在 规定 时 间 内 完成 任务 要 
多 少 工 ! 
解法 : 
术 文 说 :“ 以 长 乘 宽 ， 又 乘 原 日 原 人 为 实 , 以 限 日 乘 筑 丈 数 为 
法 。 除 之 ， 得 人 夫 ”。 就 是 说 所 求 工 数 
21X17X7X2 
3X3 
这 是 复 比 例 问题 。 秦 氏 深 知 在 规定 期 限 内 会 加 劳动 人 数 与 筑 
地 基 面 积 成 正比 , 而 与 要 求 完工 日 数 成 反比 。 如 所 求人 数 为 +、 邢 
么 其 间 关 系 应 是 
3: 21X171 
3: 2 ) 
当然 在 一 定 意义 上 人 人数 、 日 数 、 面 积 数 也 不 一 定 是 单纯 的 止 比例 
或 反比 例 关 系 。 
2， 军 器 功 程 
回 : 今 欲 造 绊 、 刀 各 一 万 副 ， 和 葡 一 百 万 只 。 据 功 程 ， 七 人 九 
日 造 引 八 张 ， 八 人 六 日 造 刀 五 副 ， 三 人 二 日 造 箭 一 百 五 十 只 ， 作 
院 见 党 习作 二 百 二 十 五 人 , 刀 作 五 百 四 十 人 ，, 萄 作 二 百 七 十 六 人 ， 
和 欲 知 毕 上 日 几何 ? 


人。 


( 答 数 : 造 弓 350 日 , 造 刀 177 二 日 ,位 144 ag 上 日 。 卷 16 第 5 
题 ) 

解法 : 

术 文 说 :“ 以 票 米 求 之 , 互 换 入 之 。 野 各 功 程 人 率 于 右 行 ， 关 
原 日 数 于 中 行 ， 置 欲 求 数 为 左 行 。 以 三 行 对 乘 之 , 为 各 实 列 在 行 、 
次 置 原 物 数 于 中 行 ， 置 见 管 人 数 为 左 行 。 以 左 行 乘 中 行 . 各 为 法 . 
以 对 除 右 行 ， 各 得 日 数 。” 

术 文 提供 这 类 题 的 一 般 解 法 ， 而 且 明 确 指 出 题 给 各 种 数据 应 
在 位 置 ， 以 便于 筹 算 处 理 。 以 求 造 弓 所 需 日 数 为 例 ， 原 著 草 文 古 
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六 放 刁 < 
i 诬 豆 六 一 工 
嫩 吕 RNR 2 癌 
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[S| 
a 


习 球 长 十 由 神 苹 三 权 十 区 禄 污 于 


为 弓 实 
为 弓 法 
=177 

据 题 意 及 所 给 


1 800 


630 000 
630 000 一 1 800 


Tr = pm mp tt rd i 


乘积 
乘积 
需 日 数 为 人 ,， 


图 4.1. 2 
7 人 
一 弓 实 二 弓 法 


: 10 000 


225 :7 


民 异 水 世宗 民 败 时 狂 | 二 污 十 渤 克 半 涉 双关 
ii 有 十 骨 居 六 党 用 加 关 十 << 渔 闪 1 | 


-部 十 站 去 闫 和 


ee 王 衣 


a = 
hp 了 
本 


列 有 图 式 ， 现 改 用 阿拉 伯 数 码 。 原 著 见 图 4. 1. 2。 


造 10 000 张 弓 所 


9 日 
8 张 


以 造 弓 为 例如 设 
数据 ， 可 排出 复 比 例 式 


(日 ) 


造 弓 10 000 张 所 需 日 数 ，z 


7 


马 作 ”225 人 


造 弓 10 000 张 


9 
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可 见 秦 氏 解 法 正确 。 
从 本 题 草 文 图 式 得 知 古 代用 筹 算 解 复 比例 式 原貌 。 


四 连 比 例 


另 一 种 重 今 有 术 为 连 比 例 一 一 刘 徽 在 注 均 输 章 第 10 题 时 称 
之 为 重 今 有 术 , 限于 历史 条 件 ,《 九 章 算 术 》 无 三 对 以 上 有 比例 关 
系 的 算 题 、 刘 注 均 输 第 10 题 时 的 理论 :“…… 是 谓 重 今 有 也 。 虽 
各 有 率 ， 不 问 中 间 。 故 令 后 实 乘 前 实 ， 后 法 乘 前 法 而 并 除 也 ……: 
凡 率 错 互 不 通 者 ， 皆 积 齐 同 而 用 之 。 放 此 ， 虽 四 五 转 不 异 也 。” 
《 数 书 九 章 》 多 处 有 连 比 例 问题 , 在 分 配 比 例 问 题 当 出 现 加 权时 常 
需 化 为 连 比 , 但 秦 氏 别出心裁 , 可 以 回避 及 此 , 达到 同一 目的 , 于 
半 功 倍 ， 此 点 已 在 “ 复 邑 修 赋 ” 题 中 剖析 。 在 某 些 问题 中 他 又 因 
地 制 宜 地 运用 刘 徽 理论 ， 解 决 刘 徽 未 曾 施 行 ， 而 预言 过 的 “ 虽 四 
五 转 不 异 也 ”。 下 面 选 术 三 题 。 

1， 互 易 推 本 

问 : 出 度 脱 ， 差 人 营运 。 每 三 道 易 引 一 十 三 党 ; 盐 二 党 ， 易 
布 入 十 四 匹 ， 市 一 十 五 匹 易 绢 三 匹 半 ， 绢 六 匹 易 银 七 两 二 钱 。 今 
直到 银 九 千 一 百 七 十 二 两 入 钱 。 和 欲 知 :; 原 关 度 嵌 道 数 几 何 ? 

( 答 数 : 度 腊 180 道 。 卷 17 第 3 题 ) 

题 文大 意 : 以 下 各 种 票证 、 商 品 是 等 价 的 ;3 道 度 内 、13 袋 
盐 ，2 袋 盐 、84 匹 布 ，15 匹 布 、 3 广 匹 绢 ， 6 匹 绢 、7.2 两 银 。 依 
次 经 过 四 次 商品 交换 后 得 到 银 9 172. 8 两 。 问 :， 原 持 度 科 多少 道 ? 

解法 : 

术 文 说 :“ 以 票 米 互 乘 易 法 求 之 。 列 各 数 ,， 以 本 色相 对 ， 如 雁 
兽 。( 图 4.1.2) 以 多 一 宙 者 相 乘 ， 为 实 。 以 少 一 沁 者 相 乘 ,为 法 。 
除 之 .” 这 就 是 把 题 给 数据 对 应 地 列 成 二 斜 行 , 其 中 间 一 纵 列 记 等 
价 商品 ， 同 一 横行 记 同 种 (本 色 ) 商 品 。 从 斜 行 来 看 上 面 一 行 有 五 
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个 其 (多 一 事 ) 相 乘 作 为 被 除数 ， 下 面 一 行 有 四 个 量 ( 少 一 事 ) 相 
乘 作为 除数 。 做 一 次 除法 ， 除 数 就 是 答 数 。 

事实 上 这 是 刘 徽 所 说 “ 凡 率 错 互 不 通 者 , 皆 积 齐 同 而 用 之 ”的 
表现 。 秦 氏 模 拟 重 今 有 术 ， 解 五 种 量 的 连 比 例 问题 。 我 们 知道 如 
果 有 甲 、 乙 、 丙 、 丁 、 成 五 种 量 ， 两 两 之 比 2? 为 甲 : 乙 =a: a， 
乙 : 丙 =b:6b', 丙 : 丁 =c:c, 丁 :成 =d :4d'。 那么 五 者 连 比 人 @ 
甲 ; 乙 : 丙 : 丁 :成 =abcd : a'bcd : a'b'cd :a'b'cd:a'b'ecd’'. 

以 本 题 说 五 种 商品 各 含 如 下 单位 数 等 价 ， 
度 嵌 3x2x15Xx6 道 , 盐 13X2Xx15Xx6 袋 , 布 12X84X15X6 匹 ， 
绢 13X84X3.5X6 匹 , 银 13X84X3.5X7.2 两 .它们 之 间 的 比 ， 
就 相当 于 票 米 章 20 种 粮食 之 比 ， 也 就 是 刘 徽 在 《 九 章 算术 。 方 
程 》 第 18 题 注 所 说 相当 率 ( 相 对 于 各 当 率 而 言 ) 。 既然 3X2X15X 
6 道 度 脱 与 13Xx84X3.5X7.2 两 白银 同 价 ， 那 么 9 172. 8 两 白银 ， 
做 一 次 正比 例 ， 等 价 于 度 典 x 道 ， 是 比例 式 的 解 ， 

3X2X15X6: 13xX84X3.5X72=x : 9 172.8 


7—3X2X19X6X9 172.8 
1l3x84X3.5X7.2 ° 


徐 九 毅 写 成 “有 雁 翅 ” 形 


3 ”上 度 腻 
2 13 盐 
15 84 布 
6 3.5 绢 
9 172.8 7.2 银 


2， 藏 楼 互 易 
问 ， 城 三 升 易 小 麦 二 升 ， 小 麦 一 升 五 会 萄 油 麻 八 会 ， 油 麻 一 
升 二 合 易 粳米 一 升 入 合 。 今 将 茂 十 四 石 四 斗 欲 易 油 麻 ， 又 将 小 下 


J 等 价 二 种 商品 各 含 相应 单位 数 之 比 。 
外 等 价 五 种 商品 各 含 相应 单位 数 之 比 。 
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二 十 一 石 六 寸 欲 易 粳米 几何 ? 

( 答 数 : 油 麻 5 石 1 斗 2 升 ,粳米 17 石 2? 斗 3 升 . 卷 17 第 4 
题 ) 

解法 : 

本 题 一 题 二 问 。 在 题 给 条 件 下 问 藏 ( 豆 )14 石 4 斗 可 换 多 少 油 
麻 (芝麻 )? 小 麦 21 石 6 斗 可 以 换 多 少 粳米 ? 纯 是 生活 常 下， 却 
较 《 九 章 算 木 ， 了 粟米》 深刻 一 层 。 原 著 有 二 图 式 


30 14400 其 15 21600 走 
15 20 麦 12 8 油 麻 
8 油 麻 18 粳米 
术 文 都 说 :“ 以 下 三 宁 相 乘 为 实 , 以 上 二 上 末 为 法 ”就 是 说 所 求 油 麻 、 
粳米 ( 合 ) 数 分 别 是 
14 400X20X8 21 600x 8x18 
30X15 lI5x12 


本 题解 法 说 明 秦 氏 对 连 比 例 问题 的 处 理 已 得 心 应 手 ， 哪 些 题 
给 数据 应 列 入 算式 ， 哪 些 不 应 列 入 ， 已 有 针对 性 的 选择 。 术 文明 
确 地 指出 :“ 不 干 其 率 者 不 置 。” 

3， 推 计 互 易 

问 : 库 率 ;, 粳 谷 七 石 出 粳米 三 石 ， 粳 米 一 寺 易 小 麦 一 才 七 升 ， 
小 麦 踏 赵 二 开 四 两 ， 趟 一 十 一 斤 本 精米 一 斗 三 升 。 今 有 粳 谷 一 二 
七 百 五 十 九 石 三 斗 八 升 。 谷 出 谷 、 做 米 易 麦 ， 踏 趣 ， 还 自 酿 余 谷 
之 米 ， 须 令 适 足 备 合 几 何 ? 

( 答 数 : 共 谷 1 759. 38 石 ,出 谷 924 石 , 得 米 396 石 , 易 麦 673. 2 
石 , 踏 卸 30 294 斤 , 余 谷 835. 38 升 , 酿 米 358. 02 石 。 卷 18 第 1 题 ) 

题 文 大 意 : 这 是 一 道 在 酿造 过 程 ， 从 精 谷 经 车 研 、 易 麦 、 制 
趟 等 过 程 中 产生 的 算 题 。 其 中 已 知 

精 谷 ( 石 ) : 出 糯米 ( 石 )==7 : 3， 

糯米 ( 升 ) : 换 小 麦 ( 升 )=10 : 17， 
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小 麦 ( 升 ) : 制 趟 ( 斤 ) 一 5: 2 二 一 5 : 2. 25， 

趟 ( 帮 ) : 酿 精 米 ( 升 ) 王 11 : 13。 
问题 提出 在 1759 石 3 斗 8 升 糯 谷 中 应 取出 多 少 升 加 工 成 糯米 ,以 
此 换 才 、 制 盐 。 所 制 盐 适 可 以 酿造 余下 糯 谷 加 工 成 的 糯米 ? 显然 
这 是 《 九 章 算术 。 盘 不 足 》 第 15 题 以 漆 易 油 调和 余 漆 题 的 推广 。 
以 漆 易 油 题 原 来 用 盘 不 足 求 解 ， 刘 征 改 用 重 今 有 术 解 ， 而 秦 氏 据 
刘 注 精神 解 本 题 。 

原著 术 文 说 :“ 以 粟米 换 易 求 之 。 置 诸 率 ， 随 本 色 对 列 ， 如 砍 
翅 。( 此 为 元 图 )。 有 分 者 通 之 ， 异 类 者 变 之 (此 为 变 图 )。 以 上 位 
硝 进 磁 之 , 以 下 位 者 退 乘 之 , 得 合 数 (此 为 合 图 ) 有 对 者 相 乘 之 , 无 
对 者 直 命 之 , 为 诸 率 (此 为 率 图 )” 图 为 书 影 4. 1. 3。 我 们 用 阿拉 伯 
数字 记 这 些 图 式 ， 并 略 加 说 明 。 


46 200 
6 600 3 
660 ol 
450 


1) “有 分 者 通 之 ”是 指 在 元 图 左 第 二 列 两 数 都 扩大 4 倍 ， 
多 题 文 ? 石 谷 可 以 出 3 石 米 ,11 斤 趟 可 以 酝 13 升 米 ,那么 33 斤 热 需要 91 升 谷 ， 
借 此 可 以 省 去 另 立 ( 糯 ) 米 一 行 。 
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Tlo 
三 由 略 人 H 


: 5 : 
一 村 4 屋 - 有 而 于 二 和 于 攻 三 了 上 ~ 这 =0 实 


FF | 
llaN0 | = 恒生 
| 
| ] 
| 


上坟 [让 | 


图 4. 1.3 
从 变 图 、 五 种 其 : 谷 、 做 米 、 换 麦 、 制 势 、 酿 造 已 知 比 a :a 
二 7 :3,6:6 二 10:17,c:c 一 20:9,d:d’'==33: 91 化 为 连 比 
abcd :abcd :abcd:abcd:apbed=7X1i0xX20xX33:3XxX10 
X20xX33:3X17X9X33: 17X3X9x9]=46 200: 19 800: 
33 600 : 15 147 : 41 769 
术 文 说 : 
“有 对 者 相 来 之 ,无 对 者 直 命 之 ”是 指 在 会 图 中 已 在 变 图 基础 
上 作 好 准备 。 第 一 、 五 两 横行 就 是 连 比 中 (出 ) 谷 的 率 和 余 谷 率 
所 以 “ 直 命 之 ”。 而 其 余 各 率 都 是 同一 横行 “有 对 者 相 乘 之 ”。 
例如 19 800=6 600X3 等 等 ”得 率 图 
46 200( 出 ) 谷 率 
19 800 米 率 


175 938 33 660 麦 率 
升 法 率 15 147 趟 
41 769 ( 余 ) 谷 率 


在 率 图 之 后 ， 原 著 相 当 于 说 
8 128 335 600 出 谷 92 400 出 谷 
3 483 572 400 米 实 39 600 得 米 
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5 922 073 080 麦 实 67 320 易 麦 
2 664 932 886 趟 实 30 293 制 盐 
7 348 754 322 余 实 83 538 余 谷 


秦 氏 据 刘 注 《 九 章 算术 ， 均 输 ) 第 15 题解 法 :如 果 有 和 谷 46 200 
十 41 769 二 87 960, 那么 在 其 中 取出 46 200, 经 一 系列 做 米 、 换 麦 、 
制 趟 等 手续 , 刚好 可 以 酿 所 留 谷 所 做 米 。 从 率 图 所 算得 的 数据 , 问 
题 已 转化 为 正比 例 问 题 。 本 题 一 开始 就 说 有 谷 175 938( 升 ), 因此 
应 取出 : 

糯 合 : 

175 938X46 200 二 87 960 二 8 128 335 600 一 87 960 一 92 400( 升 )， 
做 米 : 

175 938X19 800 二 87 960 二 3 483 572 400 二 87 960==39 600( 升 )。 
类 似 计 算得 换 麦 、 制 盐 ， 应 留 谷 分 别 为 67 320，30 293，83 538 
( 升 ) 在 书 影 末尾 还 记 道 3 米 7 法 250 614 实 这 是 指 酿造 用 
谷 ， 能 做 米 ”83 538X3 二 7 二 250 614 二 7 二 38 502( 升 )。 

秦 氏 从 酿造 过 程 设计 此 题 ， 当 是 精心 杰作 之 一 。 在 一 定数 基 

谷子 中 取出 若干 ， 经 做 米 、 换 麦 以 制 起 ， 然 后 酿 余下 的 谷 所 做 的 
米 ， 不 缺少 也 不 多 余 。 能 不 是 组 合 数学 或 运筹 学 的 肇始 吗 ? 此 题 
源 自 《 九 章 算术 》, 但 多 了 几 个 层次 ,真是 胜 于 蓝 之 作 。 如 果 把 它 
适当 改变 内 容 , 保存 命题 设计 思想 , 作为 某 一 级 数学 竞赛 试题 , 也 
很 合适 。 
清 四 库 馆 臣 评 点 秦 氏 书 至 此 ， 也 子 美誉 :“ 术 中 互 乘 、 进 乘 、 
退 乘 、 对 乘 缘 通 分 法 也 .” 张 丘 建 云 :“ 学 者 不 患 乘 除 之 为 难 ， 而 
患 通 分 之 为 难 。 此 术 曲 尽 其 妙 .” 又 说 :“ 再 此 术 不 独 用 法 之 巧 , 即 
图 式 布置 ， 亦 皆 具 精 义 ， 熟 玩 之 ， 可 以 得 其 往来 变通 之 故 .” 四 库 
馆 臣 所 说 甚 是 ， 有 现实 意义 。 从 计算 方法 考虑 ， 计 算数 据 排列 位 
置 与 计算 工作 量 和 减少 差错 有 密切 关系 。 
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第 五 节 到 假设 法 


《 九 章 算术 》 设 专 章 讨论 这 种 解法 ,已 在 本 《大 系 》 第 二 卷 详 
论 .《 九 章 算 术 ， 盘 不 足 》 后 12 题 对 一 般 问 题 俱 用 假设 法 解 题 , 但 
全 部 是 一 盘 、 一 不 足 ， 未 免 单 调 。 秦 氏 书 中 用 此 法 解 题 ， 引 用 不 
多 ， 但 能 注意 到 人 昏 、 不 足 的 变化 。 我 们 选 析 其 一 题 

计 造 车 衣 

问 : 库 有 布 、 绵 、 和 加 三 色 ， 计 料 欲 制 军 衣 。 其 布 、 六 人 八 匹 ， 
少 一 百 六 十 匹 ， 七 人 九 匹 ， 剩 五 百 六 十 匹 。 其 绵 ， 和 八 人 一 百 五 十 
两 、 剩 一 万 六 千 五 召 两 , 九 人 一 百 七 十 两 , 剩 一 万 四 千 四 百 两 。 其 
某 ， 四 人 一 十 三 矿 ， 少 六 千 八 百 四 斤 ， 五 人 一 十 四 斤 ， 适 足 。 欲 
知 : 军士 及 市 、 绵 、 和 各 几何 ? 

( 答 数 :士兵 15 120 人 。 布 20 000 匹 , 绵 300 000 两 ,名 42 336 斤 ， 
卷 16 第 7 题 ) 


题 文大 意 ， 对 于 布 作 二 次 假设 ， 每 人 <。 匹 ， 少 了 160 匹 每 
人 了 匹 ,多 了 560 匹 .对 于 丝 绵 作 二 次 假设 :每 人 -2 两 多 了 16 500 


两 , 每 人 “中 两 , 多 了 14 400 两 。 对 于 棉 架 ， 每 人 全 斤 , 少 了 6 804 


;每 人 疾 斤 ， 刚 好 不 多 也 不 少 。 求 有 多 少 士兵 ?多 少 匹 布 ? 多 


两 丝 绵 ? 多 少 斤 棉 架 ? 

解法 : 

从 术 文 . 草 文 及 图 式 可 以 看 到 秦 氏 忠实 按照 盈 不 足 术 解 题 .以 
第 二 组 问题 来 说 : 是 双 盘 问题 。 他 的 解法 相当 于 说 ”士兵 数 是 


16 500—14 400_ 8X9X(16 500 一 14 400) _ 
170 150 一 8X170 一 9 又 150 ”15 120( 人 ), 两 库 中 
9 8 


1 


yy 
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实 有 8X170X16 500 一 9X150X14 400 两 
头 2 一 o 


第 三 组 问题 是 不 足 、 适 足 之 例 。 其 士兵 数 为 


6 804 
13_14 
4 9 


一 15 120(C 人 )， 


4 
而 棉 架 数 为 3 一 J 一 42 330( 斤 )。 


4 § 
本 题 草 文 及 其 图 式 提供 了 筹 算 表 不 足 术 的 真 凭 实 据 。( 图 


4. 1. 4 为 求 布 筹 算 书 影 ) 


| 
2 


是 引 =2 se 
| 
| 4 Ey Wie 
| 时 | z 
若 | 上 | 在 灰 右 许 
数 除 村 行 .中 中行 
， -二 沽 | ! 渠 票 
| 之 伟 去 
| | 上 


图 4.1.4 


我 们 还 须 区 别 中 算 中 提 法 的 形似 而 实 异 。 

俩 不 足 术 的 提 法 。“ 今 有 共 买 物 ， 人 出 八 余 三 ; 人 出 七 , 余 六 ， 
求 物 数 .” 如 设 物 数 为 zx， 是 解 一 次 方程 问题 8z 十 3 王 7z 十 6，z 一 
3 。 

而 按 孙 子 的 提 法 :“ 物 不 知 数 ， 八 八 数 之 ， 余 三 , 七 七 数 之 余 
六 ， 求 物 数 。.” 如 设 物 数 为 zx， 是 解 同 余 式 的 问题 ; 
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ZE3(mnod 8) 三 6 (mod 7) 7 三 27 (mod 56) 
元 代 严 共 《 通 原 算法 》 在 穿 陌 问题 中 已 注意 及 此 ， 


第 六 节 归 一 法 


在 《 数 书 九 章 》 中 现 选 析 用 归 一 算法 解 的 一 题 。 

计 造 石 坝 

问 : 创 石 坝 一 座 , 长 三 十 大 ,水深 四 天 二 尺 , 全 面 宽 三 大 。 
石板 每 片 长 五 尺 、 宽 二 尺 、 屏 五 寸 , 用 灰 一 十 斤 。 每 层 高 二 尺 ， 闫 
宽 一 尺 。 石 匠 每 工 九 片 ， 搬 拭 四 片 用 工 五 人 ， 兼 工 搬 灰 兼用 ， 每 
工 一 百 一 十 斤 。 火 头 每 名 管 六 十 人 人， 部 押 每 名 党 一 百 二 十 人 。 所 
用 石 须 依 原 段 ， 不 许 溺 动 。 欲 知 ， 坝 下 宽 及 用 石 、 并 灰 、 共 工 各 
几何 ? 

( 答 数 : 坝 下 宽 5 不 。 石板 100 800 片 。 石 灰 1 008 000 斤 。 用 


103 528] 1 工 。 卷 13 第 3 题 ) 


参考 译文 ， 建 石 坝 一 座 , 长 30 丈 、 高 4 丈 ? 尺 ， 顶 宽 3 元， 
每 层 高 2 尺 ， 逐 层 加 宽 , 层 差 1 尺 , 石板 每 片 长 5 尺 、 宽 2 尺 、 厚 
5 寸 , 每 片 平 均 用 石灰 10 斤 。 石匠 每 工 做 9 片 ， 搬运 工 每 4 片 用 
5 工 ， 粘 结 料 石 灰 施 工 ， 每 工 做 110 斤 。 伙 食 工 每 名 管 60 人 , 工 
头 每 名 管 120 人 。 问 : 石 坝 底层 宽 多 少 ? 用 石 多 少 片 ? 共用 去 多 
少 工 ? 

解法 ; 

术 文 说 :“ 以 商 功 求 之 , 招 法 入 之 ” 招 法 就 是 牛 差 法 一 一 求 数 
列 和 。 本 题 借以 求 下 宽 ， 将 在 下 一 节 申 说 ， 得 下 宽 是 5 丈 。( 图 
4. 1. 5a 为 原著 书 影 ) 


QD 全 面 ， 指 顶 面 。 
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图 4.1.5a 


坝 用 石板 片 数 。 步 又 是 


术 文 首先 求 出 石 


层 用 石板 片 数 ， 据 题 给 数据 计算 


顶 


(1) 


一 3 600 片 ， 


300X 30X2 
9X2X0.5 


递增 石板 数 


1 


a 


(ii) 每 层 


120 片 ， 


(iii) 按 数列 求 和 公式 所 求 石板 片 数 


9X2Z2X0.5 


300X1X2 


ad = 


二 100 800( 片 )。 


21, S, 


取 n=42 一 2 
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术 文 据 题 意 又 求 出 用 石灰 斤 数 为 1 008 000( 斤 )。 
在 求 各 工种 工 数 上 术 文 说 ;“ 以 匠 工 片 数 约 板 , 得 石 区 。 以 搬 夫 数 
敢 石 板 为 实 ， 以 打 片 数 为 法 ， 除 之 ,得 ( 搬 夫 ) 人 数 。 并 诸 工 ， 以 
火 头 管 数 约 之 ， 为 火 头 。 半 之 ， 为 部 押 。” 

这 是 说 

石匠 每 工 做 9 片 ， 每 片 需 卫 工 ， 100 800 片 需 

11 200( 工 )， 

搬运 工 每 工 远 二 片 ， 每 片 需 二 工 ， 100 800 片 需 


80 640( 工 )， 


4 
石灰 工 ， 石 坝 共 用 石灰 100 800X10 斤 。 每 110 斤 用 一 右 灰 


工 ， 每 斤 用 5 人， 因此 用 石灰 工 


100 800X10 7 
110 一 9 16377 CL)。 


为 求 出 伙食 工人 数 ， 秦 氏 再 一 次 用 归 一 法 ， 
共有 施工 工 数 为 11 200 十 80 640 十 9 163 证 ， 而 每 伙食 工 管 60 工 ， 


这 就 是 说 每 工 需 士 ， 于 是 共 需 伙食 工 ， 


11 200 十 80 640 十 9 163 二 


| 
60 
里 然 同样 可 以 用 归 一 法 求 工头 数 , 由 于 与 伙 夫 工 定额 有 倍数 关系 ， 
秦 氏 就 取 前 者 之 半 。 求 总 和 ， 就 得 答 数 。 


了 
一 1 68833( 工 )。 
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第 七 节 数 列 


《 数 书 九 章 》 多 次 论述 数列 一 一 等 差 数列 和 二 阶 等 差 数 列 。 其 
中 “组 术 推 星 ”( 卷 3 第 4 题 )“ 计 造 石 坝 ”( 卷 13 第 3 题 ) 为 等 差 
数列 例 。 以 下 分 别 在 本 编 第 三 章 第 二 节 、 范 例 以 及 上 一 节 范 题 介 
绍 其 他 数学 内 容 。 以 “ 计 造 石 坝 ”来 说 ， 术 文 论 述 数列 求 前 项 
和 及 第 项 ,都 很 精 到 ， 术 文 云 :“…… 以 招 法 入 之 。 和 置 层 高 尺 数 
(hh, 图 4.1. 5b) 乘 面 宽 必 ) 及 长 (1)， 为 初 率 (6bLh)， 次 以 差 宽 尺 数 


4.1.5b z 
Cc) 乘 高 (h) 又 乘 长 (1) ,为 次 率 (clh), 却 以 石板 长 宽厚 相 习 (5'7'h') 
为 法 ,以 除 二 率 各 得 石板 ? 为 上 积 |w=z 多 | 及 次 积 
[= 二 入 。 置 深 (H)， 以 层 高 尺 数 约 之 ,得 层 数 | 一世] 。 对 二 


中 石板 数 。 
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层 数 乘 之 ， 半 之 为 乘 率 ， 以 乘 次 积 。 并 之 ， 为 石板 了 ( 数 )。” 
一 等 差 数 列 


设 等 差 数 列 首 项 为 al, 公差 为 4, 项 数 为 xn, 末 项 为 a,， 和 为 
S.， 则 
dn 二 Ql 十 (n 一 1)d， z (1) 


S,= 7 (a +an)n, (2) 
从 秦 氏 “ 计 造 石 坝 ” 术 文 可 见 这 是 他 用 十 汉语 写 的 另 一 求 和 


公式 
Ss=ant ontn— ld, (3) 


而 (3) 式 恰 是 1), (2) 两 式 的 综合 。 可 见 他 对 等 差 数 列 性 质 的 认识 
比 前 人 更 深入 一 层 。 以 下 再 分 析 等 差 数 列 范例 三 则 。 

1. 积木 计 余 

问 : 原 管 杉 本 一 尖 吉 ， 偶 不 论 数 ， 从 上 取 用 至 中 间 。 现 存 九 
条 为 面 宽 。 原 木 及 现存 各 几何 ? 

( 答 数 :原木 153 条 ,现存 木 117 条 , 卷 14 第 5 题 ) 

题 文大 意 : 原著 附 插 图 (图 4. 1. 6)。 图 画 的 是 俯视 图 。 题 文 是 
说 一 堆 杉 木 ， 基 大 顶 小 (一 根 杉木 )。 现 经 一 段 时 间 取 用 ， 正 中 层 
只 存 9 根 。 从 此 可 推测 基层 有 9Xx2 一 1=17 根 ， 借 以 设 问 ， 现 存 
杉木 多 少 根 ? 

解法 : 

术 文 说 :“…… 埃 积 入 之 。 倍 中 面 ， 副 ( 别 ) 置 ， 减 一 ， 以 乘 其 
副 ， 得 数 ， 半 之 ， 为 原木 数 。 副 置 中 面 ， 减 一 ， 以 乘 其 副 ， 得 数 ， 


中 “其 上 积 ,， 便 以 层 数 …… 为 石板 ”原著 为 “一 行 各 添 一 拨 天 地 数 各 以 累 乘 对 约 
之 ， 得 乘 率 以 对 上 次 积 ， 并 之 为 石板 "”《 宋 、 景 昌 札 记 》 云 :“ 此 语 误 ”， 改 正如 上 。 引 
实 上 原著 草 文 如 宋 改 。 
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| 


Na 


图 4.1.6 
半 之 。 用 减 原木 ， 余 为 现存 。” 

如 用 公式 (1) 来 解释 , 这 里 使 用 了 两 次 数列 求 和 。 由 于 数列 是 
自然 数 : ai 王 1，d 一 1， 中 层 只 存 9 根 ， 上 面 有 8 层 ， 下面 也 应 有 
8 层 ， 所 以 基层 有 17 根 出 。 公 式 (2) 在 此 变形 为 


S, 一 全 (wu 十 ao) 一 am 十 二 naC 一 1) 一 雯 nz 十 1)。 (4) 


到 氏 术 文 正 是 用 古 汉语 写 的 公式 (4)。 他 先 计 算 17 层 杉 木 个 数 ， 


1 
过 X17X18 一 153, 拿 去 的 上 面 8 层 杉木 个 数 ， 六 X8X9 一 36。 做 


一 次 减法 ， 就 得 答 数 。 
2， 贺 营 炒 布 
问 ， 周 制 一 年 ， 欲 布 加 营 九重 。 每 件 立 圆 边 六 尺 , 重 间 相去 ， 


QD 在 术 文 中 秦 氏 自 注 说 ;“ 其 非 中 一 层 数 者 , 各 以 自 地 上 至 面 层 数 , 立 术 求 之 。” 
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比 立 尺 数 倍 之 。 于 内 搞 差 兵 四 分 之 一 出 奇 ， 不 可 缩 营 示弱 ， 须 邻 
仍 用 原 营 布 满 余 兵 。 欲 知 ; 原 营 内 外 周 及 立 人 数 ， 并 出 奇 后 ， 每 
年 立 尺 数 ， 内 外 周 人 数 各 几何 ? 

( 答 数 : 周 制 一 军 12 500 人 ,减员 3 125 人 。 原 内 周 长 804 丈 , 立 
1 340 人 ; 原 外 周 861 不 6 尺 , 立 1] 436 人 。 减 员 后 外 周 立 1 089 人 ,内 
周 立 1 016 人 。 内 外 周 人 间距 7? 尺 9 寸 1 分 。16 卷 第 1 题 .) 

参考 译文 

周 戎 制度 一 军 有 12 500 人 ， 排 成 9 层 圆 阵 。 相 邻 二 人 上 距离 6 
乒 ， 相 邻 二 层 距 离 为 二 人 距 2 倍 。 现 因 情 况 , 减员 士兵 四 分 之 一 ， 
但 不 许 示 哗 于 敌 , 仍 按 原 来 阵容 排 满 。 问 : 原来 圆 阵 内 外 周 长 、 各 
立 多 少 人 ? 减员 后 内 周 外 各 立 多 少 人 ? 相 邻 二 人 距离 多 少 ? (图 
4. 1.7 为 原著 插图 ) 


-oooolcoc” 
“Ooco DoOoo 


图 4.1.7 
解法 : 
(i) 减 员 前 
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术 文 说 :“ 以 商 功 求 之 。 置 重 数 ， 减 一 ， 余 为 段 。 以 段 乘 圆 差 
为 误 ， 以 衰 乘 重 数 为 率 。 求 原 周 、 以 率 减 兵 ， 余 如 重 数 而 一 ， 得 
内 周 人 数 ， 不 满 为 余 兵 。” 

本 题 秦 氏 运 用 公式 (3)。 圆 阵 相 邻 两 层 间 元 素 差 为 8&( 圆 差 d)， 
本 题 层 间距 是 每 层 人 间距 的 2 信 。 因 此 相 令 两 层 间 元 素 差 应 为 
2d。 把 公式 (3) 变 换 为 求 wa 形式 即 : 

wj 一 二 CS, 一 an 一 1)d)。 (4) 


这 就 是 术 文 所 说 :;“ 置 重 数 , 减 一 , 余 为 段 (n 一 1)。 以 段 数 乘 贺 差 
为 衰 , 以 豪 乘 重 数 为 率 (n(n 一 1)d)。” 而 所 求 内 周 (a1) 人 数 @ 就 是 
公式 (4)。 
术 文 继续 说 : “以 人 立 圆 边 (0) 乘 内 周 人 ， 得 肉 周 尺 (bai)。” 
“ 倍 衰 乘 图 边 为 泛 (12(2 一 1)d)。 以 斌 并 内 周 尺 ， 得 外 周 尺 .” 
这 是 秦 氏 运用 公式 (1) ,从 wm 求 as, 用 古 汉语 写 出 的 结果 ,。 相 
当 于 as=aw 十 (2 一 1)。2d， 因 此 外 周 长 是 
bas=6al 二 12(n—1)d, 
至 以 外 周 所 立 人 数 显 然 如 术 文 所 说 :“ 外 周 尺 为 实 ， 如 圆 边 而 一 ， 
得 外 周 人 。? 包 
(i 让) 减员 后 
设 减员 后 士兵 总 数 为 S'。 圆 阵 层 数 ， 圆 差 没 有 变 ， 又 设 外 周 
上 、 内 周 上 人 数 分 别 为 a ，al!' ， 则 从 公式 (1) 得 
an 一 al 十 (nn 一 1)d,， 
两 端 都 乘 以 2a， 则 


ndv 一 mal +n(n—1)d=nar 十 世 (n—1) d 十 了 (一 1])d。 


中 显然 为 近似 值 。 
四 这 里 运算 绕 了 不 必要 的 远 路 。 应 先 求 ce ， 再 求 外 周 长 。 
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从 公式 (3)， 得 
na =S'+ 2 (nDd,o 
那么 ， 所 求 外 周 上 人 数 应 是 
or 一 十 二 Oo 一 1)d。 (5) 


这 是 经 过 多 次 代数 变换 的 结果 : 从 减员 前 层 数 、 圆 差 以 及 减员 后 
士兵 数 ,就 可 以 从 上 面 公 式 作 算术 运算 求 出 减员 后 外 周 上 人 数 。 令 
人 叹为观止 的 是 ， 秦 氏 后 继 的 术 文 也 正 是 这 样 写 着 ， 

“ 求 出 奇 后 , 以 半 率 下 0n 一 1)4j) 加 存 兵 8)， 如 重 数 (z) 而 
一 ， 得 外 周 人 ( 数 )” 

外 周 人 数 求 出 后 ， 外 周 长 已 知 ， 那 么 所 求 二 人 间距 ， 只 要 做 
一 次 除法 ， 术 文 说 :“ 以 外 周 人 约 原 外 周 尺 ， 得 后 立 尺 。” 

从 所 引 数 例 可 知 秦 氏 对 于 圆 束 (等 差 数 列 ) 五 个 量 aj,n,d ,a,， 
S 之 间 的 关系 的 认识 已 很 全 面 , 他 设 题 已 不 只 限于 求 和 ,、 求 末 项 ， 
面 是 设 题 内 容 多 样 、 富 有 变化 。 

在 “ 计 造 石 坝 ” 题 中 能 综合 运用 (1)，(2) 两 式 以 简化 运算 。 

“积木 计 余 ”一 题 中 也 含 技巧 性 内 容 。 

“ 圆 音 数 布 ? 题 不 论 是 减员 前 还 是 减员 后 的 题目 设计 都 可 谓 出 
奇 制胜 .凭借 部 练 变换 能 力 ， 他 推导 出 用 S,， ww, d 表示 a 的 公式 
(4)。 他 还 设计 了 减员 圆 阵 ， 并 推导 出 用 S$，n，d 表示 a, 的 公式 
(5)， 而 且 推 导 简洁 ， 评 为 最 佳 方案 也 不 为 过 。 

走样 用 a;, d,S 求 的 问题 , 秦 氏 已 在 “ 计 布 圆 阵 ” 一 题 中 
考虑 到 了 ， 因 牵涉 建立 二 次 方程 将 在 第 三 章 介 绍 。 


中 S'= (a ta ) = (Qa + (n—1)d) 一 nar + nDd, 


@ 宜 穆 堂本 无 “ 半 ” 字 ， 
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此 外 另 有 一 题 ， 历 来 颇 有 争议 ， 现 介绍 如 下 。 

3， 竹 图 芦 束 

问 ， 受 给 场 交 收 人 竹 二 千 三 百 七 十 四 把 ， 内 笔 久 竹 一 千 一 百 五 
十 一 把 。 每 把 外 围 三 十 六 午 。 水 人 竹 一 千 二 百 二 十 三 把 ， 每 把 外 转 
四 十 二 简 。 基 三 后 六 十 五 来 ， 每 来 围 五 尺 。 其 芒 原 样 五 尺 五 十 ， 今 
纳 到 围 小 。 合 准 原 芒 几 来 、 及 外 笔 竹 各 几何 ? 


( 答 数 ; 笔 竹 146 177 千 ,水 竹 206 687 竿 ,折合 原 芦 苇 2 532-- 全 


121 
捆 。 卷 14 第 4 题 ) 

参考 译文 : 建材 场地 收 到 竹 类 共 2 374 捆 。 其 中 笔 竹 1 151 捆 ， 
每 捆 周 围 36 枝 ; 水 竹 1 223 捆 , 每 捆 周 围 42 枝 ; 芦苇 3 065 捆 , 每 
捆 外 围 周 长 5 尺 ， 原 来 外 围 周 长 5. 5 尺 ， 运 到 场地 时 缩小 了 ， 折 
合 原样 有 多 少 搁 ， 又 笔 竹 、 水 竹 各 有 几 竿 ? 

解法 : 

术 文 说 ;“ 以 方 田 及 贺 率 求 之 。 置 圆 束 差 (4)， 并 竹 外 围 竿 数 
(as)， 以 习 外 围 ， 又 乘 把 数 ， 为 人 竹 实 。 信 和 图 束 差 ， 为 竹 法 ， 除 之 。 
各 得 二 竹 数 。 和 皆 以 把 数 为 心 加 入 ， 各 得 竹 条 数 .?@ 设 两 种 竹 各 有 
Pt，pz 把 ( 捆 ) 术 文正 是 指 牧 竹 和 水 竹 各 有 竿 数 是 


_ pila+d)a, 
和 2d 


( 名 d)  ， 
3 一 全 2 p,, 


以 题 给 数据 代入 a, 二 36, a', 二 42; d= 二 6( 见 原著 草 文 ), pi 二 2374， 
Pp: 二 1223。 计 算 ， 就 得 到 管 数 。 

本 题 求 的 是 两 种 竹 各 有 总 数 ( 靠 ), 所 以 分 别 扩 大 了 pi1, ps 倍 。 
就 一 捆 竹 而 言 ， 秦 氏 用 的 公式 是 圆 束 和 


S1 十 pi， 


人 DD 笔 (gu)， 建 筑 材料 。 
四 求 芦 苇 原 把 数 解 法 ， 在 第 二 章 第 一 节 介 绍 。 
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an(ast+d 
S11 e+, 
其 中 4 是 公差 ，a, 是 末 项 。 

什么 是 圆 束 ? 我 国 在 30 年 代 末 期 出 版 过 一 部 体 其 很 大 、 内 容 
丰富 、 翔 实 、 含 中 算 词 条 的 数学 辞典 山 。 在 圆 束 一 词 中 解释 说 : 
“ 圆 束 之 名 ， 见 宋 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》'…… 万 以 圆 物 东 成 六 角 柱 形 
也 。 中 心 为 一 柱 ， 由 内 而 外 ， 每 牙 缘 递增 六 枚 。.…… 以 六 除外 周 
一 工 之 枚 数 (a.) ， 加 一 枚 ， 即 外 边 之 枚 数 (b) 马 ， 以 每 边 之 枚 数 减 
一 ， 与 每 边 之 枚 数 相 乘 ， 又 以 三 乘 之 ， 加 一 枚 ， 邯 共 枚 数 .” 如 设 
圆 束 共有 nn 层 ， 意 思 是 说 

S,=3b,(b,—1) 十 1。 (2) 

可 以 验证 (1)，(2) 两 式 是 等 价 的 。 也 就 是 说 《数学 词典 》 的 作者 
已 完整 地 解释 了 秦 氏 贺 束 公式 (1) 的 来 源 : 是 实心 束 ， 即 中 间 为 1 
的 图 束 ( 六 角 束 )，{an};: 1，6，12，18，…， 的 求 和 公式 。50 年 
代 有 文章 批评 《数学 词典 89, 并 另 作 推导 。 从 秦 氏 术 文 。“ 以 方 田 
及 圆 率 求 之 ”出 发 ， 把 求 和 公式 看 成 是 面积 计算 问题 。 分 两 方面 
考虑 。 

(iD 圆 束 直径 上 有 奇数 个 元 素 ， 当 层 数 递增 时 ， 圆 束 中 元 素 和 
构成 数列 ， 如 以 面积 近似 代替 圆 束 含 元 素 个 数 ， 则 


二 。12 工 。32? 下 。r? 工 。272 , 
(9 : 4 ] ， 4 3 “， 4 9 ， 4 六， 


(1) 


VY Tn Tt i Tt 
这 就 是 ; 4 9 1 tex, 4 + on, 人 十 12r， 
其 一 阶 差 是 2r，4r，6rx 


@ 段 育 华 、 周 元 瑞 ， 算 学 辞典 ，pp，1~1064， 商 务 印 书馆 ，1938 
@ b= 司 an， 也 就 是 说 把 六 角 柱 形 束 外 周 枚 数 a 的 六 分 之 一 看 成 六 角 柱 外 周 每 


边 的 榴 数 (6,)。 
曲 王 守 义 . 圆 束 绝 不 是 六 角 束 ， 数 学 通报 ，1957(5): 8 一 9。 
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其 二 阶 差 ( 术 文中 称 贺 束 差 ) 是 
27, 2N, 2N, 


圆 束 和 必须 是 整数 。 秦 氏 取 圆 率 x 近似 值 为 3, 又 取 二 1， 那么 
(S,}:，， 1，7，19，37…， 其 中 5, 就 是 层 元 素 总 和 
d! 6，12，18… 
d, 6, 6 ° 
用 招 差 法 ， 此 二 阶 等 差 数 列 的 第 项 
1 一 ] 
S,—a+| ] ji+ 


7 一] 


2 


ja (x) 


由 题 给 条 件 ， 又 dd2， 因 此 一 1= 学 9, 1 二 1， 那么 上 式 (*) 
就 是 秦 氏 圆 束 公式 (1)。 
(ii) 圆 束 直 径 上 有 偶数 个 元 素 ， 类 似 于 奇数 个 元 素 


{So}: 0 它们 就 是 


0, Xr, 4n, IX, 
其 一 阶 差 是 x，3x，5x，…: 
其 二 阶 差 是 2r，2r，… 
从 圆 束 和 必须 是 整数 考虑 ， 那 么 取 
(S,):， 0，3，12，27，:…， 
di 3, 9, 15, 
cl， 6, 6, 


从 题 给 条 件 ， 义 n 2 di=9， d;=d,， ai 一 0 代入 


(* ) 式 ， 就 得 到 偶数 个 元 素 直 径 的 圆 束 公式 是 


人 D 这 里 的 w 是 指 圆 束 外 周 元 素 个 数 , 文章 从 ws=ai 十 (一 1)d, 视 a1=0. 但 紧 
接着 又 说 中 一 1， 令 人 费解 。 
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,十 双 | (3 ) 


上 摘 引 的 文章 误导 处 在 于 : 以 1 为 中 心 ( 实 心 ) 的 圆 束 逐 层 布 
列 元 素 其 分 布 ， 确 与 以 0 为 中 心 ( 空 心 ) 的 六 角 束 不 一 样 。 把 圆 束 
视 为 以 1 为 中 心 的 实心 六 角 束 ， 是 权宜 之 计 。 志 实 上 要 求 圆 束 上 
元 素 ( 圆 柱 或 圆 球 ) 同 层 相 邻 的 都 达到 几何 准确 地 挨 紧 ( 相 切 ) 或 有 
等 距 , 由 于 有 理 数 (整数 ) 与 无 理 数 (r) 之 间 的 矛盾, 永远 不 可 能 做 
到 。 四 库 馆 臣 在 “ 圆 车 甫 布 ” 所 作 按 语 有 精 到 的 见解 : 求 圆 阵 草 
中 用 圆 束 法 。 圆 束 实 六 等 边 形 , 非 圆 形 也 。 盖 圆 形 重 数 相距 等 , 则 
弧 边 上 相距 不 等 。 弧 边 上 相距 等 ， 则 重 数 相 距 不 等 。 惟 圆 束 可 并 
取 相等 ， 故 用 其 法 。 至 次 阵 减 人 数 ， 不 减 营 周 尺 数 ， 则 各 重 周 上 
相距 不 能 相等 ， 故 划 文 中 又 以 尽数 求 内 周 人 数 。 然 未 免 与 圆 束 逐 
层 相 差 数 不 合 。 亦 仅 取 其 大 略 也 .” 上 引文 章 -开始 以 面积 (连续 
基 ) 近 似 地 代 符 元 素 个 数 (离散 其 ) ,后 来 又 为 迁就 所 求 数 是 整数 的 
专 实 ， 曾 作 了 两 次 取 近 似 值 。 不 难 检 测 ， 文 章 所 得 各 层 元 素数 与 
《数学 词典 》 结 果 一 样 ， 即 : 1，6，12，18，…。 仍 旧 是 六 角 柬 各 
层 元 素 个 素 ( 只 首 项 取 1)。 文 章 表 面 上 是 从 二 阶 等 差 数 列 : 1 ，7， 
19，37，… 出 发 。 殊 不 知 这 是 1，6，12，18 的 前 ”项 和 组 成 的 
数列 。 

说 这 些 ， 是 想 作为 一 个 例子 说 明 : 要 前 析 古 人 所 思 ， 确 实 不 
很 容易 ， 弄 得 不 好 ， 儿 了 一 个 大 轿子， 赢得 “他 在 从 中 笑 ?”。 完 全 
否定 了 作为 文章 题目 的 命题 。 实 际 上 从 高 阶 等 差 数 列 的 定义 ， 任 
何等 差 数 列 的 和 都 是 二 阶 等 差 数 列 。 


二 二 阶 等 差 数 列 


秦 氏 书 中 述 二 阶 等 差 数 列 例 子 虽 然 不 多 ， 但 是 在 中 国 数学 中 
上 却 居 领 先 地 位 。“ 方 色差 %、“ 获 蒙 差 ” 名 词 实 自 秦 氏 开始 。 现 举 
二 例 
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1， 推 求 本 息 

问 : 三 库 息 例 :; 万 贯 以 上 ， 一 厘 ， 千 蔷 以 上 ， 二 悍 五 毫 ， 百 
贯 以 上 ， 三 悍 。 甲 库 本 四 十 九 万 三 千 八 百 员 ， 已 库 本 三 十 七 万 三 
百 吧 ， 丙 库 本 二 十 四 万 六 千 八 百叶 。 今 三 库 共 纳 到 息 钱 二 万 五 千 
六 百 四 十 四 员 二 百 文 。 其 典 率 、 甲 反 锥 差 、 已 方 锥 差 、 丙 荧 闲 差 。 
欲 知 : 原 典 三 例 本 、 息 各 几何 ? 

答 数 : 甲 库 共 得 息 9 053 贯 文 : 其 中 一 厘 息 2 469 贯 ， 二 悍 半 息 
4 115 贯 ,三 厘 息 2 469 贯 . 乙 库 共 得 息 10 051 贯 文 。 其 中 一 厘 息 264 
贯 500 文 , 二 厘 半 息 2 645 贯 , 三 厘 息 7 141 贯 500 文 。 丙 库 共 得 息 
6 540 贯 200 文 。 其 中 一 厘 息 246 贯 800 文 ， 二 厘 半 息 1 851 贯 , 三 
厘 息 4 442 贯 400 文 。( 卷 18 第 3 题 ) 

题 文 大 意 : 按 规定 借贷 款项 据 金 额 多 少 计 息 : 万 贯 以 上 利率 
一 厘 (1%), 干 贯 以 上 [至 万 贯 ] 二 厘 半 (2.5%)， 百 贯 以 上 [至 
干 贯 ] 三 厘 (3% )。 今 有 甲 、 乙 、 丙 三 金库 。 甲 库 有 本 金 493 800 贯 
文 ， 按 上 肥 锥 差 (3,2,1) 分 为 三 支 , 依次 各 按 三 种 利率 出 贷 。 乙 库 有 
本 金 370 300 贯 文 , 按 方 锥 差 (1,4,9) 分 为 三 支 按 三 种 利率 出 贷 。 丙 
库 有 本 金 246 800 贯 文 ， 按 著 获 差 (1,3,6) 分 为 三 支 按 三 种 利率 出 
贷 问 : 三 库 每 支 各 得 利息 多 少 ? 

解法 : 

本 上 题 是 分 配 比 例 问题 ， 其 中 乙 、 丙 两 金库 本 金 要 按照 二 阶 等 
差 数 列 1，4，9; 1，3，6 为 分 配 率 分 为 三 支 。 原 著 术 文 、 草 文 相 
当 于 说 ， 

甲 库 本 金 分 为 1 十 2 十 3=6 段 ， 每 段 493 800 二 6 一 82 300 
〈( 贯 ) 。 乙 库 本 金 、 丙 库 本 金 分 别 分 为 1 十 4 十 9 二 14，1 十 3 十 6 一 10 
段 ， 每 段 各 为 26 450，24 680 贯 。 然 后 计算 各 自 三 支 金额 ， 分 支 
计 息 。 经 整理 列表 如 下 : (图 4. 1. 8 为 书 影 ) 
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金库 | 每 及 ( 呐 ) 支 利率 (%) | 得 息 ( 贯 ) | 共 得 息 ( 贯 ) 


9 053 
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6 540.2 
148 080 4 442. 4 
三 金库 25 644.2 


秦 氏 用 二 阶 等 差 数 列 为 分 配 率 实 为 创举 。 四 库 馆 臣 评 点 说 ， 
“有 反 锥 即 平 二 角形 ,于 四 元 玉 鉴 为 焚 草 形 , 今 反 用 之 。 方 锥 为 四 角 
过 ， 菊 莹 形 为 立 三 角形 ， 又 为 获 草 落 一 形 。”《 数 书 九 章 》 早 《四 
元 玉 鉴 》60 年 用 之 。 本 题 秦 氏 计算 审慎 ， 各 笔 账 准确 无 误 。 他 所 
说 反 锥 差 与 锥 差 显 然 不 一 样 ， 答 数 有 别 。 但 在 命题 中 有 缺点 ， 三 
金库 共 得 利息 应 该 是 问题 求 件 ， 不 应 该 列 入 问题 作为 已 给 件 。 

2， 计 立方 营 

问 : 一 军 三 将 , 将 三 十 三 队 , 队 一 百 二 十 五 人 , 遇 莱 立 营 。 人 
占 地 万 八 尺 ， 须 令 队 间 容 队 ， 帅 居中 央 。 欲 知 ， 营 方 儿 何 ? 

( 答 数 : 方 营 每 边 171 丈 ， 方 队 每 边 9 丈 。 卷 15 第 1 题 ) 

题 文 大 意 : 全 盏 设 元 帅 , 每 营 3 将 , 每 将 33 队 , 每 队 125 人 。 
晚 加 扎营 。 规 定 每 人 占 地 8 尺 见方 。 每 队 建 方 队 , 全 军 列 方 营 ,元 
帅 居中 央 , 占 地 同方 队 。 要 求 方 队 与 方 队 之 间 留 一 个 方 队 的 空隙， 
求 方 营 每 边 长 。 

解法 : 

原著 解法 分 二 步 
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从 于 


ei “gr 和 Am 


NR 


= 


次]1 引 演 


举 芝 本 人 兴 党 半 和 

涝 罗马 并 认 LM -次 党 SC 

WE 和 
x -一 ”三 2 

-| 三 六 

-= 和 

站 | 


图 4.1.8 


术 文 :“ 以 少 广 求 之 , 置 人 占 方 赛 ， 乘 每 队 人 ， 为 队 实 ， 以 _- 
为 隅 , 开平 方 。 所 得 为 队 方面 ,或 开 不 尽 ,就 为 全 数 ”. 这 就 是 说 ， 


Qi) 求 方 队 边 长 


9( 丈 ) 原 著 有 插图 (图 


一 ^/8 000 二 90 二 
4. 1. 9), 士兵 位 置 安排 得 当 : 四 个 长 方 队 5x6, 中 央 队 押 2 人 , 队 


8X8Xx125 


每 方 队 边 长 是 
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官 2 人 ， 队 将 居 正 中 、 


图 4.1.9 


(i) 求 方 营 边 长 

术 文 ;“ 次 置 队 数 ， 乘 将 。 又 四 因 之 , 增 三 ， 共 为 实 。 以 二 为 
从 方 , 一 为 从 隅 .。 开 平方， 得 率 ， 以 乘 队 方面 ， 为 营 方 。 开 不 尽 ， 
为 全 数 ? 这 是 说 ， 如 设 方 营 每 边 有 z 个 方 队 ( 含 两 两 相 邻 空 隙 ) 它 
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33X3X4 十 3 的 根 。 这 令 人 费解 ， 作 如 下 解 


次 方程 x* 十 2x = 二 
释 : 在 边 长 为 z 的 方 营 外 纵横 各 拓 广 一 排 空 际 方 队 如 图 4. 1. 10 正 


是 二 


是 


图 4.1.10 


么 空心 格 也 是 个， 对 正方 形 整 体 说 实心 格 从 左上 和 角 起 向 右 下 数 


为 亏 折 形 ， 所 含 方 队 数 ， 


心 格 ( 方 队 ) 设 为 个， 那 


方形 ABCD， 


1702 ， 


mm 
pe 


1 十 3 十 5 十 … 十 (2n 一 1) 


而 正方 形 共 含 方 格 


(2n)’= 4n:, 


也 就 是 说 实心 格 是 正方 形 方 格 数 的 四 分 之 一 。 


把 实心 格子 的 个 数 
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用 题 设 数 据 代 入 ， 就 得 到 方程 
二 (z 十 1)2=33X3X4 十 1。 


原著 用 正方 开 方 解 方 程 求 得 z= 二 19， 就 得 方 营 边 长 为 171 趟 ，。 

从 秦 氏 所 拟 术 文 第 (ii) 步 可 见 他 对 “ 奇 的 自然 数 和 的 通 项 是 
平方 数列 ”已 很 熟悉 ， 所 以 能 不 加 说 明 地 列 出 此 令 人 难以 捉摸 的 
二 次 方程 。 原 著 对 步骤 (ii) 的 插图 失实 , 使 方 队 与 方 队 之 间 的 距离 
靠 得 太 拢 ,使 后 人 更 难 猜 测 原意 。 原 著 术 文 有 一 般 意 义 ， 当 将 数 、 
队 数 、 队 含 士兵 数 即 使 改变 ， 术 文 所 示 解 题 过 程 仍 有 效 ， 术 文 都 
提醒 读者 :“ 开 不 尽 为 全 数 。” 即 取 和 整数 近似 值 。 原著 所 取 将 数 、 队 
数 、 每 队 人 数 是 经 过 深思 梁 虑 的 其 一 ， 全 军人 数 很 接近 周 制 
12 500 人 。 其 二 , 方 队 每 边 9 丈 是 精度 较 高 的 近似 值 , 而 方 营 每 边 
171 丈 是 准确 数 。 
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第 二 章 儿 何 


《 数 书 九 章 》 几 何 内 容 相对 于 算术 、 代 数 来 说 比较 薄弱 , 但 毕 
竟 仍 有 其 特色 ， 以 下 分 三 节 介绍 。 


第 一 节 图 形 面 积 


原著 都 引用 《 九 章 算术 》 有 关 图 形 面 积 公 式 ， 而 三 角形 和 马 
形 面积 有 创新 之 处 。 用 出 入 相 补 原理 化 整 为 零 ， 以 计算 总 积 ， 较 


前 人 所 作 变 化 较 大 。 圆周 率 有 时 取 近 似 值 为 3, 有 时 取经 , 有 时 取 


M10。 有 些 计算 还 能 运用 “相似 图 形 面 积 之 比 为 相似 边 平方 之 
比 ” 这 一 定理 以 简化 计算 工作 域 。 本 节选 析 三 题 。 

“1， 三 斜 求 积 

癌 : 沙田 一 段 有 三 入 。 其 小 儿 一 十 三 里 ， 中 余 一 十 四 里 ， 大 
儿 一 十 五 里 。 里 法 三 百 步 。 欲 知 : 为 田 几 何 1 

( 答 数 ;315 需 。 卷 5 第 2 题 )( 图 4. 2.1 为 书 影 ) 

题 文大 意 : 沙田 为 三 角形 , 已 知 三 边 长 ,每 里 作 300 步 计 , 每 
再 作 240 方 步 计 ， 计 算 沙 田 面积 。 

解法 : 

术 文 说 :“ 以 少 广 求 之 。 以 小 斜 宕 ， 并 大 斜 寡 ， 减 中 斜 寡 。 全 
半 之 ， 上 自 乘 于 上 .。 以 小 斜 客 乘 大 斜 寡 , 减 上 。 余 四 约 之 , 为 实 。 一 
为 从 阳 。 开 平方 ， 得 积 。” 

于 站 细 训 人 4 一 过 长 为 4, be， 术 文 是 说 它 的 面积 是 一 


方程 习 = 寺 | ocx 一 | 和 十 5 二 全 | | 的 根 (图 4.2.2) 
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: 边 相 应 值 代入 ， 开 正人 负 方 得 到 管 数 。 


PP] 


鲜 4.2.1 


在 草 文中 有 图 式 ， 秦 氏 以 
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一 般 说 ， 已 知 三 边 为 a,， b,c 的 二 角 
形 ， 其 面积 为 
4 一 人 /5 (s—a) (s—b6b)(s—c), (1) 


其 中 :一 <2, 世 称 海伦 (Heron) 公 式 。 
海伦 是 希腊 亚历山大 时 期 数学 家 。 此 公式 C 
简洁 易 记 忆 , 是 体现 数学 美的 佳 例 。 在 土 
地 测 扯 中 ， 当 三 角形 地 段 大 ， 不 可 避免 地 
会 有 树木 、 沼 泽 等 阻碍 ,三 角形 的 高 很 难 。 。 图 4.2.2 

测 准 ， 如 果 改 测 边 长 ， 测 量 难度 就 大 为 减 

弱 。 因 此 用 三 角形 三 边 边 长 求 其 面积 是 生产 实际 的 需要 ， 本 题 正 
是 真 插 实 据 。 容 易 验证 公式 (1) 与 上 面 术 文中 所 提出 的 二 次 方程 根 


(2) 


»2 {fap—c\? 
4 | 
是 等 价 的 。 

秦 氏 对 公式 (2) 无 推导 。 海伦 则 有 证 明 传 世 。 东方 国家 对 三 边 
表示 的 面积 公式 都 有 发 明 。 特 别 是 日 本 江 户 时 代 今 村 知 商 《 竖 玄 
录 》(1639 年 ) 有 双 弦 股 题 曙 用 出 入 相 补 原 理 推 导 了 公式 (2)。 

东方 人 独立 完成 与 公式 (1) 等 价 的 (2)， 但 是 至 今 主 张 西 来 说 
者 不 乏 其 人 。 这 种 说 法 是 没有 根据 的 。 因 为 从 海伦 推论 其 公式 思 
路 与 东方 大 异 其 趣 名 。 他 援引 欧 几 里 得 《原本 》 有 关 命 题 , 东方 国 
家 都 目 起 炉灶 。 其 中 阿拉 伯 学 者 借用 设 未 知 数 的 代数 方法 @, 日 本 
用 出 入 相 补 原理 , 印度 则 自 勾 股 和 差 关系 9 秦 氏 在 本 题 术 文 只 示 


DD 参见 本 《大 系 》 副 卷 第 一 卷 第 七 编 第 二 章 。 
参见 本 《大 系 》 副 卷 第 一 卷 第 三 编 第 二 章 。 
参见 本 《大 系 》 副 卷 第 一 卷 第 五 编 第 一 章 ， 
参见 本 《大 系 》 副 卷 第 一 卷 第 四 编 第 五 章 ， 
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结果 ， 隐 去 推导 过 程 ， 这 是 他 著 书 立 说 的 习惯 ， 在 本 编 其 他 章节 
中 已 见 为 数 众多 的 类 似 情况 。 本题 虽然 未 留 证 明 , 但 在 下 一 题 ( 卷 
5 第 3 题 ( 斜 荡 求 积 )) 中 可 以 追 迹 对 本 题 术 文 论证 的 主要 环节 。 此 
外 从 南宋 时 代 已 具备 的 条 件 看 ， 他 也 完全 有 能 力 推 导出 公式 (2)。 
清 初学 者 梅 文 易 的 工作 ,作为 公式 (2) 的 补 证 , 非常 适当 。 如 果 说 
秦 氏 公式 (2) 是 直接 从 (1) 椎 导 得 来 ， 则 更 是 不 近 情 理 了 。 因 为 从 
(2) 导 出 (1) 化 繁 为 简 ， 顺 理 成 章 。 反 过 来 ， 含 易 就 难 ， 论 点 就 站 
不 住 脚 了 。 
清 初学 者 梅 文 易 在 所 著 《 平 三 角 举 要 》 卷 3 立 题 :“ 假 如 锐角 
形 甲 乙 边 、 甲 丙 边 、 乙 丙 边 已 知 , 求 积 。” 我 们 如 据 图 4. 2. 2， 以 
4a，p,，c 志 乙 两 、 甲 两 、 甲 已 三 边 。 梅 氏 的 推导 为 : “ 术 先 求 垂 线 
… 任 以 乙 丙 (4a) 为 底 , 以 甲 丙 (0), 甲乙 (c) 为 两 弦 , 两 弦 之 较 数 
(一 c)、 总 数 ( 十 c) 相 乘 为 实 ， 以 乙 两 底 (a) 为 法 ， 除 之 得 数 ， 转 
减 乙 两 ， 余 数 半 之 ， 得 乙 丁 。 依 匀 股 法 : 以 乙 于 自 乘 ， 与 甲 丙 自 
乘 相 减 ， 余 数 平方 ， 开 之 ， 得 甲 丁 垂 线 ， 以 甲 本 重 线 折 半 ， 乘 乙 
丙 底 ， 得 积 .” 至 此 梅 氏 已 完整 证 明 公 式 (2)。 他 运用 《 九 章 算术 
* 勾 股 》 惯 用 的 命题 “已 知 股 统 和 、 勾 , 求 股 、 弦 .” 其 中 他 创造 
性 地 设计 另 一 直角 三 角形 : 以 CD 为 弦 , BD 为 股 。 那么 另 一 直角 
边 一 一 勾 应 是 VCD’ 一 BD:。 又 从 图 中 左右 两 直角 三 角形 ， 显 然 
CD 一 六 太一 天 一 导 。 另 一 方面 已 知 股 纺 和 CD 二 BD=a, 而 勾 也 已 
知 ， 那 么 股 纺 差 CD 一 BD= < 全 一 4 -人 和， 于 是 


a 
| 


CD=- 


在 ae 上 的 射影 CD 是 证 明 过 程 关 键 的 一 着 , 借以 求 h, 并 求 三 角 
形 面 积 ， 恰 如 本 题 秦 氏 术 文 。 

2， 斜 沪 求 积 

问 : 有 荡 一 所 , 正 北 宽 一 十 七 里 , 自 南 穿 径 中 长 二 十 四 里 ,未 


十 
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南 针 二 十 里 ， 示 北 儿 一 十 五 里 ， 西 儿 二 十 六 里 。 欲 知 亩 积 几 何 ? 

( 答 数 :1911 需 60 再 。 卷 5 第 3 上 题 ) 

题 文 大 意 图 4.2.3 中 ， 据 题 意 作 四 边 形 ， 其 中 a 一 北边 ， 
bp-- 一 西边 , c 一 一 东南 边 ; 4 一 一 东北 边 , h 为 人 ABC 底 边 BC 上 
的 高 ， 均 为 已 知 条 件 ， 荡 ， 南 方 称 大 面积 稻田 为 葛 。 

解法 : 

原著 术 文 分 为 二 步 : 其 一 ， 以 三 斜 术 积 公式 求 出 A4B5D 但 
AB 长 为 末 知 。、 其 二 、 以 底 高 乘积 之 半 求 出 和信 4BC 面积 。 对 第 二 
步 术 文 说 ;“ 以 少 广 求 之 ， 置 中 长 (4h)， 乘 北 宽 (a)， 半 之 ， 为 寄 
( 搁 在 一 边 )。 对 第 一 步 ， 术 文 说 ;“ 以 中 长 袜 减 西 斜 智 余 为 实 ， 以 
一 为 隅 ， 开 平方 ， 得 数 (\/ 刀 一 外) 。 减 北 宽 ， 余 自 乘 ， 并 中 长 赛 ， 
共 为 内 率 ( (4 一 MF 一 天 )? 十 h?) 。 以 小 斜 矫 (d?) 并 率 ， 减 中 斜 知 
(c) 余 ， 半 之 ， 自 乘 于 上 。 以 小 斜 寡 乘 率 ， 减 上 .。 余 、 四 约 之 、 为 
实 。 以 一 为 隅 ， 开 平方 。 得 数 ,” 然 后 加 “ 寄 ”， 共 为 荡 积 ， 在 草 
文中 以 数据 入 算 ， 求 出 答 数 。 

在 上 引 术 文中 ， 使 人 感到 特别 有 兴 ec 
趣 的 是 对 第 二 步 中 所 说 “内 率 ”， 内 率 就 
是 图 4.2.3 中 4B 边 长 平方 ， 术 文 所 说 
VP—h=EC, a—M6 一 及 二 EB。 秦 氏 
以 其 染 练 代数 运算 能 计算 出 人 4BC 的 ， D 
AC 边 在 底 边 上 的 射影 EB。a, 6, hh 都 是 
已 给 数 , 于 是 再 以 勾 股 定理 求 得 所 求 4B 
(内 率 的 平方 根 )。 不 难 想 象 在 图 4. 2. 2 
中 , 当 a, bc 为 已 知 时 , 借助 同一 关系 ， 
秦 氏 就 能 友 算 A, 因此 就 能 推导 出 三 斜 求 
积 公 式 (2)。 图 4.2.3 

从 历史 借鉴 ， 中 学 数学 教学 中 对 三 角形 面积 公式 (1)，(2) 已 


a B 


A 
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有 多 种 方法 推导 。 
其 一 ， 借助 于 海伦 自 证 。 
其 二 ， 三 角 课 上 已 知人 4BC 内 切 圆 半径 


|(s—a)(s—b)(s—c) 
rr Ss 9 


而 其 面积 为 rs， 就 得 出 公式 (1) 
其 三 ， 借 助 于 梅 文 易 设 想 ， 图 4. 2.2 中 , 5, c 在 边 a 上 的 射 
影 分 别 为 p, 9g。 则 p 十 gq=a, 又 pp’ 一 g: 二 一 c= 二 (g 十 p)(p 一 


9) 综合 说 pq 一 所 二。 从 两 数 和 差 ， 求 两 数 公式 ， 
下- 
h?=b?—p’=b— +E] 

那么 所 求人 4BC 面积 是 
六 qh 一 六 ai 一 | 全 二 和 一人 


其 四 ， 借 助 于 秦 氏 在 斜 荡 求 积 从 “内 率 ” 反 算 变换 。 
内 率 太 =p 十 上 局 ， 那 么 p 二 MY 一 局， 而 
g=a— p=a— MO:—hi, 
ce =g+h= (a Mb) +h 
=a’—2a Vb:—hit+b:—h’+h’ 
a 十 一 2a MP 一 息 ， 
于 是 ， 4a? (6 一 有)= (a 十 bc?)’, 


+ | 2 
2a ” 


h:=p’— 
其 余 推 导 同 其 三 。 


3， 菊 田 求 积 。 
问 ; 蕉 叶 田 一 段 ， 中 长 五 百 七 十 
六 步 ， 中 广 三 十 四 步 ， 不 知 其 周 。 求 ， 


积 亩 几何 ? 


( 管 数 :45 凋 1 角 11 一些 方 步 .此 
卷 5 第 5 题 ) 图 4.2.4 为 书 影 
二 倍 弓 形 困 ， 弦 长 
576 步 ， 中 宽 34 步 。 求 地 积 。 

解法 : 如 设 纺 长 为 <c， 中 宽 为 ， 
原著 术 文 相当 于 说 ， 所 求 营 叶 田 面积 
为 二 次 方程 

(2z)? 十 | 


题 文大 意 


(atb)’ 
的 正 根 。 


原著 以 题 给 数据 建立 方程 并 数 
值 解 方程 ， 计 算 答 数 ， 

秦 氏 术 文 何 据 ? 未 能 查考 , 但 从 
址 纲 看 ， 方 程 (1) 中 首 项 为 [7]， 第 
二 项 则 为 [LJ'， 而 其 常数 项 则 为 
[LJ。 已 暴露 出 本 质 性 错误 。 正 如 四 
库 馆 臣 评 议 :“ 数 必 三 乘 ( 四 次 方 ) 而 
后 可 以 平方 求 之 
也 .” 有 可 能 系 刊刻 之 误 ,在 某 一 范围 
内 (1) 式 还 有 一 定 意义 ， 试 比较 其 他 
二 种 公式 ， 

z=b| 如 a] 《〈( 九 章 算术 。 方 田 ) 弧 田 术 ) 
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竺 因 十 咱们 二 


过 -亚当 淮 和 党 | 读 霹 
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AN 


所 ,日 
得 以 
机 发 
减 伴 
自 . 广 
仿 ;再 
从 自 
方 ,并 
一 | 多 


Mt 
| 
my 
小 


—— 一 一 一。 


只 
浏 于 吹 邯 蔬 江 上 蔬 咏 带 信 洁 


一 mw -- -一 -一 


图 4. 2. 4 


(2) 
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zx 二 三 ab (海伦 )4 (3) 


就 本 题 题 给 数据 而 言 ， 求 出 z 为 
公式 (1)10871( 方 步 ) 相对 误差 16.8% 


(2)10081 22.8% 
(3)13056 0. 068% 


所 以 秦 氏 公式 较 九 章 弧 田 术 精 度 高 ， 而 次 于 海伦 公式 ,但 正如 四 
库 馆 臣 指出 :“ 此 题 中 广 ( 宽 ) 甚 小 , 故 得 数 较 古 法 多 七 百 余 。 若 设 
长 为 七 百 零 七 ， 广 为 二 百 九 十 三 ，…… 其 术 之 不 合 ， 显 然 矣 。” 

4， 竹 围 户 束 

前 面 已 在 第 一 章 第 七 节 数 列 列 为 范例 选 析 .其 中 第 三 部 分 问 
“ 芦 三 千 六 十 五 束 , 每 束 围 五 尺 .其 芦原 样 五 尺 五 寸 。 今 纳 到 围 小 、 
合 准 原 芦 几 束 ?” 题 意 是 说 芦 束 比 原 样 缩小 ,已 知 原样 周围 5.5 尺 ， 
收入 材料 库 时 周围 为 5 尺 , 求 那 时 有 多 少 束 ? 术 文 说 :“ 芦 围 尺 数 
自 乘 ， 以 乘 芦 束 数 为 芦 实 。 以 芦原 尺 数 自 乘 ， 以 芦 法 、 除 实 ， 得 
所 准 芦 束 数 .” 这 就 是 说 前 、 后 芦 束 数 之 比 与 围 长 平方 成 反比 。 这 
就 简化 了 运算 。 这 种 说 法 与 欧 几 里 得 《原本 》 卷 11 命题 2 同 义 : 
“ 圆 与 圆 之 比 等 于 其 直径 平方 之 比 。” 


第 二 节 为 股 比 例 


现 称 相似 直角 三 角形 对 应 边 成 比例 的 数学 问题 为 色 股 比例 。 
秦 氏 设立 专 章 一 一 第 四 章 测 望 类 作 专 题 研究 。 映 实 上 在 其 他 各 章 
已 有 很 好 应 用 。 例 如 第 三 章 卷 5 第 6 题 ( 均 分 梯田 ) 就 借助 于 勾 股 
比例 以 确定 三 块 梯形 田 的 高 .又 第 八 章 卷 16 第 2 题 ( 望 知 敌 众 ) 也 
是 这 类 问题 。 而 第 四 章 卷 8 第 5 题 ( 古 池 推 原 ) 并 不 是 色 股 比例 问 


DD 参见 本 《大 系 》 副 卷 第 一 卷 第 三 编 第 一 章 ，。 


第 四 编 ”南宋 时 代 ” 秦 九 滔 (中 ) 253 


题 。 这 些 测 望 类 问题 中 有 些 与 《 九 章 算术 。 勾 股 》 或 《海岛 算 
术 》 相 同 ， 有 些 问 题 从 测量 效果 要 求 来 衡量 ， 当 是 向 壁 虚 构 ， 或 
其 误差 将 达 不 能 容许 的 程度 .但 毕竟 是 赖 以 沟通 几何 与 代数 (建立 
多 项 式 方程 的 数学 模型 )。 这 是 中 国 数学 史上 前 所 未 有 的 。 特别 应 
该 指出 的 是 第 三 章 卷 6 第 1 题 ( 漂 田 推 积 )， 在 解 题 过 程 中 为 了 求 
线段 长 度 ， 秦 氏 在 术 文 、 草 文 及 所 附 插 图 中 无 可 争议 地 ; (D 引 了 
平行 线 , 书 获 致 一 对 相似 斜 三 角形 , 借以 从 相应 边 成 比例 的 事实 ， 
正确 解 题 。 这 也 是 中 国 数学 史上 的 创举 。 因 此 我 们 不 能 拘泥 于 习 
惯 的 说 法 ,“ 中 算 比 例 问题 仅 限 于 直角 三 角形 。” 本 节选 析 五 例 。 

1， 表 望 方 城 

问 : 和 政 城 不 知 广 、 远 。 傍 城南 山 原 林 间 望 之 。 林 际 有 木 二 株 。 
南北 相去 一 百 六 十 步 。 遗 与 城 东 方 西 三 相 直 。 于 二 木 之 东 ， 相 对 
立 表 。 表 间 与 木 四 方 平 。 人 目 以 绳 维 之 。 人 自 示 后 表 向 西行 一 十 
步 ， 望 城 示 北 隅 ， 入 示 前 表 一 十 五 步 。 又 望城 东南 阳 ， 入 未 前 表 
四 十 八 步 强 半 步 。 里 法 三 百 六 十 步 。 欲 知 ， 其 方 广 及 相去 几何 ? 

( 答 数 : 方 城 边 长 12 里 320 步 , 城 与 较 近 树 距 9 里 320 步 。 卷 
8 第 1 题 ,图 4.2.5 为 书 影 ) 

题 文大 意 : 敌 方 方 城 CDEF 不 知 大 小 ( 设 边 长 为 z, 图 4.2.6) 
林 荫 隐蔽 处 有 二 树 (4 ,下 ,4 为 a=160 步 ), 连 线 与 城 东边 CD 共 
线 。 又 另 立 二 标杆 G, HH, 使 4BG 成 正方 形 , 并 用 绳索 相连 。 人 
立 KK 处 (KH 为 b=10 步 ) 前 视 D， 截 绳索 BG 于 JG 为 d=10 


步 )。 前 视 C, 截 BG 于 L(LG 为 c=48 所 步 )。 每 里 作 960 步 计 .。 
求 方 城 每 边 长 以 及 其 东南 角 与 前 树 的 距离 (y)。 

解法 : 

原著 术 文 有 误 ， 四 库 馆 臣 己 为 改正 。 宋 景 昌 《札记 》 说 :“ 馆 
本 推 得 答 数 其 确 ， 而 未 详 其 法 , 今 补 于 后 。 术 白 : 置 南 影 入 表 (c) 
减 表 间 (a)。 余 乘 表 间 , 为 城 去 木 (y) 实 ; 以 西行 步 (0) 减 南 影 入 表 ， 
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图 4. 2.5 
余 为 法 ， 实 如 法 ， 得 城 去 木 数 。 求 城 广 者 ， 以 西行 步 减 北 影 入 表 
(d) 余 乘 前 法 为 法 。 乘 前 实 为 寄 。 以 北 影 入 表 减 表 间 ， 余 乘 表 间 ， 
又 乘 前 法 ,得 数 内 减 寄 . 余 为 城 广 实 。 实 如 法 ,得 城 广 数 (z)。” 宋 
景 昌 用 古 汉语 写 的 术 文 就 是 说 所 求 


_ala—d) (eh) ala me) (db) 
TT (c—b)(d—b) 
_ a(a—ce) 
了 (cb)° 
由 图 4. 2. 6 取 两 组 相似 直角 三 角形 ， 选 相应 比例 ， 适 可 推导 
出 上 面 二 结果 ， 
>»  __4 
a—c (一 


OS _KJ 


其 二 ， 人 和 人 DAKOAKMJ， 得 4 
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D 


图 4. 2.6 


r+yta a_ 
ab 二 (x *) 


综合 (* )，(* * ) 两 式 就 得 宋 景 昌 所 改 人 公式， 以 题 给 a, b, c,d 
数据 代入 ， 答 数 应 改 为 


x 二 11 里 220 全 步 ， 


加 11 
y= 二 1 里 99 3] 步 。 


如 与 《 九 章 算 术 。 勾 股 》 所 命题 比较 ， 显 然 本 题 复杂 了 一 个 
层次 , 《 九 章 算术 》 只 运用 一 组 相似 形 ， 而 本 题 综 合 了 “ 今 有 方 
虽 ” 题 和 “四 表 测 木 ” 题 的 内 容 。 如 与 《海岛 算 经 》 第 3 题 相 比 ， 
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本 题 虽 也 是 二 望 问 题 ， 但 又 檐 加 了 变化 。 

2， 望 政 贺 营 

人 

。 我 备 在 水 南山 原 。 于 原 下 立 表 ， 高 八大 ， 与 山腰 等 平 。 自 
二 眼 量 平 至 人 足 三 十 步 。 人 立 其 处 ， 望 彼 营 北 棱 ， 与 表 
端 三 含 ， 又 望 营 南 棱 ， 入 表 端 八 尺 。 人 目 高 四 尺 八 才 。 以 圆 密 率 
入 重 差 。 求 ; 政 众 合 得 几何 ? 

( 答 数 ; 敌 众 35 643 人 。 卷 16 第 2 题 ) 图 4.2.7 为 原著 书 影 。 

题 文大 和 意 ”如 图 4.2.8 政 布 国营 48 于 河北 。 我 军 在 河南 山 
i 8 丈 标 笔 , 用 索 从 笔 端 EE 域 水 平 30 步 至 DD。 人 立 史 处 , 人 目 
( 前 视 政 营 育 径 A 端 ， 视线 适 过 标 笔 夺 上 ， 前 视 其 8 端 , 视线 截 
祭 笔 二 六 ER 长 8 尺 、 谍 报 人 员 说 收兵 站 立 每 人 8 方 尺 , 求 圆 营 
中 收兵 有 多 少 ? 圆周 率 取 近似 值 二 。 人 目 高 4.8 尺 。 

术 文 说 …:“ 以 勾 股 求 之 。 咕 表 高 并 人 目 ， 乘 人 退 表 步 ， 又 乘 
入 站 ， 为 实 。 以 入 表 并 人 目 ， 乘 人 目 高 ， 为 法 。 除 之 ， 得 径 。 以 
种 问 举 滋 和 从 ， 得 数 为 实 ， 以 密 径 率 内 人 立 ， 为 法 ， 约 之 ， 得 外 周 
人 数 。 余 收 为 一 。 副 证 加 六 ， 以 乘 副 ， 得 数 为 实 。 如 一 十 二 而 --， 
余 亦 收 为 全 。” 

我 们 如 据 题 意 ， 表 高 EG 一 c= 二 80( 尺 ), 表 与 人 平 距 ED==a= 
pxX30 二 180( 尺 ) 人 目 高 CD=d=4.8( 尺 ), 视 线 CB 截 表 民居 一 0 一 


8(N)。 术 文 是 说 所 求 直径 z= 一代， 以 题 给 数据 代入 ,+ 


1656.25( 尺 ),。 以 z= 洁 筑 圆 营 外 周 长 。 又 以 敌 兵 人 间距 8 


() 知 外 周 长 数 ， a 


本 题 术 文 及 答 数 脆 据 宋 景 上 总 《 桩 记 》 改 正 。 
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YY ~ 
7 . 四 
to 


Ea z x 
“总 :=- 
说 人 窟 过 芭 


i 
| 


i or” ee 


图 4. 2.7 


公式 知 敌 营 士兵 数 为 
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图 4. 2.8 


_ Qn(ast+d) 
9:1 一 3Jo 643。 


这 里 4 取 6。 后 半 段 术 文 下 是 上 面 运算 过 程 。 

本 题 也 是 二 望 问题 ， 题 系 新 创 。 与 上 例 方 营 都 反映 南宋 时 代 
军 痢 实况， 

本 题 是 继 “ 竹 围 芦 束 ” 问 题 后 把 圆 束 看 成 实心 六 角 柬 的 第 二 
例 。 术 文中 有 两 处 说 :“ 收 为 一 "“ 收 为 全 ” 指 取 近 似 值 整数 ， 二 
者 都 四 含 五 入 。 

3， 表 望 浮 图 

问 : 有 浮 图 款 名 侧 , 欲 换 塔 心 木 , 不 知 其 高 。 去 塔 六 天 ,有 
简 久 笔 ， 亦 不 知 其 高 。 特 木 去 地 九 尺 二 十 始 钉 锁 导 。 铀 一 十 四 村 ， 


DD 浮 图 : 焚 语 Stupa， 汉 译 罕 坡 堵 ,或 浮 图 ， 后世 称 塔 ， 

名 均 (qi) 义 ， 侨 侧 。 

昌 利 (co), 塔 尖 佛 家 标 徽 , 佛 家 制度 钉 13 轮 , 称 十 三 天 。 秦 九 襄 说 是 14 轮 , 不 
知 何 据 ? 此 为 旧 ( 废 ) 简 ， 所 以 题 文 说 就 竿 为 表 ( 标 竿 ) 。 

@ 镍 (iu) 义 ， 铁 夭 。 
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枚 长 五 十 。 每 多 下 股 , 相去 二 尺 五 十 。 就 秆 为 表 。 人 退 秆 三 大, 般 
望 浮 图 尖 ， 送 与 午 绽 斜 会 。 又 望 相 轮 之 本 ， 其 影 入 铀 第 七 改 上 
股 。 人 目 去 地 四 尺 八 寸 。 心 木 放 三 尺 为 桥 卯 欠 剪 截 。 和 欲求 : 塔 高 、 
轮 高 。 合 用 塔 心 林 长 ， 各 几何 ] 

( 答 数 : 塔 高 11 不 7 尺 , 竿 高 4 丈 2 尺 2 寸 , 塔 身高 8 丈 7 尺 ， 
相 轮 高 3 丈 , 塔 心 木 9 丈 。 卷 8 第 9 题 ,图 3. 3. 8 为 书 影 》 

题 文大 意 ” 古 塔 倾斜 ， 需 大 修 。 为 知 塔 高 ， 离 塔 6 丈 (c) 处 ， 
(图 4. 2.9) 立 不 知 高 的 标 笔 。 在 高 9. 2 尺 处 开始 钉 铁 籍 , 共 14 个 ， 
每 夭 宽 0. 5 尺 , 籍 间距 2. 5 尺 , 测量 者 后 退 3 丈 (c) 前 视 塔 尖 (4)。 
视线 通过 竿 顶 B。 又 前 视 相 轮 根部 (C), 视线 怡 截取 标 竿 上 第 七 逢 
的 上 沿 (如 ) .已 知人 目 (F) 高 出 地 面 (G)4.8 尺 (d)。 又 相 轮 根部 与 
塔 心 木 间 留 3 尺 作为 棒 卵 。 求 : 塔 高 z， 相 轮 高 y, 塔 身高 (LC)， 
笔 高 5。 塔 心 木 高 。 


e=2.5X6 
一 15( 尺 ) 


@D 相 轮 即 刹 ， 今 北海 白 塔 相 轮 也 是 十 三 重 ， 
@ 橱 卯 即 榨 卯 。 
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解法 : 

术 文 说 :“ 以 勾 股 求 之 , 重 差 入 之 ， 置 锦 数 减 一 , 余 乘 锦 相 去 
数 ， 并 一 枚 长 数 ， 加 午 术 ， 共 为 表 竿 高 。 以 退 表 为 法 ， 以 人 目 高 
减 表 竿 高 ， 余 乘 竿 去 塔 为 实 ， 实 如 法 而 一 ， 得 数 加 表 竿 高 ， 共 为 
塔 高 。 置 相 轮 本 之 锦 数 ， 减 一 。 余 乘 钢 相 去 ， 又 乘 竿 去 塔 ， 为 实 。 
实 如 法 而 一 ， 得 相 轮 高 。 以 减 塔 高 ， 余 为 塔 身高 。 以 益 枯 卯 尺 数 ， 
为 塔 心 本 长 。?” 

术 文 细节 有 失误 处 。 四 库 馆 臣 已 指出 :“ 三 数 俱 误 。 相 轮 高 ， 
四 式 五 尺 ， 塔 身高 七 丈 二 尺 ， 塔 心 木 长 七 丈 五 尺 ” 术 文中 表 ( 标 
笔 ) 高 计算 不 误 ;:6 二 2. 5X (14 一 1) 十 0. 5 十 9. 2 二 42. 2( 尺 ) .又 据 图 
4.2.7 中 和 八 A4BDWABFE, 得 AD: BE=BD: FE, 于 是 术 文 作 
出 结论 ， 所 求 塔 高 

= 四 一 8+46 一 11( 丈 )7( 尺 ) 

也 不 误 ， 但 在 相 轮 高 计算 时 失误 。 现 改正 如 下 : 
从 和信 AKFwu 八 BEF， 得 


crT—d)=(a+c) (bp—d), (x) 
再 从 A 人 CKIF HAHEF， 得 
c((r—ad)—y) 一 (CC 十 c)(C 一 Cd) 一 ec) 。 (x 关 ) 


从 C(* )，(* *x ) 消 去 xz, 得 y== 针 一 4( 丈 )5( 尺 ), 其 中 = 
2.5X6 王 15( 尺 )。 于 是 塔 身高 应 

CR 
而 塔 心 木 长 为 

72 十 3 一 7( 丈 )5( 尺 )。 

宋 景 昌 为 揭 秦 氏 相 轮 为 3 丈 之 廖 , 在 其 《札记 》 中 另 作 图 (图 

4. 2. 10 为 书 影 ) 相 当 于 加 一 平行 线 BM/ FC。 在 他 的 按 语 中 相当 
于 说 人 BAMODAFBH ,而 二 者 对 应 边 边 长 之 比 等 于 KE 与 EF 之 
比 ， 亦 即 “a :c==2: 1。 也 就 是 说 
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AM=2BH=2e=2.5X6X2=3( 趟 )， 找 出 了 和 桑 氏 误 以 AM 
代替 4C 的 原因 。 这 里 , 宋 景 昌 以 斜 三 角形 比例 入 算 ， 本 题 为 二 望 
问题 与 《海岛 算 经 》 第 2 题 ( 望 松 生 山 ) 类 似 ， 但 有 变化 。 


坎 己 半 畦 长 其 网 售 川 长 


4. 2. 10 

4.， 党 田 推 积 

问 : 三 儿 田 被 水 冲 去 一 阳 ， 而 成 四 不 等 直角 之 状 。 原 中 儿 一 
十 六 步 ， 如 多 长 水 直 五 步 ， 如 少 宽 。 残 小 入 一 十 三 步 如 强 。 残 大 
儿 二 十 步 如 原 中 信之 纺 。 横 量 径 一 十 二 步 ， 如 或 田 之 广 ， 又 如 原 
中 久之 句 ， 亦 是 水 直角 之 股 。 佑 求 : 原 积 、 或 积 、 水 积 、 原 大 斜 、 
原 小 针 、 二 水 人 儿 各 几何 ? 

( 卷 6 第 1 题 ,图 4.2.11 为 书 影 ) 

题 文大 意 和 斜 人 ABC 田 ， 被 水 冲 去 一 角 (ADE4) 成 为 不 规 
则 四 边 形 (图 4. 2. 12); 原来 的 中 边 (BC==a) 为 一 边 ,， 临 水 的 (DE 
二 d) 为 男 一 边 。 残缺 的 短 边 (BE=c) 成 为 直角 三 角形 BDE 的 弦 ， 


二 章 
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上 忒 生态 | 十 头 埠 
TESTREE SERIES 了 


mii nie + gp rie Do ph. pp ee 


Par 


十 长 长 富士 克 中 ei 十 针 阔 灾 经 汪 涛 直人 


rp EE. 


J 


图 4.2.11 


边 。 


二 5) 为 男 二 


残缺 的 长 边 (CD 


角形 CBD 的 勾 ， 又 是 BDE 的 股 。 


对 角 线 (BD=e) 是 直角 三 
余下 的 


求 原 来 


角形 各 目的 面积 。 原 来 


边 长 各 多 少 ? 


冲 去 的 
角形 其 余 


角形 、 
角形 其 余 


-一 -上 
rk 
人 


三 角形 、 


边 长 分 别 为 之 9 Yo 


的 长 边 、 短 边 ， 又 冲 去 三 
解法 : 设 冲 去 三 
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原著 术 文 分 三 部 分 ，(i) Cc 
“以 少 广 求 之 , 连 枝 入 之 ,又 勾 
股 入 之 。 置 水 直 (4d) 减 中 和 斜 
(a) 为 法 .以 中 斜 乘 大 残 (5) 为 
大 斜 实 。 以 法 除 实 , 得 原 大 和 斜 
(4C) 。 以 残 大 斜 减 之 , 余 为 水 
大 斜 (z).”(ii)“ 以 法 乘 径 
(e), 又 自 之 为 小 斜阳 .以 水 直 
每 并 径 笑 为 纺 宪 Cd2: 十 e:)， 又 
匀 径 宪 ， 又 乘 中 斜 客 ， 为 小 斜 
实 。( 与 阳 可 约 , 约 之 ,) 开 连 枝 
平方 ,得 原 小 斜 (c 十 y)。 以 残 
小 斜 减 之 ， 余 为 水 小 斜 (y) 。” 
(iii)“ 人 以 水 直 乘 之 ， 为 水 实 。 
倍 水 小 母 为 法 除 之 ， 得 水 积 。 
以 水 直 并 中 斜 ， 乘 径 为 实 。 以 二 为 法 ， 除 之 ， 得 残 积 。 以 残 积 并 
水 积 ， 共 为 原 积 。” 
其 中 (i) 是 在 求 A4DE 的 边 长 ， 先 计算 
ab ab 加 
一 cd” a-d 
(ii) 求 边 长 £4 二 y， 术 文 说 原 短 边 长 A4B=c 十 y 是 方程 
((a—d)e)’z’= (d’++e’)ea’ (1) 
的 正 根 ， 也 就 是 所 求 y= 二 z 一 c。 
(ii) 冲 去 的 AADE 面积 是 二 dy， 四 边 形 CBED 面积 是 广 ( 
二 +d)e。 
这 里 三 段 术 文 都 耐人寻味 。 
其 第 (i) 段 结果 与 秦 氏 插图 应 有 密切 关系 。 我国 传 统 数 学 ， 素 
无 平行 线 ， 也 素 无 一 般 相似 三 角形 对 应 边 成 比例 之 说 ,但 从 本 题 


图 4. 2. 12 


6 十 xz 一- b, 
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插图 有 虚线 (图 4. 2. 11 书 影 ,相当 于 图 4. 2.12 中 的 RD) 与 原 三 
角形 小 斜 (B4) 平 行 。 更 有 趣 的 是 清 人 沈 钦 裴 评 注 至 此 , 为 之 作 点 
睛 之 笔 :“ 与 水 直线 (DE) 相 切 , 成 大 小 勾 股 形 。 更 增 一 虚线 , 与 残 
小 斜 (B 匹 ) 平 行 , 则 比例 之 理 显 侨 ." 沈 钦 裴 注 道 出 了 秦 氏 超越 前 人 
的 几何 造 语 ; 
中 这 平行 线 划 分 出 一 对 相似 三 角形 ， ADFCoA4HBC。 
平行 四 边 形 对 边 相 等 BF=DE=d, FD=BE=c。 
@ 和 斜 三 角形 相似 ,对 应 边 成 比例 :CB : CF=AC :CD=B4 : 
FD, 
于 是 得 到 所 求 边 zx，y 的 公式 : 
a: (a 一 中 一 (6 十 xz) :0， 
23(a 一 d) 一 (cc 十 y) :ec。 
令 人 感到 遗憾 的 是 , 他 只 用 了 第 一 式 , 忽略 第 二 式 , 舍 易 就 繁 , 求 
短 边 的 水 蚀 长 y 改 用 第 (ii) 段 术 文 的 方法 。 
其 第 (i) 段 中 方程 (1) 的 来 源 也 需 用 斜 三 角形 的 相似 理论 导 
出 ， 试 为 推导 如 下 : 
还 是 从 A4EDoA4BC 出发。 
CB: AB=DE : EA, 


这 就 是 
a : z=d: (z—c)=d: (z—MVeit+d’), 
ea : z=ed : (> 一 人 /ez 十 严 )， 
从 减 比 定理 


ea :z=(ea—ed) : Ve:+d’, 
(a—d)ez=ea Me’+a’, 
两 边 平方 , 就 是 (1) 式 。 我 们 不 知道 除了 上 述 这 程 以 外 还 有 其 他 别 


中 《 九 章 算 术 。 勾 股 》 第 16 题 刘 注 已 用 之 。 
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的 方法 能 推导 出 此 式 。 显 然 式 中 两 端的 e 是 缆 余 的 .对 此 沈 钦 裴 也 
认为 :“ 以 法 乘 径 (e) 可 省 。” 

其 第 (ii) 段 中 求人 AED 面积 取 二 边 乘 积 之 半 。 宋 景 昌 批 评 
说 :“ 当 用 三 斜 求 积 术 ， 今 用 色 股 求 积 术 ， 误 也 。” 沈 钦 裴 有 改正 
求 水 积 术 :“ 以 水 直 ， 水 大 和 斜 、 水 小 斜 三 较 连 乘 ， 又 滋 半 总 ， 开 和 连 
枝 平 方 , 得 水 积 。.” 在 其 草 文 中 明确 指出 :“ 水 直 (d), 水 大 斜 (z)， 
水 小 斜 (y)， 并 而 半 之 ， 为 半 总 。 与 三 面相 较 …， 三 较 相 乘 ， 又 乘 
半 总 … 开 方 … 为 水 积 .” 沈 氏 不 用 三 斜 求 积 公式 而 用 海伦 公式 。 查 
阅 清 《 数 理 精 缠 》 下 编 卷 14 设 题 :“ 三 角形 大 腰 十 七 尺 、 小 腰 十 
尺 、 底 二 十 一 尺 ，、 求 面积 几何 ?” 解 法 说 :“ 三 边 之 总 ， 折 半 为 半 
总 。 三 边 与 半 总 之 较 与 半 总 乘积 ， 开 方 .” 沈 钦 裴 术 当 本 于 此 、。 

S$， 有 临 台 曾 水 

问 : 临 水 城 台 立 喜 三 大 。 其 上 加 楼 ， 其 下 址 ， 侧 脚 二 尺 。 护 
下 排 沙 下 梓 ， 去 址 一 灰 二 尺 。 外 格 露 土 高 五 尺 ， 与 地 下 平 。 遇 水 
涨 时 ， 漫 至 址 。 今 水 退 不 知 多 少 。 人 从 楼 上 栏杆 腰 串 间 ， 虚 驾 一 
重出 外 ， 针 望 水 际 ， 得 田 尺 一 二 五 分 ， 乃 与 竿 痛 三 合 。 人 目 高 五 
尺 ， 欲 知 : 水 退 立 深 ， 油 岸 斜 长 、 自 台 址 至 水 深 各 几何 ? 


( 答 数 :水 退 立 深 1 丈 5 12 尺 , 洱 岸 自 台 址 至 水 际 斜 长 4 丈 1 


尺 -7。 卷 7 第 2 题 , 图 3.3.6 为 书 影 ) 

题 文 大 意 ， 有 临 水 楼 台 CD 万 (图 4.2.13) 在 万 处 挑 出 一 水 
平和 AD(a= 二 4.15), 人 直立 思 处 (人 目 高 DJ =5)。 台 基 CG 至 水 
岸 B 为 斜坡 ， 筑 有 平 基 KG(d= 二 12), 高 差 KL(le=5)。 自 /过 A 
视 水 边 8B， 三 点 成 一 直线 。 求 高 差 CC(z) 、 斜 坡 BG(y) 长 各 是 多 
少 ? 

解法 ， 

原著 术 文 说 :“ 以 勾 股 变法 , 兼 少 广 求 之 。 求 泗 岸 斜 长 (y) : 置 
出 竿 (a) 乘 台 高 (c) 为 段 (cc)。 以 去 基 (c) 乘 段 为 宽泛 (ecd) 以 岸 高 
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图 4. 2. 13 
(e) 乘 段 为 浅 泛 (ace)。 以 目 高 (0) 乘 去 基 ， 为 约 认 (acp)。 三 泛 可 约 
者 约 之 ,为 定 率 , 不 可 约 , 径 为 率 。 以 宽 自 乘 为 宽 害 ((acd):) ， 以 
浅 率 自 乘 为 浅 攻 ((ace)) 。 并 宽 、 浅 二 医 ， 共 为 峻 寡 。 复 乘 宽 寡 于 
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上 。 以 台 高 帘 乘 上 ， 为 峻 实 。 次 以 宽 率 有 习 浅 率 为 寄 。 以 台 高 数 翌 
宽 率 ， 又 胰 约 率 ， 得 数 ， 内 减 寄 。 余 日 于 ， 为 峻 隅 。 验 峻 实 、 上 帕 
阳 ， 两 者 可 约 ， 求 等 约 之 ,为 峻 定 实 。 峻 定 隅 。 开 同体 连 枝 平方 ， 
得 峻 岸 斜 长。”“ 求 水 退 深 (Cz)。 置 岸 高 笑 乘 峻 定 实 为 深 实 。 以 去 岸 
占 并 岸 高 上 笑 ， 乘 峻 定 隅 ， 为 深 隅 。 开 连 枝 平方 ， 得 水 退 深 。” 

现 用 图 上 所 注 相 应 字母 记 出 , 前 后 两 段 术 文 是 说 所 求 数 z，y 


分 别 是 下 面 两 方程 的 根 . 
(d’+e’)((acd) (bcd)— (acad) (ace))ix? 
=e’c (acd):((acd)’+t (ace)’), (1) 
((acd) (bed)— (acd) (ace)) yy: 
=c(acd)’((acd)’++ (ace)’), (2) 


秦 氏 把 题 给 数据 写成 两 个 二 项 二 次 方程 , 用 数值 解法 , 获取 答 数 。 

秦 氏 所 建立 的 方程 源 自 何方 ， 自 来 为 学 者 所 关注 。 自 《 九 章 
筑 术 》 迄 南宋 已 一 千 多 年 。 像 秦 九 前 那样 数学 大 师 对 于 勾 股 比例 
已 非常 熟悉 ， 不 必 像 三 国 刘 徽 那样 一 一 借助 长 方形 余 形 一 一 出 入 
相 补 原理 导出 结论 。 如 此 结论 不 雇 ， 秦 氏 当 推 导 如 次 ， 


(i) 和 AJAD 人 AMG， 得 MG=EF=$, 


Qi) 和 AKGLOPAFEG， 得 GF= EM 一 9 。 
近 人 已 有 三 篇 文章 为 秦 氏 方程 (1)，(2) 复 原作 如 下 设想 。 
(iii)ACBCcAGEFP ,， 得 GC : GB 二 GF : GE。 这 就 是 
| ace 
b b 
(iy) 和 人 ABCO HA 人 和 人 AMG， 得 BC: AC 一 MG :4G， 于 是 
bc Vr:—y:=ac(rtc), (4) 


文章 说 从 式 (3)，(4) 可 以 推导 (1)，(2)。 事 实 却 推导 不 出 ， 
实际 上 , 秦 氏 的 第 (iii) 步 是 得 力 于 “ 漂 田 推 积 ” 题 公 式 (1), 对 


2 


。 (3) 


uce 
TC! yp 2 
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图 4.2. 12、4.2.14 作 仔细 对 照 ， 不 难 发 现 前 者 ACB4 与 后 者 
A4CB 及 其 内 部 构造 是 一 致 的 。 其 对 应 部 分 可 列表 如 下 : 


4 
Cc G 
B D HH F 7 
图 4.2.14 
家 4.2.1 图 4.2.12 与 图 4.2.14 对照 表 
图 4.2.12 图 4. 2. 14 
ACBA AAGB 
人 BDE 人 CE 
ADEA AMEB 
uce 
d ME= pd 
入 y》 
a 人 


那么 “ 漂 田 推 积 ”公式 中 的 ed，z，a 把 “和 临 台 测 水 ”中 的 相应 
荆 代 入 就 成 为 
CCce laQc1: facel* fcc1211ac 
人 [一 吧 和 |[ 父 | + 天 学 
这 恰恰 就 是 本 题 方程 (2):“ 漂 田 推 积 ”的 图 形 在 水 平面 上 ， 本 题 
的 图 形 在 竖立 面 上 ， 秦 氏 合 而 为 一 ， 田 域 类 问题 的 结果 巧妙 地 为 
测 其 类 问题 所 用 ， 这 说 明 他 的 非凡 抽象 能 力 。 


2 
2 
Co 
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秦 氏 的 第 (iv) 步 ;从 和 GBCOHAGLK,z: y=e: Md+e’, 把 
方程 (2) 中 的 y 代入 ， 就 成 为 方程 (1)。 

当年 四 库 馆 臣 校 书 至 此 , 不 禁 击 节 称 赏 :“ 此 条 术 虽 其 繁 , 理 
数 皆 极 精密 ， 非 兼 通 于 色 股 、 通 分 之 法 者 ， 不 能 立 也 .” 但 对 之 又 
有 微 词 :“ 但 累 乘 累 除 ， 错 综 变 换 ， 沸 未 尝 明言 其 故 , 观 者 不 能 无 
金针 不 度 之 疑 .” 四 库 馆 臣 借 助 于 欧 几 里 得 《原本 》 知 识 :“ 今 绘 
图 以 解 之 ， 并 条 析 其 乘除 名 数 ”。 馆 臣 所 绘图 及 解法 相当 于 在 图 
4.2.13 中 引 LN/BA，LP//KG， 那 么 

八 ABGWDANLG， 得 BG : AG=LG :NG, 
这 就 是 
y :ce 一 We: 十 虹 : NG, 而 NG=NF—GF=NF-e, 

又 从 AjJ4DwANLP 得 4D : JD=LP :NP， 


这 就 是 
a : b=d: NP, 
于 是 
NG= 刀 _。， 
a 
很 方便 知道 所 求 
ac d+e: 
y= Ie (5) 
再 从 和 人 GBCODAGLP, 得 
r+: y=e: Md’+te’, 二 OE (6) 


bd—ae 
有 趣 的 是 四 库 馆 臣 求 得 的 结果 与 秦 氏 结果 全 合 。 此 外 令 人 无 
法 理解 的 是 秦 氏 在 术 文 中 特别 强调 , 对 于 三 个 中 间 数 据 宽 泛 acd， 
浅 泛 ace, 约 泛 acb;:“ 三 泛 可 约 者 , 约 之 为 定 率 ” 即 三 者 应 约 为 d， 
e，b。“ 不 可 约 ， 达 为 率 ”。 秦 氏 况 自 食 其 言 , 未 约 简 ， 运 为 率 ， 致 
使 所 列 二 方程 十 分 繁复 ， 如 果 依 术 文 把 他 的 方程 (1)，(2) 两 端 分 
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别 约 去 公 因 式 aic*d:，c*， 然 后 两 端 开 方 ， 就 得 到 
四 库 馆 区 加 作 平 行 线 性 所 得 同样 结果 ， 方 程 (5) 和 (6)。 

在 本 世纪 70 年 代 后 半 叶 一 次 全 国 数学 史学 者 座谈 会 中 , 吴 文 
俊 院 士 论 文中 ， 以 《海岛 算 经 》 第 1 题 证 法 问题 提出 数学 史 研 究 
中 值得 引起 大 家 注意 的 重要 论点 ,:“ 如 果 依 照 欧 几 里 得 几何 体系 的 
习惯 证 法 ， 那 就 自然 应 该 添 一 平行 线 CM' /AH 。( 图 4.2.14) 再 
利用 相似 三 角形 比例 理论 作证 。 清 代 李 潢 以 及 近代 中 外 数学 史家 
大 都 依 这 法 补 作 海岛 公式 证 明 。 这 当然 不 是 刘 微 的 原意 ， 也 和 我 
国 古代 几何 传统 相 违 背 ”D 他 又 身体 力行 写 出 力作 “海岛 算 经 ;) 古 
证 复原 ， 作 出 令 人 折服 的 符合 刘 徽 时 代数 学 条 件 的 证 明 。 我 们 认 
为 “古代 几何 ”应 有 一 个 下 限 。 吴 文 是 针对 李 议 等 对 刘 徽 证 明 而 
。 对 经 过 一 千 多 年 以 后 秦 九 前 的 命题 ， 如 果 再 用 出 入 相 补 原理 
求证 ， 就 不 是 必要 的 ， 其 至 是 累 袭 何况 在 秦 氏 自 著 术 文中 已 明 
确 出 现 平 行 线 和 相似 斜 三 角形 比例 理论 。 所 以 清 代 四 库 馆 臣 引 平 
行 线 的 做 法 ， 可 以 说 是 欧 几 里 得 《原本 》 的 余 绪 ， 也 可 以 说 是 秦 
氏 发 明 的 应 用 。 不 能 否定 “这 不 是 秦 氏 原意 ”。 推广 说 ,对 秦 氏 以 
后 的 数学 专著 有 关 命 题 证 明 的 复原 ， 都 可 以 放心 照样 进行 。 

秦 氏 机 智 过 人 ， 善 于 编 题 。 本 题 实 在 是 《海马 算 经 》 第 4 题 
(有 望 深谷 ) 设 累 失 的 变 体 。《 海 品 》 题 二 矩 立 于 同一 竖 直 线 上 ，, 秦 
题 则 使 二 者 有 平 中 AD=CF==a。 前 者 二 矩 的 色 为 同 高 , 本 题 则 使 
JD=b 六 GP==e。 前 者 仅 要 求 计算 “ 谷 深 ”， 相当 于 本 题 PC=x 一 
e， 而 本 题 还 进一步 求 斜 距 BG 二 y。 


ml 


第 三 节 立体 体积 
《 数 书 九 章 》 在 有 关 基 粮 容 器 、 土方 体积 中 运用 了 方 台 、 圆 台 、 


@ 论文 见 吴 文俊 ， 出 入 相 补 原理 ，pp。83~84， 中 国 青 年 出 版 社 ，1978 
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拟 柱 体 体 积 公 式 ， 但 都 因 黎 《 九 章 算 术 ， 商 功 》 方 亭 、 圆 豪 、 刍 
童 、 刍 蔓 术 ， 对 其 他 立体 也 无 创新 处 ， 特 别 令 人 不 能 理解 的 是 秦 
书 对 球体 未 置 一 字 。 在 第 二 章 天 时 类 有 关 计 量 降水 器 表 中 则 出 现 
了 有 关 立 体 体积 计算 问题 ， 现 选 析 如 后 。 

1， 天 池 测 雨 

问 : 今 州 郡 都 月 天池 爹 ， 以 测 两 水 。 但 知 以 爹 中 之 水 为 得 十 
之 数 。 不 知 器 形 不 同 ， 则 受 璀 多 少 亦 异 ， 未 可 以 所 测 ， 便 为 平地 
得 雨 之 数 。 假 令 盆 口径 二 尺 八 十 , 底 树 一 尺 二 十 、 深 一 尺 八 十 , 接 
十 水深 九 和 十 。 欲 求 : 平地 雨 降 几 何 ? 

( 答 数 :平地 降 3 寸 。 卷 4 第 2 题 ) 

参考 译文 : 当今 州都 都 有 天 池 盆 测 降雨 量 。 如 果 以 为 盆 内 的 
积 水 深 度 就 是 降雨 量 ， 这 就 错 了 。 接 水 器 形状 不 同 ， 降 十 深度 有 
寞 。 切 不 可 把 所 测 水深 , 就 作为 平地 降雨 量 。 假 设 盆 的 口径 2.8 尺 ， 
底 径 1.2 尺 ， 水 深 9 寸 。 问 ， 折合 平地 降雨 量 多 少 ? 

解法 : 

术 文 说 :“ 盆 深 乘 底 径 为 底 率 ， 二 径 差 滋 水 深 ， 并 底 率 , 为 面 
率 。 以 盆 深 为 法 ， 除 面 率 ， 得 面 径 。 以 二 率 相 乘 ， 又 各 自 乘 ， 三 
位 并 之 ， 乘 水 深 为 实 。 贫 深 乘 口径 ， 以 自 之 ， 又 三 因为 法 。 除 之 ， 
得 平地 雨 深 。?” 

图 4. 2. 15 为 圆 台 形 天 池 盆 和 截面。 我 们 设 口 径 为 Dw， 底 径 为 
Do， 盆 高 五 ， 积 水深 A。 术 文 第 一 步 是 求 积 水 表面 的 直径 D,。 从 
术 文 所 说 ， 可 以 认为 秦 氏 已 深 知 ， 如 引 CB 平行 于 盆 壁 GK， 
俯 ABC，A 信 EFC 两 底 边 长 之 比 为 高 态 , h 之 比 ， 所 以 他 能 建立 关 
系 ; 底 率 D,JH, 面 率 D,JH 十 (Dn 一 D,)h, 而 水 面 直径 ( 面 径 )D;= 
DH+ Du Dh 
pT 

术 文 第 二 步 是 把 积 水 体 积 ( 圆 台 ) 化 为 以 口径 为 底 直 径 的 图 
柱 ， 求 此 圆柱 之 高 ， 即 平地 降水 量 
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3 位 让! 

南宋 偏 安 临安 ， 人 口 密集 ， 耕 地 紧张 ， 开 海 涂 ， 建 图 田 ， 水 
利 工 作 首当其冲 ,反映 在 《 数 书 九 章 》 中 卷 4 各 问 。 本 题 说 降雨 
其 3 寸 , 约 合 100 堂 米 。 以 浙江 省 论 全 年 降雨 其 约 1 000 蛇 米 以 上 ， 
这 一 记录 约 100 瞩 米 是 正常 的 。 

2 一 5 四 题 都 是 其 降水 其 问题 。 本 题 秦 氏 所 论 精 到 、 准 确 ， 从 
体积 反 算 体 高 当 是 创举 。 

从 本 题 结 论 可 见 秦 氏 精通 《 九 章 算术 》 及 其 刘 徽 注 ， 他 从 隐 
媳 子 学 数学 ,《 缉 十 算 经 》 当 是 必 读 书 。 王 孝 通 运用 勾 股 比例 解决 
类 似 于 本 题 梯形 截面 问题 。《 缉 古 算 经 》 第 7 题 为 解决 仓 容 问题 ， 
对 于 图 4. 2. 16 延长 梯形 的 腰 成 为 人 ALK , 设 工 到 底 径 距离 为 hi， 
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王 沧 通称 ,十 hh 为 小 高 ,hi 十 H 为 大 高 ,并 建立 关系 二- 二 


= 又 《 九 章 算术 ， 勾 股 》 第 16 题 刘 徽 注 已 有 明确 的 分 合 比 运 


算 。 秦 氏 综合 这 二 项 成 果 @ 得 万 二 太一 万 全 广 ， 借 以 导出 术 文中 


水 面 直径 公式 。 这 是 说 他 的 深思 熟 虑 ， 其 来 有 自 。 


图 4.2. 16 


本 题 在 计算 方法 上 也 有 特色 ， 
其 一 ， 如 果 先 计 算 积 水 体积 , 也 (D,Di 十 D,? 十 Ds?)h， 然后 求 


以 Dn 为 直径 的 圆柱 体积 子 Du*y， 然 后 做 除法 ， 将 要 白白 浪费 用 


名 回顾 秦 氏 在 “ 汇 田 推 积 ” 题 也 曾 作 过 同样 运算 。 
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除 以 4 的 计算 工作 十。 在 秦 氏 平地 降雨 其 公式 中 分 子 分 母 都 把 
了 约 去 ,一 步 到 位 ， 这 是 计算 处 理 上 成 功 的 一 面 ， 


其 二 ， 水 面 直 径 公 式 系 分 式 ， 如 果 先 求 直 径 再 代入 圆 台 体积 
公式 ， 除 法 比 乘法 难 做 ， 而 且 难 免 有 除 不 尽 时 ， 发 生 处 理 余 数 的 
膝 烦 ， 而 秦 氏 公式 只 做 一 次 整数 除法 ， 这 是 成 功 的 又 一 面 。 沈 钦 
裴 注 书 至 此 ， 深 有 体会 地 说 :“ 术 恶 除 有 不 尽 .” 这 种 处 理 方 法 至 
今 仍 有 重要 意义 。 

2. 加 器 测 雨 

问 : 以 园 盟 接 雨 。 口径 一 尺 五 分 , 腹 径 二 尺 四 寸 , 底 径 八 寸 ， 
深 一 尺 六 十 。 并 里 明 接 得 雨 一 尺 二 十 。 圆 法 用 密 率 。 问 ,平地 十 
水 深 几 何 ? 


64 483 
Der to . 5 
答 数 :1 尺 8 74088 才 。 卷 4 第 3 题 


题 文大 意 : 圆 坛 (图 4. 2. 16 为 中 截面 ) 已 知 口径 1. 05 尺 ， 中 
径 2.4 斥 ， 底 径 0.8 尺 。 坛 高 1. 6 尺 。 接 雨水 深 1.2 尺 。 圆 周 率 
取 气 。 问 ， 平地 降雨 二 是 多 少 ? 
解法 ， 
原著 术 文 有 误 。 四 库 馆 臣 据 题 意 及 原著 精神 改正 ， 相 当 于 说 
如 设 底 径 为 D,， 中 径 为 Di， 口 径 为 D,， 坛 高 为 及 ， 积 水 深 
为 上 。 又 设 中 径 适 在 坛 的 分 处 ， 
先 计算 下 半 坛 水 容积 ， 秦 氏 称 为 下 积 
1 2 2 H _22 
Vr=T27"(D, 二 Di 二 DiD,) 2 ， | 取 R= | 


2 2 H 
OP, 二 DPD,) > ( 术 文 称 分 母 为 下 率 , 分 
42 “ 子 42 为 下 法 。) 


术 文 所 说 上 深 , 指 上 半 坛 水 深 坟 二 守 十 4 一 态 。 又 从 上 题 方法 ,得 
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水 面 直径 ( 面 率 ) 
2 Ds+ (D,—D2)| | 
太一 
H 
2 


于 是 就 可 计算 上 半 坛 中 的 水 容积 ， 秦 氏 称 为 上 积 。 
Pr 一 CD 十 有 十 DDN 
设 坛 中 总 雨 其 V=Vi-+V;, 化 为 以 口径 DD; 为 底面 、 高 为 y 的 
圆柱 : V = 了 Dy。 


综合 了 Y，Vr，YVYf 三 式 ， 得 所 求 平地 降雨 基 
馆 臣 按 术 据 题 给 数据 ， 计 算 平地 水 深 
yy 一 3 尺 5 下 丁 。 


一 次 雨 后 平 地 水 深 约 一 米 (1 000 获 米 )， 显 然 此 题 秦 氏 命 题 失当 。 
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第 三 章 适 定 方程 


把 《 数 书 九 章 》 中 有 关 多 项 式 方程 和 线性 方程 组 方面 的 工作 
成 果 汇 为 一 章 ， 相 对 于 不 定 分 析 ， 我 们 称 之 为 适 定 方程 。 


第 一 节 ”多项式 方程 


我 国 古代 传统 把 解 多 项 式 方程 称 为 开 方 术 。 秦 九 部 在 北宋 学 
者 贾 宪 、 刘 益 有 关 工 作 的 影响 下 ， 又 通过 师承 关系 ， 如 在 太史 局 
和 从 隐 和 君子 的 学 习 过 程 中 ， 把 数值 解 方程 的 理论 和 技术 取得 进 一 
步 发 展 。 在 《 数 书 九 章 》81 题 中 要 解 多 项 式 方程 的 有 21 题 , 合 
有 26 个 二 次 (及 ) 以 上 方程 。 其 中 二 次 ( 含 二 项 )20 例 , 三 次 1 例 ， 
四 次 4 例 ， 还 有 十 次 1 例 。 

含 负 系数 的 多 项 式 方程 的 数值 解法 秦 氏 称 为 正 负 开 方 法 。 在 
有 关 21 个 题 的 术 文 和 草 文 中 可 以 发 现 他 有 承 旧 的 一 方面 ,但 更 重 
要 的 有 创新 的 另 一 面 。 

其 一 ， 在 大 量 术 文 、 草 文中 有 充分 证 据 足 以 说 明 ， 秦 氏 已 具 
有 前 人 从 未 达到 | 的 没 练 代数 恒 等 变 形 和 设 未知 数 建立 方程 的 能 
力 ,在 外 国 , 中 亚细亚 花 拉 子 米 (9 世纪 ) 从 图 形 建 立正 整数 系数 二 
次 方程 三 种 , 意大利 卡 当 诺 (G. Cardano,1501 一 1576) 从 图 形 建立 
三 次 方程 (三 项 , 缺 垃 项 ), 可 拉 (J. Colle,1540 前 后 时 人 ) 从 “把 10 
分 成 三 部 分 , 使 成 连 比 例 , 引出 四 次 方程 0” 都 已 成 为 世界 数学 史 
美谈 ， 视 为 瑰宝 。 秦 氏 《 数 书 九 章 》 远 早 于 意大利 学 者 ， 从 生活 、 


QD 详 节 俱 见 本 《大 系 》 副 卷 第 一 卷 第 六 编 第 二 章 。 


第 四 编 ” 南 宁 时 代 ” 秦 九 请 (中 ) 277 


生产 中 提炼 出 多 项 式 方程 ， 有 的 高 达 十 次 。 其 生活 、 生 产 模型 之 
生动 活泼 、 丰 富 多 彩 则 和 远 其 于 外 国 。 

其 二 , 在 具体 运算 程序 上 , 秦 氏 已 子 定 型 。 已 在 本 《大 系 》 第 
二 卷 第 二 编 第 二 章 第 一 节 筹 算 举 例 ， 开 平方 的 具体 运算 程序 ， 相 
当 于 解 二 次 二 项 方程 ,是 不 断 估 根 、 减 根 和 扩 根 的 过 程 , 方 程 也 从 
缺 一 次 项 的 aox? = 二 a; 不 断 变形 为 ev 交 十 ay 一 az 。《 九 章 算术 》 开 
方术 等 算是 四 个 数 排 成 纵 列 , 其 中 最 上 层 为 商 ( 方 程 的 根 ,x。)， 其 
次 为 常数 项 ,再 次 为 一 次 项 系数 ,最 下 层 二 次 项 系数 。( 图 4. 3.1) 
这 种 不 定 系数 的 排列 次 序 也 为 北宋 学 者 所 承袭 ， 读 者 
可 以 查阅 。 在 《 数 书 九 章 》 中 。 多 项 式 既 已 发 展 到 十 
次 ， 在 布 列 系数 时 也 有 相应 措施 。 完 全 二 次 方程 古称 
带 从 平方 ， 秦 氏 改称 连 枝 平方 ; 完全 三 次 方程 改称 连 
枝 立 方 。 对 于 四 次 方程 和 十 次 方程 则 分 别称 为 玲珑 三 
图 4.3.1 乘 方 ( 奇 次 宕 系数 是 零 ) . 玲 更 九 乘 方 ( 奇 次 宕 系数 是 
零 )。 这 些 方程 系数 排列 次 序 根据 传统 , 也 是 根 列 最 上 层 , 常数 项 
在 其 次 ， 依 次 排 到 最 高 次 寡 的 系数 。 也 据 传 统 习 惯 ， 多 项 式 方程 

4 十 Ci 十 "十 qn 二 a 

事实 上 就 是 ao 十 ai 十 十 as_1X 一 Qn 二 0 

秦 氏 概括 为 四 句 话 : 

“ 商 常 为 正 ， 实 常 为 负 ， 从 常 为 正 ， 益 常 为 负 。?” 
意 指 : 商 ( 根 ) 总 是 正 的 ， 当 a 排 到 等 号 左边 后 总 认为 是 负 值 。 在 
运算 过 程 中 ， 正 数 旁 注 从 字 ， 负 数 旁 注 益 字 。 还 有 ， 在 大 量 草 文 
中 可 以 见 到 ， 空 位 常 注 明 虚 字 或 以 图 〇 代替。 

当 ?一 2， 纵 行列 如 图 4. 3. 2 之 左 , 当 n=3, 列 如 图 4. 3. 2 之 
中 ，n 二 4， 列 如 图 4. 3. 2 之 右 

当 nn 二 10， 纵 行列 如 图 4. 3. 3。 


A0 
pe 
2 1 


站 
dado 
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图 4. 3.2 

其 三 ， 在 解法 理论 上 也 有 许多 新 的 认识 。 在 方 
. 程 变换 中 常数 项 绝对 值 的 增 大 或 减 小 称 为 投胎 .®% 
符号 的 变化 则 称 为 换 骨 ”, 他 却 视 为 正常 现象 , 使 后 
学 放心 运算 ， 直 至 获得 答 数 。 解 法 全 过 程 称 为 开 翻 
法 ， 例 如 解 四 次 方程 则 称 为 开 翻 法 三 乘 方 。 这 种 称 
谓 为 和 算 因 袭 。 数 值 解 方 程 ， 在 估 根 时 ， 当 经 多 次 
减 根 变换 后 ， 多 项 式 方程 的 根 对 于 一 次 项 来 说 ， 当 
是 多 项 式 的 主要 线性 部 分 ， 因 此 其 近似 解 当 为 


图 4. 3.3 


@ 《 数 书 九 章 》 序 数 词 除 用 一 、 二 、 三 、…, 甲 、 乙 、 丙 、 丁 … 十 干 ， 子 、 芒 、 
实 、 卯 、… 十 二 支 之 外 ， 还 用 八 种 乐器 为 序 ; 金 、 石 、 丝 、 竹 、 施 、 土 、 草 、 木 。( 如 
卷 1 第 4 题 ( 积 尺 寻 源 )。 又 用 三 才 (天 .地 .人 ) 隐 去 三 字 , 才 即 表示 第 三 、 四 维 ( 礼 , 义 、 
廉 . 耻 ) 隐 去 四 字 ， 维 表示 第 四 。 五 音 ( 官 . 商 . 角 .和 给. 羽 ) 隐 去 五 字 ， 音 表示 第 五 或 五 行 
( 金 . 木 .水 . 火 . 土 ) 隐 去 五 字 ， 行 表示 第 五 。 六 芝 隐 去 六 字 、 爱 即 为 第 六 。 又 七 星 或 七 
政 ( 日 ,月 . 金 , 木 .水 、 火 , 土 ) 路 去 七 字 ， 星 或 政 表示 第 七 。 又 卜 即 卦 、 八 卦 ( 束 、 竞 离 、 
尾 , 绽 , 坎 , 区 , 坤 ) 隐 去 八字 , 封 就 表示 第 八 。 九 宫 隐 去 九 字 , 宫 就 是 第 九 。 又 (天 ) 干 表 
示 第 十 ，( 地 ) 支 表示 第 十 二 。 天 地 之 间 又 插入 日 月 星 诸 电 ， 以 电 表 示 第 十 ， 再 不 够 
就 以 六 字 表示 第 十 三 。 有 如 十 二 月 之 外 ， 再 设 国 月 。 园 一 道理 卷 17 第 2 题 ( 均 货 椎 
本 ) 为 解 线性 方程 组 在 草 文 中 列 有 15 个 矩阵 初等 变换 步骤 ， 使 其 系数 矩阵 最 终 变 换 为 
单位 和 矩阵， 问题 得 解 . 此 十 五 张 图 就 以 此 为 序 : 首 图 、 次 图 、 定 率 图 、 维 图 、 音 图 、 交 
图 、 政 图 、 下 图 、 宫 图 、 干 图 、 琴 图 、 定 图 、 终 图 ,杭州 大 学 数学 系 王 云 海 先生 指出 
这 一 序号 秘密 ， 并 告 笔者 。 

@@ 古人 对 系数 的 变化 视 为 非 同 小 可 ， 所 以 用 “投胎 *“ 换 骨 ” 命 名 这 种 变化 。 
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dn 


这 在 《 张 丘 建 算 经 》 刘 孝 孙 细 草 中 已 述 及 。 秦 氏 对 于 估 根 另 有 考 
虑 ， 将 在 范 题 选 析 中 述评 。 对 于 根 的 精度 及 表示 有 时 取 整 数 ， 有 
时 取 小 数 或 分 数 , 也 就 是 说 添 零 位 ,继续 进行 运算 以 提高 精度 ,这 
是 《 九 章 算 术 ， 少 广 》 开 方术 刘 徽 注 求 微 数 的 继续 和 发 展 ， 是 很 


0 


重要 的 成 果 。 
下 面 选 八 例 作 为 范 题 ， 分 别 分析 。 
一 二 次 万 程 
1， 均 分 梯田 


问 ， 户 业 田 一 段 车 梯 之 状 。 两 广 : 南 广 小 三 十 四 步 ， 北 广大 
五 十 二 步 。 正 长 一 百 五 十 步 。 合 条 兄弟 三 人 均 分 其 田 。 边 道 各 欲 
出 入 ， 其 地 难 分 。 经 官 艺 分 定 : 南 甲 已 ， 北 两 。 欲 知 ; 其 田 共 积 、 
各 人 合 得 田 数 、 及 各 段 正 长 大 小 、 广 各 几何 ? 

( 答 数 : 田 共 面 积 26 亩 210 方 步 。 甲 . 乙 、 丙 各 得 8 调 3 角 50 


52 284 Er ry 853 
方 步 。 甲 地 段 南 底 34 步 , 北 底 40 58 509Sz40， 89( 步 ), 高 57 2 045 


加 6 587 454 825 283 _ 
一 57. 41( 步 ), 乙 地 段 北 底 46 8 482 689 502 651~46 775( 步 ) ,高 
20 276 319 


同 448 886 027 046 
49 412 406 319~ 49: 049( 步 )， 因 地 眉 高 43 843 370 921 905 人 ~ 


43. 53( 步 ) 卷 5 第 6 题 ) 

参考 译文 ， 有 一 家 农户 ， 兄 弟 三 人 各 耕 一 梯形 田 ， 南 底 边 34 
步 , 北 底 边 52 步 , 高 150 步 。 留 出 公共 通道 以 外 , 要 求 均 分 地 积 。 
这 个 难题 请 求 官 员 判 定 : 南 段 归 甲 、 中 段 归 乙 、 北 段 归 丙 。 问 : 这 
块 田 共有 地 积 多 少 ? 各 人 分 得 多 少 ? 各 段 上 、 下 底 边 长 ， 高 各 是 
多 少 ? 

解法 : 
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(i) 建 立方 程 

图 4. 3.4 中 我 们 如 设 梯形 
ABCD 中 : a 一 一 梯形 田 南 底 边 ”4 
长 .om 一 一 甲 地段 北 底 ,也 就 是 乙 于 
地 段 南 底 长 ,ay 乙 地 段 北 底 ， 帮 丙 
也 就 是 两 地 段 南 底 长 .6 一 梯形 十 


田北 底 边 长 。h 一 一 梯形 田 的 高 。 
多 he、hz、hw 分 别 为 三 地 段 的 ”及 。 
高 。 秦 氏 原著 术 文 相当 于 说 

三 人 各 分 得 地 积 二 (十 OA 

甲 地 段 高 和 hm 是 二 次 方程 "hs 


4 (bp—a)xr’+ahr= Ca 十 Dh: 的 


2 
正 根 , 北 底 边 长 4m 一 “和 一 a， 

乙 地 段 高 hz 是 二 次 方程 
六 (6 一 a)z2 十 an hz 一 下 (十 四) 大 


的 正 根 ， 北 底 边 长 a 一 32 一 ag， 

两 地 段 高 hh 二 一 hi 年 一 hz。 

(ii) 数 值 解 方程 

以 解围 地 段 二 数据 : Am 、am 为 例 。 以 题 给 a, 56, h 代入 二 次 
方程 得 

9z 十 5 100z 一 322 500, 

原 着 草 文 把 隅 (9), 方 (5 100), 实 (322 500) 自 下 而 上 地 列 成 纵 列 ， 
作 正 负 开 方 ， 一 如 北宋 刘 益 操作 。 如 按 综 合 除法 列 为 模式 相当 于 
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隅 方 实 商 
9 5 100 一 322 500 | 57 
513 319 941 
9 5613  —2 559 

513 
9 6126 一 2 559 


运算 结果 是 zx 一 57.……… 2 559( 余 数 )。 
hf 、 加 2559 “2559 | 
秦 氏 取 z( 正 根 ) 的 近似 值 为 he 二 57 ot6126 — 57 6 135 = 


57 2 57. 41 用 分 数 表 示 ， 又 化 为 近似 小 数 表 示 。 


以 此 代入 公式 ， 计 算 甲 地 段 北 底 边 长 cm 一 40 55 0 和。 


同 术 解 出 乙 地 段 高 、 北 底 边 长 及 丙 地 段 高 等 其 余 三 数据 hz， 
az 和 和 hh。 

从 秦 氏 本 题 术 文 可 以 清楚 地 看 到 他 设 未 知 数 为 某 某 以 建立 方 
程 的 能 力 。 术 文 说 : “以 少 广 及 从 法 求 之 ， 并 两 广 (za 十 5) ， 乘 长 


(1) 得 数 ， 以 分 田 人 数 约 之 ， 为 通 率 | 二 (a+6)h] ， 半 之 为 各 积 
| 小 (a+6)h] 。 以 长 乘 各 积 ,为 共 实 (二 次 方程 的 常数 项 )。 以 长 乘 


南 广 ， 为 甲 从 方 (ha 为 一 次 项 系数 )， 二 广 差 半 之 为 共 隅 ( 志 (6 一 


a) 为 二 次 项 系数 )， 开 连 枝 平方 ， 得 甲 截 长 (hm)。” 
从 这 一 段 术 文 我 们 还 可 以 追 迹 秦 氏 形 数 结合 、 熟 练 地 进行 代 
数 恒 等 变换 的 技能 和 技巧 。 今 天 我 们 要 建立 这 一 二 次 方程 ， 势 必 


设 hm 为 >。 从 勾 股 比例 ，4G : EF ==h : he，ap 一 4 一 庆 (6 一 a)， 
又 从 甲 地 段 是 梯形 田地 积 三 分 之 一 考虑 -> (ap 十 a)z 二 让 (a 十 bh。 
综合 这 两 个 代数 式 得 

这 G 一 a) 十 a 十 jz 一 二 (十 0 有 
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别 无 他 途 可 循 。 这 就 是 秦 氏 建立 的 方程 。 可 以 这 样 说 ， 在 南 
方 的 秦 氏 书 中 只 是 未 提 立 天 元 一 这 个 术语 。 无 声 实 有 声 ， 本 质 上 
已 建立 与 北方 同 祥 的 成 果 。 是 中 算 源 自 王 孝 通 《 强 古 算 经 》 同 肪 
相 承 南北 更 放 的 香花 。 

在 本 题解 法 中 还 见 到 秦 氏 用 分 数 表示 所 求 的 根 。 其 中 整数 部 
分 取 自 正 负 开 方 , 而 其 分 数 部 分 , 则 借助 于 他 独创 的 近似 根 公式 ， 
当 方 程 一 再 经 过 减 根 、 扩 根 变换 后 ， 根 的 值 与 系数 比较 ， 其 绝对 
值 已 相当 小 ， 如 果 方 程 已 变换 为 

a'oy” 十 Qiiy” 十 a'py 下 十 十 a'%_1y 二 Qa， 


秦 氏 认为 它 的 根 


(yo 人 
2a’, 
1 一 小 
因此 对 于 万 甲 来 说 Q 0 一 9， 4a 1 一 6 129 ， 4 ,一 0 一 2 559， 
四 2 559 
就 取 “全 9 十 6126 


秦 氏 此 举 无 科学 根据 。 应 该 以 线性 部 分 即 a',_iy 作为 a 的 
近似 值 ， 亦 即 取 


2559 
hm 7 6 126 


虽然 它 与 真 值 的 相对 误差 是 0. 001 3， 而 秦 氏 近似 值 相对 误差 仅 
0. 000 006 8， 

2， 上 古 池 推 原 

问 : 有 方 中 国 池 ， 埋 二 小 止 余 一 角 。 从 外 方 阳 ， 儿 至 内 周边 
七 尺 六 十 。 和 谷 就 古迹 修之 ， 窝 玉 ; 园 、 方 儿 各 几何 ? 


( 管 数 ; 圆 直径 36 尺 6 429 寸 ,正方 形 边 长 同 圆 直径 ,对 角 线 


由 卉 ， 埋没 ， 志 (pi) 从 土 、 从 已 ， 义 :， 毁坏 ， 
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412. 
51 尺 8179 才 。 卷 8 第 5 题 ) 


参考 译文 ; 正方 形 中 有 圆 池 , 日 久 损 坏 ， 只 余下 一 角 ( 四 分 之 
一 (图 4. 3.5))。 量 得 正方 形 角 顶 至 圆 边 (如 图 ) 最 短 距 离 7 尺 6 
寸 ， 问 圆 池 直径 、 正 方形 边 及 其 对 角 线 ， 各 长 多 少 ? 


图 4.3.5 . 


解法 : 

原著 术 文 说 :“ 以 少 广 求 之 , 投 脱 术 入 之 。 斜 自 乘 , 倍 之 为 实 。 
倍 斜 为 爸 方 ， 以 半 为 从 隅 。 开 投胎 平方 ， 得 径 。 又 为 方面 。 以 隅 
并 之 ， 共 为 方 斜 。” 

“ 少 三 求 之 , 投 脱 入 之 ”是 说 用 正 负 开 方法 解 方程 。 此 方程 为 
二 次 ， 术 文 说 的 很 清楚 ， 斜 指正 方形 顶点 至 圆 边 最 短 距离 。 所 求 


正方 形 边 长 是 罗 x* 一 2X7. 6z 一 2(7. 6) 的 正 根 ， 而 正方 形 的 对 角 
线 则 是 y= 二 x 十 2X7. 6。 
草 文 约 500 字 ， 记 述 此 二 次 方程 数值 解法 全 过 程 ， 我 们 用 横 
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式 记 出 就 是 
阳 从 方 实 商 
0.5 ”一 152x* 一 11552A |300 
150 一 600 
0.5 一 2 ”一 12 152 
150 
0.5 148x 一 12 152A | .60 
30 10 680 
0.5 178 一 1 472 
3 
0.5 208A 一 1472 | 3 
3 1356 
0.5 211 一 205 
3 
0.5 214A 一 205 
本 例 的 根 有 三 位 有 效 数字 , 他 取 人 为 根 的 分 数 部 分 。 在 运算 


214 
过 程 中 系数 出 现 换 骨 ( 用 x 号 为 记 )， 好 几 次 投胎 (用 人 号 为 记 )。 
我 们 用 图 4. 3. 5 表示 题 意 ,以 a 记 正方 形 至 加 边 最 短 距离 , 秦 
氏 建 立 的 方程 当 是 性 zx? 一 24x 二 24?。 方 程 是 怎样 建立 的 ?可 以 有 两 
种 解释 
其 一 , 从 勾 股 定理 | 地 | 二 | 衬 ) =| 于 + 
程 ， 但 术 文 并 未 讲 。 以 勾 股 求 之 ， 不 合 秦 意 。 
其 二 ， 从 出 入 相 补 原理 知 
遍 折 形 EFGCBA = 正方 形 EFCDY 一 正方 形 ABCD 
-te 下 (下 
同样 可 以 推出 原著 方程 ， 此 处 我 们 运用 当时 数学 界 流行 的 “ 演 自 
术 ”。 本 题 与 《 九 章 算 术 。 勾 股 》 第 9 题 ( 圆 材 埋 壁 ) 同 是 从 部 分 求 


D 注意 DE=DB= 和 /2. (三) = x? 


“ 即 可 推 得 原著 方 


”) 
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全 体 的 佳 例 ， 允 称 双 壁 。 至 今 可 以 在 中 学 数学 教学 中 采用 。， 

3， 转 积 量 容 

问 : 有 图 图 米 二 十 五 个 。 内 有 大 图 一 十 二 个 ， 上 径 一 天、 下 
径 九 尺 、 高 一 大 二 尺 。 小 图 一 十 三 个 ， 上 径 九 尺 、 下 径 和 八 尺 、 高 
一 天。 今 出 租 斗 一 只 ， 口 方 九 十 六 分 、 底 方 七 十、 正 深 四 寸 。 并 
宗明 准 尺 ， 先 令 准 数 造 五 斗 方 狸 及 辆 镍 各 二 只 。 须 令 二 和 解 口径 正 
深 、 大 小 不 同 。 各 得 多 少 ? 及 图 积 米 几 何 ? 

( 答 数 ; 方 负 尺寸 ;上 ,下 底 边 分 别 长 6.4 寸 ,12 寸 , 高 15. 92 
寸 . 或 上 \ 下 底 边 长 10 寸 ,12 寸 , 高 11.45 寸 。 圆 解 尺寸 :上 下 底 直 
径 12.7 寸 ,12 寸 , 高 12.14 寸 , 或 上 、 下 底 直 多 13 寸 ,12 寸 , 高 
11. 85 寸 。 转 米 共 8 067. 047 418 石 .@ 卷 12 第 1 题 ) 

参考 译文 ， 有 圆 形 米 转 25 个 ， 其 中 大 圆 转 12 个 ， 其 上 、 下 
底 直 径 为 10 尺 、9 尺 ， 高 12 尺 ; 小 圆 围 13 个 。 其 上 、 下 底 直 径 
为 9 尺 、8 尺 , 高 10 尺 。 现 有 出 租用 斗 一 只 ， 上、 下 底 为 正方 形 ， 
边 长 为 0.96、0.7 尺 ,高 0.4 尺 。 问 ， 这 斗 容积 是 多 少 ? 借 此 任 
意 制造 容 5 斗 方 解 及 圆 解 各 二 具 ， 使 口径 ,高度 各 不 相同 。 用 此 
来 其 米 园 ， 容 米 共 有 米 多 少 ? 


解法 ， ， 6 
原著 先 据 题 意 按 《 九 章 算术 。 了 
商 功 》 方 亭 术 计算 出 租用 斗 容积 一生 
(图 4. 3. 6) 图 4.3.6 
7 一 部 (9 6: 十 7: 十 9.6X7)X4 一 二 833， 44( 立 方寸 )， 


3 
于 是 要 制造 的 五 斗 狸 容积 


中 “ 圆 材 埋 壁 ”是 从 弓形 求 原 圆 ,“ 古 池 推 原 ” 是 从 四 曲 边 三 角形 4BC 求 原 圆 ， 
四 原 答 有 误 。 见解 法 正 误 。 
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多 一 二 833. 44X5( 立 方寸 )， 


25 个 圆 园 容积 秦 氏 取 xr 全 3， 计 算出 总 容积 V? 
37 一 (10 十 9 十 10X9)X12X12 十 (9 十 8: 十 9X8)X10X13 
一 67 234( 立 方 尺 )， 
这 里 秦 氏 漏 去 折 方 为 圆 ， 正 确 值 应 为 


3y" 一 67 234X 半 一 50 425. 5( 立 方 尺 )、 


李 锐 已 指出 :“ 国 上 下 径 相 乘 、 自 乘 ， 皆 为 方 赛 ， 以 方 求 圆 ， 当 以 
共 得 、 三 之 ,四 而 一 , 得 五 干 四 十 二 万 五 干 五 百 寸 ”, 折 成 石 数 应 
是 
V"=50 425. 5 二 8.334 4 一 6 050. 285 5( 石 )。 

五 斗 方 狸 尺寸 怎样 决定 ? 旧时 是 米 用 具 是 
方 台 形 , 有 时 上 大 下 小 如 图 4. 3. 6, 一 般 基 米 用 
升 ， 是 这 种 形状 ;有 时 上 小 下 大 ， 基 米 用 解 是 
这 种 形状 ， 因 为 约 重 七 八 十 斤 ， 所 以 有 铁 件 钉 
在 周围 , 还 在 侧 边 加 平行 双 柄 , 需 两 人 抬 举 , 如 图 4. 3.7 
图 4. 3.7, 在 决定 尺寸 时 , 秦 氏 术 文 中 相当 于 明确 设 定 上 底 边 长 为 
x 寸 , 而 下 底 边 长 及 高 分 别 自 定 一 已 知 值 ， 12( 寸 ) 和 16 寸 。 术 文 
相当 于 说 所 求 上 底 边 长 x 是 二 次 方程 

16x*+12X16x=—3X5x X833.44—12:X16， 


这 就 是 16x: 十 192x= 二 1 863. 2 的 正 根 。 
五 斗 圆 解 扩 寸 怎样 确定 ?旧时 基 米 用 具 取 长 鼓 形 或 圆 台 形 , 上 
大 下 小 ,一般 基 米 用 斗 或 解 取 这 种 形状 (图 4. 3. 8) 。 在 秦 氏 术 文 中 
相当 于 设 上 底 直 径 为 zx， 下 底 直径 及 高 适当 定 值 如 分 别 为 10 寸 ， 
12 寸 。 于 是 所 求 上 底 直 径 x 是 二 次 方程 
36x’ 十 360x = 二 13 068. 88 
的 正 根 。 
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为 了 满足 题 问 要 求 ， 对 答 数 = 
作 适 当 调整 ， 就 可 以 得 到 两 种 角 
的 各 自 两 种 尺寸 ,而 他 们 所 含 容 1 
积 都 是 5 解 ， 上 
数值 解 方 各 


当 解 16z? 十 192z 一 1 863. 2 
时 ， 秦 氏 正 负 开 方 经 扩 根 变换 两 


次 ,使 所 求 根 精确 到 百 分 位 。 以 和 
下 用 横 式 综合 除法 记 其 运算 过 程 如 
阳 从 方 实 商 
16 192 一 1833.2 | 6 
96 1728 
16 288 一 135.2 
96 
16 384 一 1395.2 
3 
0. 16 38. 4 一 1395.2 L3 
0. 48 116. 04 
0.16 38. 88 一 18.56 
0. 48 
0. 16 39. 36 一 18.56 
0.0016 3.936 -18.56 LS5_ 
0. 008 19. 72 
0. 001 6 3. 944 1.16 


运算 至 此 ， 秦 氏 说 “不 及 1.16” 又 说 “ 造 秤 无 音 ， 又 益 厘 为 分 。” 
即 求 得 x=6. 35 寸 ， 精 度 已 满足 需要 。 为 制造 方便 ， 他 又 次 整 为 
6. 4 寸 。 这 就 是 答 数 中 第 一 组 数据 ， 但 已 把 高 从 16 调整 为 15. 92 
使 斜 容 为 5 斗 不 变 。 另 外 他 又 取 上 下 底 边 长 为 10，12， 并 取 高 为 
11. 45。 他 又 用 正 负 开 方 法 解 圆 饼 方 程 精度 到 厘 止 , 用 类 似 方法 计 
算出 两 种 容 5 斗 的 圆 解 尺寸 。 

原著 术 文 说 :“ 求 方 狸 。 先 自如 意 立 数 为 解 深 (A 王 16) 又 如 意 
工 数 为 底 方 (6 王 12) 置 深 为 从 隅 (Ah 作为 二 次 项 系数 ) 以 底 方 乘 隅 
为 从 方 (bh 作为 一 次 项 系数 ) 。 又 以 底 乘 从 方 为 减 率 以 减 上 积 ， 余 
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为 实 (3Y' 一 作为 常数 项 ) .出 开 连 枝 平方 , 得 方 仍 口 方 (x)。 这 
正 是 当时 北方 数学 家 所 说 “ 立 天 元 一 ”。 术 文 继 续 说 :“ 以 所 得 数 
为 基 ， 增 损 求 之 “〈 把 所 得 数 适当 调整 为 xo) 以 口 底 方 相 乘 (zo8)， 
又 各 自 乘 ， 并 之 (zi 十 娠 十 zop) 为 法 。 除 前 上 积 ， 得 深 (P) 。” 这 就 
是 说 狸 深 也 应 调整 为 ; 


3V 


z+brotb:" 
这 再 一 次 说 明 秦 氏 的 熟练 代数 变换 高 水 平 。 

4， 计 布 圆 阵 

问 ; 步 奏 二 千 六 百人 为 圆 阵 。 人 立国 边 九 尺 ， 形 如 车 辐 包 。 鱼 
丽 多 布 阵 。 阵 重 间 ， 倍 人 立 圆 边 尺 数 ， 须 令 内 径 七 十 二 大 ， 圆 法 
用 周三 径 一 之 率 。 和 欲 知 : 阵 重 几 数 ? 及 内 外 周 通 径 、 并 所 立 人 数 
各 几何 ? 

( 答 数 :内 周 216 丈 , 立 240 人 ,外 周 302 来 4 尺 , 立 336 人 。 直 
径 100 丈 8 尺 。 圆 阵 9 层 余 下 8 人。 卷 15 第 3 题 ) 

参考 译文 : 步兵 2 600 人 排列 圆 阵 。 每 层 圆周 上 每 隔 9 尺 立 1 
人 ， 形 如 车 轮 。 相 邻 二 层 间 距 为 每 层 的 人 间距 2 倍 。 已 知 内 层 圆 
周 72 丈 ， 取 圆周 率 近 似 值 为 3。 问 : 此 圆 阵 有 几 层 ? 外 层 圆 周 上 
立 多 少 人 ? 直径 多 少 ? 

解法 : 
术 文 说 :“ 以 商 功 求 之 。 以 圆 率 因 内 径 为 内 周 。 以 人 立 尺 约 之 ， 
为 内 周 人 数 ” 这 易 理 解 ， 内 周 人 数 是 

720X3 二 9 一 240。 
术 文 又 说 :“ 力 以 圆 束 差 率 为 阳 , 次 置 内 周 人 , 减 一 ， 余 为 从 


@ 对 照 上 文 用 阿拉 伯 数 字 所 立 含 z 的 二 次 方程 ， 二 者 完全 一 致 。 
@ 辐 ， 放 射 状 车 轮 。 
图 鱼 丽 ， 古 代 车 战 列 阵 名 。 
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。 列 兵 数 为 实 。 开 平方 ， 得 重 数 。 不 尽 为 余 兵 。” 

本 题 圆 束 从 术 文 及 草 文 可 知 秦 氏 考虑 为 有 公差 4=6 的 等 差 
数列 。 其 a 二 240,，S= 二 2 600， 反 求 层 数 >。 从 第 一 章 第 七 节 数 列 

总 论 中 等 差 数列 公式 (3)， 经 变换 为 由 

一 Ci 十 2 (2 一 1) d, 
或 dn:++ (ai—d) n=S,。 
正 是 术 文 所 说 : 圆 束 差 率 4 为 隅 ， 内 周 人 ai 减 一 为 从 方 ， 列兵 数 
S 为 实 , 这 又 一 次 证 实 秦 氏 建立 方程 和 代数 恒 等 变 换 的 水 平 ,至 此 
他 以 题 给 数据 代入 所 得 数字 系数 二 次 方程 ， 就 “开平 方 ， 得 重 
数 ”。 书 影 中 (图 4. 3. 9) 在 数值 解 方程 中 估 根 、 减 根 、 连 乘 、 连 
加 、 交 代 十 分 利索 。 


| | : 衡 

a 南 高 rg 用 率 . 煞 篇 篇 日 

| x ‘ 人 EX iIXo 国法 斧 而 旺 

| 乡 通 一 方 月 商 ， 

x Li 。 和 您 ' 你 列 人 | 功 

__ 实 = » 醒 s | _ 入 得 网 六 数 求 

于 -Te =Toe Xo 了 =I18 中 * 外 网 要 六 之 

付 人 谤 = 天 :局 义 篇 以 4 

| | ” 生 裤 册 网 

| | 有 量 名 ; 加 并 来 率 

IE XxX 了 工 独 蚁 =Ill 2， 软 乎 妆 因 

” 器 贷 ! 环 | 及 人 | 关 训 让 鸭 

] | ; 育 | 必得 乱 征 

| ] 伯 午 , 渴 乱 

TT TT i | | 两 数 头 , 天 

网， 风 | 阳 上 上 学 各 不 省:! 几 

| “| 以 小 | :长 区 办 只 

不 岗 只 | 前方 |) 下 : 舌 上 下 上 ， 惫 惫 周 人 

| 发， 大 页 | 一 一 波 | 好 千 除 | 乘 : 授 阴 人 分 

:种 方 生 ， 起 进 中 ,性 后 中 中 ;种 兵 诚 尺 

。 修 | | 得 波 中 得 租 | 切 草 ;局 街 

| 兵 ， 二 下 [ 国 , 重 人 :之 
图 4. 3.9 


GT 题 给 相 邻 层 间距 为 24， 因 此 这 里 的 $ 中 第 二 项 系数 改 卫 为 1， 
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所 求 层 数 应 是 下 面 方程 的 正 根 
6 六 十 234z 一 2 600。 
现 用 综合 除法 如 下 : 
6 234 一 2600 |9 
54 2 584 
6 288 一 
54 
6 342 一 
所 求 为 9 层 多 余 士 兵 8 人 


本 节 所 引 上 面 四 例 都 是 二 次 方程 。 其 中 “ 均 分 梯田 ” 题 方程 
的 根 用 分 数 表 示 ,“ 围 积 量 容 ” 题 则 以 不 断 扩 根 、 求 根 精确 到 百 分 
位 ， 这 是 中 国 数学 史上 的 创举 。 而 本 题 例 则 求 得 整数 根 ， 层 数 9， 
之 后 , 秦 氏 就 中 止 运 算 。 在 常数 项 中 还 余 ( 正 数 ) 8 作为 余数 。 这 
样 处 理 , 很 合理 。 图 4. 3. 9 为 原著 书 影 ， 左 起 第 一 列 说 ;“ 不 尽 为 
余 兵 "。 从 此 三 例 说 明 秦 氏 处 理 问题 ,得心应手 , 因地制宜, 恰 到 
好 处 。 

二 高 次 方程 

1， 推 知 傈 数 

问 ， 和 人 余 三 百 万 吐 ， 求 米 石 数 。 闻 每 石 牙 中 钱 三 十 ， 余 场 量 
米 折 支 牙 人 所 得 ， 每 石 出 窑 钱 和 八 百 。 牙 人 量 米 四 石 六 言 八 合 折 与 
棕 头 。 谷 如: 米 数 、 石 价 、 牙 钱 、 考 米 、 率 钱 各 几何 ? 

( 答 数 .人 宁 到 米 12 万 石 。 每 石 价 25 贯 文 。 牙 钱 3 600 贯 文 , 折 米 
144 石 。 牵 钱 115 贯 200 文 。 卷 12 第 4 题 ) 

参考 译文 ; 收购 粮食 , 花 钱 300 万 贯 , 问 ; 能 买 米 多 少 石 ? 已 
知 每 石 米 付 牙 钱 30 文 , 收 购 站 管理 人 员 把 牙 人 所 得 每 石 付 牵头 人 
钱 800 文 。 牙 人 共 给 牵头 人 米 4.608 石 。 问 ; 共 买 了 多 少 石 米 ? 每 


OD 牙 通 互 ， 牙 : 义 ， 买卖 经 纪 人 ， 
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石 米 价 、 牙 人 得 钱 、 得 米 、 奉 头 人 得 钱 多 少 ? 

解法 : 

(i) 建 立方 程 

术 文 说 ;“ 置 人 杂 本 (300 万 贯 ) 、 牙 钱 (30 文 )、 牵 钱 (800 文 ) 相 
乘 为 实 ， 以 牵 米 为 阳 ， 开 连 枝 立 方 ， 得 石 价 。 以 价 除 本 ， 得 集 到 
米 。 以 牙 钱 乘 米 ， 得 总 牙 钱 。 以 价 除 之 ， 得 牙 米 。 以 牵 钱 匀 牙 米 ， 
得 共 牵 钱 .。” 

这 是 说 ， 如 果 设 所 买 米 为 z 石 ， 那 么 所 求 数 每 石 价 ( 钱 ) 是 三 
次 方程 

4. 608zx’=3 000 000 000X 30X 800=72 000 000 000 000 
的 正 根 ， 设 为 x。。 于 是 所 买 米 数 是 
3 000 000 000 二 z。 
而 牙 人 得 钱 数 是 

3 000 000 000X30 二 zs， 
所 得 米 数 是 
3 000 000 000X 30 一 Zoo。 
牵头 人 得 钱 数 是 z 
3 000 000 000X 30X 800~ Zz, x,。 

(ii) 数 值 解 方 程 

原著 草 文 后 附 筹 算 过 程 实录 , 共 16 图 ,可 请 精 审 而 且 井 井 有 
条 ,下面 用 模式 综合 除法 记 出 

从 原著 书 影 相当 于 名 及 (图 4. 3.10) 可 见 秦 氏 运算 中 一 丝 
不 苟 精 神 ， 在 此 再 略 给 注释 

把 所 求 数 单位 定 为 石 ， 常 数 项 单位 定 为 文 ， 特 别 要 注意 书 
影 中 单位 上 下 严格 对 齐 。 

叫 一 @ 是 缩 根 变换 .“ 隅 超 二 位 ”>， 从 《 九 章 算术 》 习惯， 指 
把 三 次 项 系数 扩大 10: 倍 。 于 是 根 缩 小 10 倍 ， 根 的 单位 成 为 10 
员 。 
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图 4. 3. 10 

OD~OD, ~ ee 一 致 。 

是 扩 根 变换 。“ 方 一 退 , 廉 二 退 ,， 隅 三 退 ” 的 结果 , 使 根 的 
单位 成 为 贯 。 

8 常 数 项 出 现 零 , 即 25 贯 是 所 求 正 根 ,， 所 以 原著 说 :“ 除 实 ， 
适 尽 ”。 

得 每 石 价 25 贯 。 于 是 其 余 问 题 都 可 用 乘除 法 解决 。 

本 题 再 一 次 证 实 秦 氏 通 过 代数 恒 等 变 换 ， 建 立方 程 的 知识 已 
a 他 通过 什么 途径 能 建立 此 三 次 方程 ? 惟一 可 循 之 路 是 据 

给 条 件 ， 依 次 译 成 代数 语言 ， 设 每 石 米 价 是 xz 文 ， 那么 共 买 米 


woo oo0 ooo: 而 牙 人 共 得 钱 3 00 900 x 30 文 ， 牵 头 人 得 钱 
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30x 800 文 ， 牙 人 共 得 米 ”X30X 800= 


4. 068 石 。 这 就 是 秦 氏 所 列 方程 。 从 答案 看 其 正 根 适 为 整数 。 还 可 
以 理解 秦 氏 在 命题 时 也 是 煞费苦心 。 要 使 生活 模型 含 三 次 方程 内 
容 ， 且 有 整数 解 ， 确 不 是 易 事 。 

在 本 题 正 负 开 方 16 个 图 式 中 特别 应 当先 赏 的 ,是 素 氏 小 心 庶 
慎 的 定位 工作 ， 其 中 前 后 经 过 五 次 扩 、 缩 根 变 换 ， 和 否则 尾 位 将 出 
现 许多 空位 ( 零 ) ， 将 造成 不 可 克服 的 麻烦 ， 终 致使 运算 出 现 许多 
差错 。 

2， 兴 田 求 积 

问 : 有 两 类 田 一 段 。 其 灾 长 不 等 。 两 大 斜 三 十 九 步 ， 两 小 儒 
二 十 五 步 ， 中 广 三 十 步 。 欲 知 ， 其 积 几 何 ? 

( 管 数 .840 方 步 。 卷 5 第 1 题 ) 

参考 译文 ,有 大 小 二 等 腰 三 角形 地 段 ,已 知 公共 底 边 长 30 步 。 
大 三 角形 腰 长 39 步 ， 小 三 角形 腰 长 25 步 。 求 , 二 地 段 地 积 共有 
多 少 ? 

解法 : 

(i) 建 立方 程 

原著 术 文 :“ 以 少 广 求 之 , 翻 法 入 之 。 置 半 a 


广 (图 4.3.11 中 兮 ) 自 乘 为 半 赛 | 二 | 与 小 全 
宕 相 减 |2-|2| | 相 乘 为 小 率 
导 和 一 (二 中 全 门 | 久 尘 等 与 大 斜 赛 相 减 、 


相 乘 为 大 率 2 < | 以 二 率 相 减 ， 图 4. 3. 11 


余 自 乘 为 实 。 并 二 率 ， 售 之 为 从 上 廉 。 以 一 为 益阳 。 开 翻 法 三 乘 
方 ,得 积 。 一 位 开 尽 者 ， 不 用 翻 法 ” 
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图 4. 3. 12-c 
这 就 是 说 ， 所 求 稳 形 田 面 积 是 四 次 方程 的 正 根 ， 
一 Xx 二 2(A 二 +B)r’= (A—B)’, 


其 中 
让 


和 


Cc 


2 


以 题 给 数据 代入 ， 得 方程 
一 Xx 十 703 200z 一 40 642 860 000 三 0， 


(ii) 数 值 解 方程 
在 原著 草 文中 有 筹 算 实录 图 式 21 幅 ， 现 以 综合 除法 示 (第 


299 页 ) 其 主要 情节 , 并 以 带 小 圆圈 数字 , 指出 具有 特色 的 书 影片 
汤 ( 图 4. 3, 12) 

(D~@ 缩 根 变换 两 次 | 小 x 二 | , 使 根 的 单位 为 百 位 。 注意 区 
( 方 )z( 下 廉 ) 系 数 注 明 虚 字 即 空位 ,系数 为 零 .x*( 隅 ) 注 明 益 字 , 意 
为 负 。x*( 上 廉 ) 注 明 从 字 , 意 为 正 。 常数 项 ( 实 ) 未 注 字 , 但 实 常 为 


a 一 


用 全 el- 


4 一 
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负 ， 

@~@ ，@@ 图 实 未 注 字 , @ 实 上 注 负 字 , 下 面 说 明 ;,“ 以 负 实 
消 正 积 ， 其 积 乃 有 余 ， 为 正 实 ， 谓 之 换 骨 。 即 符号 发 生变 化 。 其 
余 只 发 生 绝对 值 的 大 小 变化 ， 都 是 投胎 ， 不 一 一 注 出 ， 

@@ 这 里 说 明 ;“ 以 方 约 实 ， 续 商 置 四 十 ”是 指 对 于 方程 

a'ay ta 3 十 ca 十 ay 一 Co。 

当 y 为 相当 小 时 ， 以 yx 和 ?作为 方程 的 近似 根 ， 

令 人 费解 的 是 秦 氏 拓 田 地 积 四 次 方程 是 怎样 得 来 的 ? 在 术 文 


中 未 曾 指出 ， 从 表象 看 此 题 是 求 筝 形 地 积 ， 那 么 所 求 值 直接 计算 
两 二 角形 地 段 面积 


ret 


如 得 答案 。 实 无 列 和 解 四 次 方程 的 必要 。 对 此 ， 四 库 馆 区 也 有 有 了 
词 :“ 其 法 甚 易 。 然 以 如 此 费 算 者 ， 殖 欲 用 立 天 元 一 法 不 求 分 积 ， 
即 得 所 问 之 总 积 也 。” 秦 氏 在 术 文中 最 后 也 说 过 ; “一 位 开 尽 者 ,不 
用 翻 积 。” 当 式 中 无 开 不 尽 的 平方 根 ,就 不 必 取 解 四 次 方程 的 途径 。 
秦 氏 之 所 以 设 此 题 ， 用 开 不 尽 平方 根 命题 ， 有 其 深刻 用 意 。 人 和 凭借 
他 壳 练 的 代数 运算 以 有 理化 代数 式 为 工具 ， 建 立 了 四 次 方程 。 我 
们 如 设 所 求 稳 形 田地 积 为 zx， 据 题 意 
zz 一 /4 十 \/EB， 
zx: 二 A 十 B 二 2 /4 ， 
再 一 次 有 理化 ， 就 得 到 尖 田 方程 
~—z+2(A+B)zr:=(A+B)’—4A4B= (4A—B)’, 

这 正 是 术 文 所 说 ,“ 以 二 率 相 减 , 余 自 乘 为 实 。 并 二 率 , 倍 之 为 从 
上 廉 ， 以 一 为 益 隅 ， 开 翻 法 三 乘 方 ， 得 积 .” 而 四 库 馆 臣 按 语 ,说 
明 清 代 学 者 也 早已 察觉 ， 秦 氏 已 具备 立 天 元 一 建立 方程 的 能 力 。 


适 定 方 程 
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3， 环 田 三 积 

问 ， 环 田 大 小 圆 田 共 三 段 。 环 田 外 周三 十 步 ， 虚 径 八 步 。 大 
园田 径 一 十 步 , 小 园田 周三 十 步 。 欲 知 ; 三 田 积 及 环 内 周 通 实 径 、 
大 圆周 、 小 圆 径 各 几何? 


1 298 025 9 9 
( 答 数 : 环 田 面 积 20 ?562 -266 方 步 。 外 直径 9 六 步 , 环 宽 1 世 


步 ,内 周 长 25 入 步 ,大 圆 田 面 积 79 35 方 步 , 周 长 31 2 步 ,小 图 田 


面积 71 386 方 步 ,直径 9 16 步 。 卷 6 第 2 题 ) 

参考 译文 : 有 圆 环 、 大 圆 、 小 圆 田 三 段 。 已 知 图 环 外 周 长 30 
步 ， 内 直径 8 步 。 大 圆 直径 10 步 ， 小 圆周 长 30 步 。 求 三 段 田 面 
积 以 及 环 田 内 周 长 、 外 周 直 径 ， 大 圆周 长 ， 小 圆 直 径 各 是 多 少 ? 

解法 ， 本题 都 取 x 的 近似 值 为 /10( 张 衡 率 )。 大 圆 、 小 圆 面 
积 及 周 长 、 直 径 做 算术 运算 即 可 , 我 们 不 予 讨论 。 环 田 内 周 长 、 外 
周 直径 也 是 算术 问题 。 

关于 求 环 田 面积 问题 

(1) 建 立方 程 

原著 术 文 说 : “以 方 田 Ch Da 
及 少 广 率 变 求 之 。 各 置 环 圆 
径 自 乘 为 蜂 ， 进 位 为 实 ， 以 
一 为 隅 ,开平 方 得 周 ”, 在 图 
4.3, 13 中 我 们 设 环 内 径 为 
Dn， 术 文 是 说 环 内 周 是 二 
次 方程 zx* 二 10D$ 的 解 ，x 
=~V10Dn。 

术 文 续 说 : “各 置 环 贺 
周 自 乘 为 宕 ， 退 位 为 实 ， 以 


图 4. 3. 13 
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一 为 阳 开 平方 ， 得 径 .” 在 同 图 中 ， 我 们 设 环 外 周 为 CA， 术 文 是 
说 环 外 径 是 二 次 方程 z+ 一 0. 1C$ 一 全 的 根 ， 和 

术 文 续 说 :“ 以 圆 筹 或 色 短 乘 各 实 ， 以 一 十 六 约 之 , 为 实 ， 以 
一 为 阳 ， 开 平方 , 得 圆 积 .” 这 是 说 环 外 加 面积 是 二 次 方程 x? 二 


Cj， 9 二 16 的 根 ,x 一， 而 环 内 加 面积 是 二 次 方程 立 一 2 


*。 10DA 二 16 的 根 ， Vim 
术 文 最 后 谈 到 求 圆 环 面积 求法 : 不 循 举 手 之 劳 求 内 、 外 圆 面 
积 之 差 ， 而 是 :“ 置 圆周 苦 乘 径 实 ， 十 六 约 之 ， 为 大 率 。 置 虚 径 靠 
乘 内 周 实 ， 十 六 约 之 为 小 率 。 以 二 率 相 减 之 余 ， 以 自 乘 为 实 。 并 
二 率 , 倍 之 为 从 上 廉 。 一 为 益阳 。 开 三 乘 方 得 环 积 。” 这 是 说 所 求 
圆 环 面积 是 四 次 方程 的 正 根 
Xz 十 2(4 十 B)x = (A 一 B)’,， 
其 中 
A= 让 C， :和 B= Dh .10D3,。 
以 题 给 数据 代入 ， 即 解 方程 
一 7X 十 15 24522 一 6 262 506. 25 。 
(ii) 数 值 解 方程 
原著 草 文 以 19 个 图 式 纪 录 筹 算 正 负 开 方 实况 。 现 简 记 为 横 
式 ， 并 用 小 圆圈 数字 示 序 号 ， 并 略 作 说 明 。 
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网 下 廉 上 廉 方 实 商 
一 1 0 15 245 0 一 6 262 506. 25 
© 一 10 000 0 @ 1524 500 0 一 6 262 506.2512 


一 20 000 由 一 40000 2 969 000 5 938 000 

一 10000 一 20000 © 1 484 500 @) 2 969 000 一 324 506. 25 
DHD—20 000 @ —80 000 {Dh 2 809 000 
—10 000 @—40000 {@ 1 404 500 (3 5 778 000 


一 20 000 (3 一 120 000 


一 10 000 ”一 60 000 (2 1 284 500 


四 一 20 000 
一 10 000 ”一 80 000 1 284500 5778 000 一 324 506. 25 
一 1 一 80 12 845 577 800 一 324 506.25 |0 
， 324 506. 25 _ ,324 506.25 ,1 298 025 
得 数 20 T5845+577 800 一 [一 8 一 20 590 564 202362256 
WW (8 Cf 


届 扣 为 缩 根 变换 , 根 缩小 10 倍 , 因 此 所 得 根 单位 应 是 十 位 数 。 
9 为 扩 根 变换 , 根 扩 大 10 倍 ， 所 得 根 应 是 单位 。 经 验算 , 其 


主要 线性 部 分 与 实 之 比 "< oa 人 <1 所 以 原著 说 明说 :“ 无 商 "。 


四 经 过 威 根 变 换 和 扩 根 变换 后 ， 方 程 相当 于 
一 y 一 80y 十 12 845y: 十 577 800y 一 一 324 506. 25 
秦 氏 在 估算 z。 的 小 数 部 分 时 以 324 506. 25 为 分 子 , 取 等 号 左边 所 
有 系数 的 代数 和 一 1 一 80 十 12 845 十 577 800 二 590 564 为 分 母 即 


{zx} 一 ”pt 对 于 32 450 625，59 056 400 秦 氏 认 为 有 等 数 d 
一 (32 450 625, 59 056 400) = 25， 约 分 子 分 母 ， 于 是 {z, ) = 
1 298 025 
2 362 256° 


曲 秦 氏 说 :“ 开 三 乘 方 , 凡 二 十 (应 为 十 九 》 变 , 至 此 得 环 田 
积 数 。” 
环 田 二 积 四 次 方程 从 何 而 来 ? 与 “ 尖 田 求 积 ”类 似 ， 从 表象 
看 ， 所 求 面积 无 非 是 外 图 、 内 圆 面积 之 差 
zx 一 V4 一 VB， 
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何必 要 动用 解 四 次 方程 、 小 题 大 作 ? 专 实 上 这 处 术 文 再 一 次 展示 
秦 氏 如 橡 之 笔 。 他 用 古 汉 语言 简 意 凡 地 一 口气 建立 了 四 个 二 次 方 
程 和 一 个 四 次 方程 。 前 四 者 含 蕾 地 道 出 用 张衡 圆周 率 详尽 无 余地 
作出 圆 积 、 圆 周 长 、 贺 直径 间 的 关系 ; 后 者 他 匠心 独 运 ， 在 有 理 
化 代数 式 中 建立 了 与 “ 尖 田 方程 ” 相 匹 配 的 另 一 个 有 共 斩 关 系 的 
环 田 方程 。 用 今日 数学 语言 表示 ， 当 z 是 两 无 理 数 ( 开 平方 根 ) 之 
差 
Z 一 4 一 /了 ， 
那么 z=A+B—2~vVAB. 
再 一 次 有 理化 ， 就 得 到 环 田 方程 
一 zx 十 2(A 二 +B)x':= (A 一 B)’。 
这 正 是 术 文 说 :“ 以 二 率 相 减 之 余 ， 以 自 乘 为 实 。 并 二 率 ， 倍 之 为 
从 上 廉 。 一 为 益阳 .。 开 三 乘 方 得 环 积 .” 四 库 馆 臣 读 书 至 此 , 按 语 
也 说 ;“ 求 环 积 与 前 求 尖 田 积 同 , 但 彼 立 天 立 一 为 两 积 之 和 , 此 立 
天 元 一 为 两 积 之 较 耳 。.” 极 有 见地 。 
在 对 环 田 四 次 方程 作 正 负 开 方 法 中 值得 称道 处 有 二 。 


其 一， 步 又 四 当 在 估 根 中 出 现 -9- 一 1 时 , 根 的 首位 数 已 小 于 


一 个 单位 , 秦 氏 肯定 地 说 :“ 无 商 ” 也 就 是 说 从 无 商 到 有 商 , 还 需 
进一步 扩 根 变换 ， 或 是 运 取 其 尾数 。 他 取 后 者 。 

其 二 , 前 已 道 及 以 系数 之 和 作为 分 母 取 近似 根 , 无 科学 依据 。 
而 他 在 约 简 分 子 分 母 时 ， 对 于 两 个 干 万 位 大 数 ， 做 了 一个 更 相 减 
损 术 ， 求 出 等 数 ， 并 作 约 简 。 

4， 台 度 圈 城 

问 ， 有 团 城 不 知 周 径 ， 四 门 中 开 ， 北 门 外 三 里 有 系 森 。 出 南 
门 ， 便 折 东 行 九 里 ， 乃 见 木 。 和 谷 知 : 域 周 、 径 各 几何 ? 辕 用 二 法。 

( 答 数 : 直 径 9 里 , 周 长 27 里 。 卷 8 第 2 题 ) 

解法 : 
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(1) 建立 方程 

原著 术 文 说 :“ 以 勾 股 差 率 求 之 ,一 为 从 隅 。 五 因 北 外 里 ,为 
从 七 廉 。 置 北里 窒 ， 八 因为 从 五 廉 。 以 北里 虎 为 正 率 ， 以 东 行 究 
为 负 率 ， 二 率 差 四 因 ， 乘 北里 为 益 从 三 廉 ， 倍 负 率 ， 乘 五 廉 ， 为 
益 上 上 廉 。 以 北里 乘 上 碌 为 实 ， 开 玲珑 九 乘 方 。 得 数 自 乘 为 径 。 以 
三 因 径 ， 得 周 ” 图 4. 3. 14 为 原著 插图 。 


苗 活 一 染 光 


i 


图 4. 3. 14 

图 4. 3. 15 左 设 直 径 EB 的 圆 城 , 设 4 处 有 乔木 , 北 门 至 乔木 
AE 二 a,， 南 门 B 东 行 6 至 C 见 乔木 。 术 文 是 说 所 求 圆 城 直径 是 十 
次 方程 正 根 的 平方 。 

r+Sar Ba rx —4a(bi—a’)rt—16ab’ r= 16ab’ 
以 题 给 数据 代入 ， 要 解 

Z 十 15z8 十 72x6 一 864z: 一 11 664z2 一 34 992。 
(ii) 数 值 解 方程 


图 4.3.15a 


> 


图 4. 3.15b 
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以 现代 数学 语言 列 横 式 表示 , 设 有 正 根 为 3, 一步 到 位 , 就 得 
到 准确 答案 ， 此 即 
隅 下 廉 星 廉 艾 廉 行 廉 维 廉 才 廉 ”次 廉 ”上 说 方 实 商 
1 0 15 0 72 0 一 864 0 —11 664 0 一 34 992 飞 
3 9 72 216 864 2592 5184 15552 11664 34 992 


1 3 24 72 288 864 1728 5 184 3 888 11 664 0 


对 照 秦 氏 此 题 筹 算 草 文书 影 (图 4. 3. 16)， 他 小 心 翼 翼 布 筹 ， 其 最 
后 一 纵 列 ( 自 下 而 上 )， 与 上 模式 ( 自 左 而 右 ) 完 全 一 致 。 

本 题 十 次 方程 一 百 多 年 来 受 人 瞩目 、 聚 讼 已 入 ， 是 秦 氏 九 章 
讨论 焦点 之 一 ， 其 中 主要 观点 有 二 ， 

其 一 ， 为 什么 本 题 要 建立 十 次 方程 ? 如 果 就 事 论 事 ， 布 列 三 
次 方程 足以 置 答 ， 四 库 馆 臣 对 之 曾 作 按 语 :“ 元 李 冶 《 测 圆 海 镜 》 
一 百 七 十 问 , 仅 一 题 取 至 五 乘 方 , 犹 自 以 为 烦 。 此 题 非 甚 难 者 ,用 
取 至 九 乘 方 ， 盖 未 得 其 要 也 。” 有 学 者 还 批评 他 此 举 “ 好 高 登 远 ， 
哗众取宠 ”经 过 一 段 时 间 反 恩 , 人 们 逐渐 认识 到 他 所 建立 的 十 次 
方程 史无前例 ， 是 辛勤 力作 ， 是 数学 历史 硕果 ， 功 勋 千 秋 ， 值 得 
称道 。 

其 二 ， 通 过 怎样 途径 建立 这 十 次 方程 ? 已 在 前 面 七 个 范例 中 
一 再 指出 秦 氏 热 练 的 代数 恒 等 变 形 和 设立 未 知 数 、 建 立方 程 的 技 
能 技巧 ， 这 一 事实 在 十 分 丰富 的 术 文 、 草 文中 已 跃然 纸 上 、 不 呼 
自 出 ,《 九 章 算术 ， 勾 股 》 第 20 题 :“ 四 面 开 门 ， 北 门 外 有 木 ， 人 
出 南 门 西行 见 木 ” 题 。 与 本 题 相仿 。 唯 方 城 改 为 圆 城 。 而 秦 氏 同 
_ 代 人 李 冶 《 测 圆 海 镜 》 卷 3 第 4 题 :“ 或 问 甲 出 西门 ， 南 行 四 百 作 
十 步 。 乙 出 东 门 ， 直 行 一 十 六 步 望 见 甲 ,” 求 城 径 ( 答 数 240 步 )。 
李 氏 则 立 元 一 术 建立 三 次 方程 获 解 秦 氏 本 题 与 李 题 全 相 一 致 ,只 
是 数据 .测量 者 步行 方向 有 异 而 已 ,对 照 图 4. 3. 15 a 与 b ,两 题 同 
是 九 章 勾 股 入 生 , 是 不 言 而 喻 的 .而 秦 氏 建立 方程 昌 不 明言 天 元 与 
李 氏 天 元 术 应 是 一 母 这 生 同 胞 也 应 无 庸 置疑 。 秦 氏 写 书 之 时 正当 
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图 4. 3.16b 
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中 国 北方 天 元 术 酝 酿 之 际 . 他 有 可 能 从 师 友 处 风 闻 立 天 元 一 之 说 ， 
但 语 静 不 详 , 不 能 确定 究 为 何 物 , 以 致 误 以 为 在 解 一 次 同 余 式 ez 
三 1(mod 6) 时 计算 函数 刀 =q7j -十 7 ，jo 一 0， 广 恒 等 于 1， 称 
为 “ 立 天 元 一 于 左上 .。? 在 本 题 术 文中 秦 氏 只 记 十 次 方程 各 项 系数 ， 
对 方程 的 推导 不 着 一 字 ， 正 说 明 他 对 代数 人 恒 等 变 换 已 视 为 极其 平 
常 之 末 ， 所 以 全 部 略 去 。 这 是 可 以 理解 的 。 好 像 今 日 人 们 写 论文 ， 
略 去 众所周知 的 推导 过 程 一 样 ， 古 今 一 理 。 

李 治 在 解 题 中 说 :“ 以 四 之 东 行 步 乘 南 行 客 为 实 ， 从 空 ， 东 行 
为 廉 , 一 步 为 隅 法 , 得 全 径 。 在 图 4. 3. 15 右 中 对 应 的 东 行 步 为 a， 
南 行 步 为 了。， 如 设 城 径 为 vy， 即 所 求 圆 城 直径 是 三 次 方程 

y +ay =4ap’, 

四 库 馆 下 在 议论 秦 氏 立 术 过 繁 后 说 :“ 爱 另 立 取 法 , 并 步 算 之 
式 于 后 .” 对 应 于 图 4. 3. 15， 馆 臣 考 虑 二 相似 直角 三 角形 ， 此 为 
《 九 章 算术 》 及 《 测 圆 海 镜 》 经 常 使 用 的 图 形 ， 取 对 应 边 成 比例 之 
理 ,“ 男 立 取 法 ”其 中 对 应 四 线段 40 : 4D=A4C : AB( 图 4. 3. 15 
右 ) 第 一 、 三 、 四 项 都 是 现成 的 。 第 二 项 如 运用 欧 几 里 得 《原本 》 
知识 ,， 当 是 圆 O 的 切线 4 与 割 线 4B 的 关系 ， 即 得 AD 与 a,y 
的 关系 AD=Mala 十 y) 。 但 四 库 馆 臣 忠 实 于 中 国 传统 把 直角 三 角 
形 4OD 中 40，OD，AD 分 别称 为 小 弦 、 小 股 、 小 勾 。 那 么 a= 
AO 一 OE 二 AO 一 OD 为 小 弦 股 差 ， 而 a 十 y 二 AO 十 OD 为 弦 股 和 。 
《 九 章 算术 。 勾 股 》 有 式 : 弦 股 差 与 纺 股 和 之 乘积 为 色 圭 ,同样 获 
得 4D= az 十 y); 这 是 值得 称道 的 。 于 是 即 建立 关系 : 
at¥|: ValaTy) arty Tt: (aty), 


这 就 是 (y+a)(y’+ay:—4ab’)=0, 

馆 臣 只 为 李 冶 方程 作 了 推导 ,而 对 秦 氏 方程 来 源 的 探索 并 无 神 益 。 
沈 钦 裴 读书 至 此 , 为 秦 氏 工作 复原 作出 了 贡献 。 他 说 :“ 此 术 

精深 , 须 以 天 元 一 显 之 , 先 识别 得 东 行 里 自 乘 , 以 北 外 里 乘 之 , 又 
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四 因 之 数 (4ca&2) 与 城 径 自 乘 ( 设 为 交 ) 又 以 北 外 里 并 城 径 乘 之 数 
等 ”这 就 是 李 冶 方程 。 他 又 说 ;“ 然 后 立 草 。 草 白 ， 立 天 元 一 为 
城 径 开 方 数 (z= 二 My )。 自 之 得 城 径 (y 二 zx?), 又 自 之 (y 二 x!) 为 径 
故 。 以 北 外 里 并 城 径 (a 十 x') 乘 径 星 (xs(x? 十 a))。 为 寄 左 数 。 乃 置 
东 行 里 目 乘 ， 以 北 外 里 乘 之 ， 又 四 之 为 等 数 ， 与 左 相 消 .” 这 已 得 
一 六 次 方程 
rart— 4ab:=0, 

他 继续 说 ;“ 置 北 外 里 倍 之 (24a), 并 城 色 (x?), 自 之 , 以 乘 上 ， 

与 秦 书 胸 合 ,” 就 这 是 说 
(z 十 2a)2(0r6 十 azt 一 4ap2) 一 0 

刚好 与 秦 氏 方程 一 致 。 

沈 氏 及 门 弟 子 宋 景 昌 写 了 内 容 翔 实 的 《 数 书 九 章 札 记 》. 于 此 ， 
他 作出 评论 :“ 先 生 此 术 , 本 之 测 圆 海 镜 边 股 及 底 色 第 四 问 。 即 识 
别 杂记 所 谓 边 股 CEF) 串 股 (BC) 相 乘 得 半径 智 。 底 勾 CEF) 明 义 
(BC) 相 乘 得 半径 奉 也 。 于 天 元 术 相 消 后 ,便宜 开 方 . 今 复 以 倍 北 
外 里 并 城 径 乘 之 者 ， 所 以 明 九 乘 方 中 较 常 术 多 带 此 一 分 母 也 。 若 
欲 相 消 便 得 九 乘 方 者 ， 以 城 径 乘 倍 北 外 里 并 城 径 为 径 率 ， 以 东 行 
里 滋 倍 北 外 里 并 城 径 ， 为 匀 率 ， 如 积 求 之 ， 即 得 ,” 

宋 氏 所 评论 的 二 论点 ， 前 一 论点 是 说 在 直角 三 角形 FOC 中 
OD =FD， DC=EF.。BC,， 其 中 A4EFoA4BC， 从 勾 股 比例 ， 
易于 求 得 EF 一 -和 ,而 OD 一 关 ，BC 一 b。 就 验证 了 老师 所 建立 
的 三 次 方程 。 他 又 进一步 为 老师 阐明 之 所 以 再 乘 上 (y 十 a): 的 苦 
刘 。 后 一 论点 是 宋 氏 自 创 ， 借 以 用 李 冶 立 天 元 一 术 解 释 秦 氏 方 程 
造 术 。 在 图 4. 3. 15 中 入 4DOWAAOG, 40 : 0G=AD : 0D, 仍 
以 y 二 zx? 代入， 所 谓 径 率 是 x?(x? 十 24)=4a Mr 十 a，OG， 

又 由 和信 A40GWA 人 A4BC，AO: 0G=4B: BC， 所 谓 勾 率 ， 指 

bp(r’+2a)=2(7x aOG, 
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综合 两 式 ， 得 
Z(Z 十 24) (十 2a) 
4、/a(zz 二 al) 2(7 十) 
两 边 平方 ， 变 换 为 
Xr tt2a) br t+2a) 
16a(Z 十 CQ) 4(Z2 十 C) ° 
约 去 两 边 分 母 中 的 公 因 式 4(z: 十 a) ， 就 得 到 秦 氏 十 次 方程 。 
我 们 认为 从 秦 氏 已 有 极 好 的 代数 素养 看 ， 沈 钦 裴 的 复原 解释 
最 有 见地 ， 也 最 为 中 肯 。 


第 二 节 ”线性 方程 组 


我 国 古 代 传 统 把 线性 方程 组 系数 用 算 筹 排列 成 长 方形 ， 称 为 
“方程 ”， 而 其 解法 称 为 “方程 术 ”。 

今日 很 时 团 的 话题 “数学 建 模 ”(mathematical model) 应 该 
说 ， 在 古老 的 南宋 时 代 成 书 的 《 数 书 九 章 》 中 已 搞 得 很 热闹 。 秦 
氏 善 于 把 客观 世界 某 一 细节 归结 为 数学 模型 ， 在 上 节 多 项 式 方程 
所 引 范 例 八 则 已 经 道 及 。 在 线性 方程 组 问题 上 他 也 十 分 关切 。 上 
目 天 文 星象 、 下 至 海运 贸易 、 取 材 非 常 广泛 ， 所 建立 的 方程 组 恰 
如 其 分 ， 贴 切 末 实 。 比 较 《 九 章 算术 .方程 》 时 代 命 题 仅 限于 马 
牛 羊 、 鸡 犬 系 或 金 代 李 冶 《 测 圆 海 镜 》 以 直径 240 步 圆 城 反 复命 
题 达 170 次 ， 而 秦 氏 所 命题 内 容 多 变化 、 曲 折 ， 一 新 耳目 ， 充 分 
体现 数学 科学 的 本 质 一 一 理论 的 抽象 性 和 应 用 的 广泛 性 。 

《 九 章 算术 方程 已 系统 论述 线性 方程 组 解法 一 一 今 称 矩 阵 
的 初等 变换 。 只 是 在 计算 技术 上 以 “ 直 除 ”( 连 续 做 减法 ) 消 元 , 运 
算 费 时 费力 。 又 矩阵 元 素 限 于 整数 ( 含 负数 ) 从 未 遇 到 分 数 ， 又 当 
同一 方程 中 系数 有 公约 数 例子 也 从 未 出 现 。 如 果 出 现 ， 应 怎样 解 
决 ? 又 从 来 数学 专著 都 使 系数 矩阵 变换 到 三 角 和 矩阵 止 , 然后 回 代 ， 
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这 确 能 省 时 、 省 力 。 但 也 不 能 一 概 而 论 。 如 果 坚 持 这 样 做 ， 难 免 
出 现 近似 根 。 怎 样 探索 把 系数 矩阵 变换 到 单位 抢 阵 止 ? 这 样 从 最 
终 变 换 所 得 系数 矩阵 本 身 就 是 方程 组 的 解 。 秦 民 对 上 述 问 题 在 有 
关 问 题 术 文 及 草 文中 作出 出 色 、 系 统 改进 : 

“以 方程 求 之 , 正 负 入 之 。 列 积 及 物 数 于 下 (常数 项 ) 。 布 行 数 ， 
各 对 本 色 ( 列 出 各 方程 的 系数 ,对 齐 相应 系数 )。 有 分 者 通 之 ( 当 有 
分 数 系数 ,全 式 通 分 )， 可 约 者 约 之 ( 当 同 一 方程 各 系数 有 公约 数 ， 
就 约 简 )， 为 定 率 积 列 数 ( 经 过 上 面 两 种 运算 后 ,新 矩阵 称 为 定 率 ) 
每 以 下 项 互 沉 乘 之 (未 知 数 的 系数 互 乘 代替 乘 后 “ 直 除 ”, 这 是 一 项 
重要 的 进步 )。 每 视 其 积 以 少 减 多 ， 其 下 物 数 各 随 积 正 、 负 之 类 。 
如 同名 相 减 ， 异 名 相 加 。 正 无 入 负 之 ， 负 无 入 正之 ， 其 如 同名 相 
加 ， 异 名 相 减 ， 正 无 入 正之 ， 负 无 入 人 负 之 。 使 其 下 项 物 数 得 一 数 
者 为 法 (除数 )， 其 积 为 实 (被 除数 )， 实 如 法 而 一 。( 指 变换 到 单位 
矩阵 后 ,每 一 方程 仅 余 一 个 未 知 数 及 常数 项 )， 即 得 答 数 。” 

三 国 刘 徽 在 注 《 九 章 算 术 ， 方程 》 第 6 题 时 就 有 改 “ 遍 乘 直 
除 ” 为 互 乘 相 减 的 好 主意 。 他 说 :“ 假 令 为 同 齐 , 当 相 乘 左 右 行 定 。 
更 置 右 行 牛 十 羊 四 ， 值 金 二 十 两 ; 左 行 牛 十 、 羊 二 十 五 ， 值 金 四 
十 两 ， 牛 数 等 同 ， 金 多 二 十 两 者 ， 羊 差 二 十 一 ， 使 之 然 也 …… 以 
小 推 大 , 虽 四 、 五 行 不 异 也 。” 秦 氏 是 贯彻 刘 徽 这 一 理论 的 最 早 实 
践 者 。 

有 关 解 法 细节 将 在 三 个 范 题 选 析 中 详 述 。 

1. 缀 术 推 星 

问 ， 岁 星 合 全 经 一 十 六 日 九 十 分 、 行 三 度 九 十 分 ， 去 日 一 
十 三 度 乃 见 。 后 、 顺 行 一 百 一 十 三 日 、 行 一 十 七 度 八 十 三 分 ， 乃 


路 我 国 古代 圆周 的 365 六 等 分 为 一 度 ， 100 分 为 一 度 ,100 秒 为 一 分 ,以 下 百 分 ， 
你 小 分 、 小 秒 。 
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留 。 谷 知 合 侠 段 初 行 率 ， 末 行 率 。 各 几何 ?0 

( 答 数 : 初 行 率 0. 239 7 度 ,未 行 率 0. 230 7 度 、 卷 3 第 4 题 ) 

题 文 大 意 。 岁 星 ( 即 木星 )、 是 金 、 木 、 水 、 火 、 土 五 星 中 最 
先 被 人 们 认识 的 行星 。 因 为 它 最 明亮 ， 而 且 在 一 年 中 能 看 到 的 时 
间 最 长 。 先 秦 典 籍 如 《 书 ， 洪 范 》 就 明确 记载 :“ 王 省 唯 岁 ,” 之 
所 以 称 岁 星 , 因 它 约 12 年 绕 天 一 周 。 当 木星 与 太阳 在 黄道 同 经 度 
时 ， 称 “ 合 日 "， 人 们 看 不 见 它 ， 即 使 在 近 旁 ， 大 约 先后 33 日 也 
不 能 看 到 , 古称 合 伏 。 合 伏 之 后 , 它 在 黎明 时 出 现在 东方 天 空 , 古 
称 “ 晨 始 见 ”。 这 是 时 隔 399 日 ， 约 一 年 又 一 月 周期 的 天 象 .《 汉 
书 。 律 历 志 》 记 载 这 个 数据 。 如 冬至 所 在 月 ， 即 十 一 月 、 木 星 出 
现在 斗 、 牵 和 牛 座 间 , 称 卵 年 。 下 一 次 将 是 十 二 月 才 出 现在 獒 女 、 虚 
座 ， 称 展 年 。 再 一 次 是 一 月 出 现在 营 宿 、 东 壁 座 ， 称 已 年 …… 周 
而 复 始 , 经 12 年 ,恢复 到 原来 位 置 , 木星 一 年 一 次 变动 而 始 见 的 
位 置 ， 就 用 以 记 岁 。《 汉 书 ， 律 历 志 》 以 11. 92 年 为 周期 。 《后汉 
书 ， 律 历 志 》 则 定 为 11. 87 年 ， 与 今 测 11. 86 年 最 为 接近 。 

五 星 的 真 运动 是 从 西向 东 以 太阳 为 一 焦点 绕 太 阳 公 转 。 轨 道 
为 椭圆 。 我 们 在 地 球 上 观察 到 的 是 它们 的 视 运动 ， 有 时 从 西向 东 
运动 ， 称 为 峰 行 ， 有 时 反 是 ， 即 自 东 向 西 。 称 为 逆行 。 方 向 相反 
运动 的 转折 时 刻 ， 称 为 留 。 

百人 视 木 星 为 匀 加 ( 减 ) 速 运动 , 而 且 是 以 一 日 为 间距 (4) 的 阶 
梯 函 数 。《 九 章 算 术 ， 均 输 》 第 19 题 良 马 弩 马 题 就 是 一 例 @ 

题 意 是 说 , 木星 在 合 伏 时 间 刀 =16. 9( 日 ) 内 运行 角 距 0, 一 3.9 
( 度 ) 接 着 就 顺 行 , 共 时 间 i,=113( 日 ), 运行 角 距 8.==17. 83 度 , 求 
合 伏 段 初速 wo, 合 伏 段 终 速 wm, 此 即 顺 行 段 初速 及 顺 行 段 终 速 w@， 


全 所 求 各 数 ， 这 里 有 删 、 改 。 
5) 见 本 《大 系 》 第 二 卷 pp. 404~405 
全 wo，w|，wz 分 别 是 一 日 内 平均 角速度 。 
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解法 : 在 圆周 运动 中 对 于 连续 变 址 1, 初 角 速度 wo, 均匀 角 加 
速度 a, 角速度 w(t) 二 wo 十 at, 而 角 距 0(1) 二 wot 十 of:( 图 4.3.17 
左 ) 对 于 以 一 日 为 间距 的 离散 变 其 , 角速度 w==wo 十 a(t 一 1),0= 
wnt 十 方 at(t 一 1)。 (图 4.3.17 右 ) 


w=wo 十 a(t 一 1) 


w(t) = wat 


0(t) = wot 
1 


t —at’ 
2 1 


图 4.3,. 17 左 图 4. 3.17 右 
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照 此 说 法 ， 在 合 伏 段 (2 二 16.9) 
0.=woti+ ait —1), (x ) 
在 合 伏 以 及 顺 行 段 (t= 二 16.9 又 2 
i+ =wo(ti 二 ts) 二 让 六 af 十 (十 各 一 1)。 (x 关 ) 


以 题 给 数据 代入 ， ,显然 将 是 钠 人 为 使 < 是正 值 ， 可 以 写成 与 
(* )，(x x ) 等 价 的 另 二 方程 


b. 一 tao 十 了 ft 一 1)， (1) 
,+0 = (ttt) + Datt) (ett 1), (2) 

(2) 式 减 去 (1) 式 ， 就 得 到 
0 一 与 ?十 Fh 十 2 1)。 (3) 


这 正 是 本 时 术 文 所 说 “以 方 程 之 ,名 见 日 (a) 流 一 作 半 之 , 
见 率 | 扣 二， 以 伏 日 (44) 并 见 日 为 初 行 法 (4 十 ts)。 以 法 半 之 ， 加 
见 率 ， 共 为 伏 率 | 和 十 和 十 所 二 一 人 士 22 一 1| 。 以 人 日 箭 人 素 为 人 
差 | 二 6 十 22 一 1)| ， 以 见 日 乘 见 率 为 见 差 | 二 ttt 一 1)| 。 以 见 


] 


日 乘 伏 差 于 上 ,以 伏 日 乘 见 差 ， 减 上 。 余 为 法 | 二 az 二 oj。 以 
EN 为 泛 。 以 伏 月 乘 见 度 (0 ) 。 减 泛 ， 余 为 实 。 满 法 
一 ， 为 度 。 不 满 ， 退 除 为 分 秒 ， 即 得 日 差 (a)。” 
上 面 一 段 术 文 ， 秦 氏 细 致 地 述说 二 元 (w;,a) 一 次 方程 组 的 解 
之 一 一 一 & 与 已 给 数 4， ts, 0, 0, 的 关系 是 


人 D 把 题 设 末 速 we 作为 初速 ， 反 过 来 把 初速 wo 作为 末 速 。 
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t.01 —t10, 


Ftitaltit ts) 


在 草 文 中 秦 氏 并 末 把 数据 代入 (1)(3) 两 式 ， 列 出 类 似 于 
16. 9w? 十 2 044. 055a= 3.9, 
113w 十 6 328c 一 17. 83 
的 算 筹 图 式 以 求 a 值 ,而 是 直接 从 (1)(3) 两 式 经 过 相当 于 含 字 
母 的 系数 的 代数 恒 等 变 换 ， 消 去 未 知 数 w 以 得 到 a 与 i,t， 4， 
9, 的 关系 。 何 以 见得 ?以 消 元 知识 说 ， 对 于 (1)，(3) 两 式 当 要 消 
去 ws 这 一 元 时 , 必定 是 以 扎 乘 (3) 式 ,以 所 乘 (1) 式 两 端 然 后 做 减 
法 : 就 得 到 (4) 式 。 注 意 上 引 术 文 :“ 以 见 日 (it) 乘 伏 差 于 上 …， 以 
伏 日 (#1) 乘 见 差 …” 不 正 是 这 完全 相同 的 变换 吗 ? 得 到 公式 (4) 之 
后 ， 在 草 文中 可 看 到 秦 氏 一 一 代入 题 给 数据 ， 得 到 
_ 113X3.9—16.9X17.83 
x (16.9+113) 


。 (4) 


一 0. 001 123 66( 度 )。 


原著 说 ;“ 为 日 差 一 十 一 秒 二 十 三 小 分 六 十 六 小 秒 ” 结果 精确 到 一 
亿 分 之 一 。 


再 据 公 式 (* )、(x x ) 计 算 题 所 求 合 伏 段 初 行 率 


tt) 244i — at0, +40, 


2 
t,t 二 人 0， 2397( 度 )， 
二 wo 一 ti1Q 二 0. 220 7( 度 )， 
本 题 是 秦 氏 解 二 元 一 次 方程 组 之 例 。 所 以 术 文 说 :“ 以 方程 求 
之 ”他 的 解 题 有 特色 :以 他 娴 见 的 代数 运算 从 (1)(2) 变 换 到 (1)， 
(3) ,再 消去 用 古 汉 语 写 出 的 字母 系数 的 o 元 。 再 一 次 证 实 他 非凡 


QD 宋 元 数学 中 论文 集 ， 北 京 ， 科 学 出 版 社 ，1966:，92 一 93 
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的 代数 运算 和 建立 方程 的 能 力 。 

四 库 馆 臣 读书 至 此 , 评论 说 :“ 此 求 逐 日 之 递 差 为 日 差 也 。 术 
曰 ， 和 方程 ， 非 也 。 其 所 谓 见 数 者 ， 乃 徒 设 一 数 ， 宛 转 附 会 ， 使 
合 于 方程 之 行 利 也 : …… 特 多 立 名 目 ， 故 为 曲折 颠倒 ， 使 人 不 易 
辩 耳 。” 后 世 已 有 好 儿 位 学 者 反思 : 馆 臣 之 非议 是 不 恰当 的 。 馆 臣 
“ 求 逐 日 之 递 差 为 日 差 ” 之 说 虽 可 取 吕 ,但 秦 氏 的 设想 简易 可 行 ,不 
能 说 是 “ 故 为 曲 析 颠倒 ， 使 人 不 易 辨 耳 。” 

秦 氏 经 过 解 方程 组 所 给 出 的 日 差 (行星 加 速度 ) 与 41, 7;, 90,, 9， 
的 关系 有 一 般 意义 , 与 唐 代 僧 一 行 (683~727 年 ) 日 差 公 式 是 一 致 
的 ， 读 者 可 在 本 《大 系 》 第 四 卷 第 五 编 第 一 章 查阅 。 

2， 推 求 物价 

问 ， 榨 货 务 外 三 次 ， 支 物 准 钱 各 一 百 四 十 七 万 叶 文 。 先 搜 
沈 香 三 千 五 百 囊 ， 下 盏 昌 二 千 二 百 斤 ， 乳 香 久 三 百 七 十 五 套 。 
次 灾 沈 香 二 千 九 百 七 十 里， 下 再 二 千 一 百 三 十 斤 ， 和 乳香 三 千 五 十 
六 套 四 分 套 之 一 。 后 拨 沈 香 三 千 二 百 囊 ， 玻 再 一 千 五 百 斤 ， 和 乳香 
三 千 七 百 五 十 套 。 欲 求 : 沈 乳 香 、 下 再 、 里 、 斤 、 套 各 价 几 何 ? 

( 答 数 ; 沈 香 每 嘻 300 贯 文 ,乳香 每 套 64 贯 文 ,下 表 每 斤 180 
贯 文 , 卷 17 第 1 题 ) 

参考 译文 : 国家 专卖 局 发 放 物 资 三 种 ， 各 折合 现金 147 万 中 
文 。 先 拨 沈 香 300 襟 , 珠 表 2 200 斤 ,乳香 375 套 ; 其 次 拨 沈 香 2 970 


宫 ， 珠 表 2 190 斤 ， 乳 香 3 056 二 套 。 后 拨 沈 香 3 200 上 ,， 珠 表 ] 500 


全 李 保 .中 算 家 的 内 播 法 研究 ， 北 京 ， 科学 出 版 社 ，1957 
多 梭 货 务 ， 设 在 京师 的 处 理 官 卖 商品 机 关 。 

号 准 钱 ， 折合 现 金 。 

印 沈 耕 ， 药 材 原 产 印 度 ， 主 治 哮 器、 呕吐 。 

岛 。 琳 表 ， 息 虫 类 动物 产 热带 。 其 甲 为 中 药材 ， 解 毒 定 惊 。 
全 乳香 ,药材 ， 原 产 红 海 沿岸 一 带 。 
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斤 ， 乳 香 3 750 套 。 求 : 沈 香 、 乳 香 、 下 班 每 个、 斤 、 套 各 值 多 少 

钱 ? : z 

解法 : 原著 草 文 以 14 个 图 式 实录 筹 算 运 算 过 程 ， 其 “ 首 图 ” 

相当 于 列 出 增 广 矩阵。 遵照 《 九 章 算 术 ，。 方 程 ) 方程 术 , 先 右 、 次 

中 、 后 左 行 ， 常 数 居 顶 层 ， 沈 香 其 次 ， 珠 理 在 后 ， 乳 香 殿 后 ， 即 
钱 贯 [147 000 1 470 000 1 470 000 


沈 香 | 3 200 2 970 3 500 
下 更 | 1 500 2 130 2 200 
乳香 | 3750 3 056 二 375 


图 4. 3. 18 上 段 为 首 图 注意 其 分 数 表示 方法 。 把 中 行 四 个 数 都 
扩大 4 倍 ， 就 成 为 次 图 (图 4. 3. 18 书 影 中 段 ) 
接着 秦 氏 对 ”次 图 作 各 种 处 理 : 右 行 有 最 大 公约 数 25， 以 
此 约 简 全 行 。 求 出 中 行 ， 以 分 母 4 乘 各 元 素 ， 化 为 整数 。 最 大 公 
约 数 15， 以 此 约 简 全 行 , 左 行 有 公约 数 50， 以 此 约 简 全 行 。 于 是 
得 到 “ 定 率 图 ”:，( 书 影 下 段 ) 
29 400 392 000 58 500 


64 792 140 
30 568 88 
{9 815 15 


为 消去 左右 行 乳 香 元 素 前 者 各 元 素 乘 75， 后 者 乘 15， 做 减法 后 ， 
又 以 公约 数 30 相约 简 。 其 次 消去 中 、 右 行 乳香 元 素 。 前 者 各 元 素 
滋 15， 后 者 乘 815， 又 以 公约 数 10 相约 ， 得 “ 卦 图 ”; 

29 400 543 900 132 300 


64 724 318 
30 1 815 205 
195 0 0 


再 用 互 乘 相 消 ， 消 去 焉 理 元 素 ， 得 “和 干 图 "， 


J - 
rg 
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TT : 
:五 | 千 j 一 内 其 一 几 =-2oo 00% Hoe | 
“万 | 二 .和 干 子 中 | 克 : 
用 百 作 一行” 江 oo:| | 让 Wo 次 = oo | 
. 千 二 育 人 怨 。” 侣 -有 饥 20o | 于 外 下 #0 | 
: 狼 填 :人 扎 香 有 Ta0 | LE 
号 讲 一 下 而 | 于 
' 连 ，”: 民 瞩 四 母 天 
:得 右 得 税 众 一 由-=2o00 要 三 ET 上 os - 咱 Leeo | 
:一 行 儿 得 之 . 真 条 仙 
百 求 干 五 一 so 让] 一 而 二 六 福山 c < 
. 四 等 五 Hl 使 芳 一 其 >” 下 二 5 二 0 培 二 jj Co 
1 十 得 要 入 以 ”3 和 =Tao | 好) 二 j= 因 钨 几 | 
“类 二 二 十 余 ， | | | | 
i 斑 十 和 十 四 ~ 
;得 五 斤 前 通 \ 
-和 八 供 筷 趴 中 | 二 而 2 if 吕 过 loo jE 
-于 狗 得 沈 行 次 | 下 
, 人 敌 划 得 吉 汽 一 人 E si EE 
) 用 和 杭 衣 :一 : 数 ， = 间 芋 币 |. 下 十 本 
- 乳 得 .二 :万 :只 | 乳 上 册 x 


图 4. 3. 18 
29 400 543 900 12 862 500 
64 724 428 750 
30 1 815 0 
25 0 0 


进一步 约 简 右 行 ， 得 “了 卢 图 ”。 


继续 变换 得 “ 支 图 ”"“ 闽 图 ”"， 其 “ 痿 图 ”为 
10 200 180 300 
0 0 1 
30 1 0 
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最 后 得 系数 官 阵 为 单位 年 阵 的 “ 终 图 ” 
钱 贯 文 r64 180 300 


沈 香 |0 0 1 
束 表 |o 1 0 
关 香 1 0 0 


本 题 运 算 过 程 中 未 出 现 负 数 。 对 于 同一 方程 中 的 分 数 和 最 大 
公约 数 秦 氏 都 作 了 合理 处 理 。 层 次 分 明 ， 井 井 有 条 。 

3， 均 货 摊 本 

问 ， 有 海 舶 赴 务 加 抽 包 毕 。 除 纳 主 家 货物 和 外， 有 沈 香 五 千 入 
十 八 两 , 胡 株 包 一 万 四 百 三 十 包 ( 包 四 十 斤 ), 象牙 二 百 十 二 合 ( 大 
小 为 合 , 斤 两 俱 等 ) 条 甲 已 两 丁 四 人 合 本 博 到 外, 缘 昨 来 凑 本 , 互 有 
假借 。 甲 分 到 官 供 称 ， 甲 本 金 二 百 两 ， 盐 四 袋 钞 @ 一 十 道 。 已 本 
银 八 百 两 ， 盐 三 发 钞 八 十 八道 ， 酚 本 银 一 千 六 百 七 十 两 ， 度 由 一 
十 五 道 ; 丁 本 度 呆 五 十 二 道 ， 金 五 十 八 两 八 铁 。 以 上 共 估 值 四 十 
二 万 四 千 员 。 甲 借 乙 销 ， 已 借 丙 银两 借 丁 度 胖 ， 丁 借 甲 金 。 今 
合 搜 各 借 物 归 尿 主 名 下 为 率 ， 均 分 上 件 货物 。 答 知 原 金 、 银 、 窜 
盐 、 度 脱 尿 价 ， 及 四 人 各 分 得 香 、 株 、 牙 几何 ? 

( 答 数 : 甲 金 .每 两 480 贯 文 ,本 .124 000 贯 文 合 得 沈 香 1 488 


两 ,胡椒 3 050 包 11 厅 5 二 两 ,象牙 62 合 。 乙 盐 , 每 袋 250 贯 文 ,本 
76 000 贯 文 。 合 得 沈 香 912 两 ,胡椒 1 869 包 21 斤 2 总 两 ,象牙 38 


务 、 管 理 机 关 ， 这 里 指 市 船 司 。 

摘 ， 纳 税 。 

胡椒 ， 调 味 品 ， 原 产 热带 亚洲 。 

博 到 ， 南 宋 时 ， 海 外 贸易 专用 词 ， 参 见 第 三 编 第 三 章 第 四 节 。 

盐 袋 钞 ， 代 货 ( 专 卖 盐 ) 纸 券 。 计 基 单 位 为 三 袋 或 四 袋 。 四 袋 钞 一 十 道 ， 即 可 
卖 盐 4 袋 的 代 货 券 10 张 。 共 可 卖 盐 40 袋 。 


BOOOOO 
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合 。 丙 银 每 两 50 贯 文 ,本 123 500 贯 文 。 合 得 沈 香 1 482 两 ,胡椒 
3 037 包 39 斤 5 53 两 ,象牙 61 六 合 。 丁 度 有 .每 道 1 500 贯 文 。 合 得 


沈 香 1 206 两 ,胡椒 2 472 包 8 斤 3 3 两 ,象牙 50 广 合 。 卷 17 第 2 


题 ) 

题 文大 意 : 我 国 宋 代 海 运 并 业 发 达 , 海 船 直达 西亚 、 东 非 、 南 
洋 。 元 被 二 年 (1087 年 ) 设 立 福建 市 舶 司 ， 浙 路 市 舶 司 与 广 南 市 舶 
司 以 管理 三 省 海运 事业 。 本 题 是 说 四 人 出 海 经 商 。 归 航向 海关 纳 
税 后 ， 秀 余 沈 香 、 胡 椒 、 象 牙 等 进口 物资 。 出 海 前 四 人 人 入股 资本 
计 : 甲 : 黄金 200 两 , 盐 4X10=40 袋 ; 乙 : 白银 800 两 , 盐 3X 
88 二 284 农 ; 两 : 度 和 由 15 张 ， 日 银 1670 两 ， 丁 : 度 骨 52 张 ， 黄 


金 58 广 两 ,四 人 入 股 资本 各 值钱 10 600 贯 文 。 题 文 又 转 了 -个 村 


本 的 黄金 从 甲 借 来 ， 丙 的 度 内 从 丁 借 来 ， 乙 的 白银 从 丙 借 来 ， 甲 
的 盐 从 乙 借 来 。 也 就 是 说 自 有 财产 甲 仅 持 黄 金 , 乙 持 白 银 , 丙 、 丁 
各 持 盐 、 度 骨 纸 券 。 题 意 要 回答 四 黄金 (两 )、 白 银 ( 两 )、 度 骨 
( 张 )、 盐 ( 袋 ) 各 值 多 少 ? 四 四 人 各 持 财 产 折 钱 多 少 ? 图 按 入 股 前 
目 持 财 产 分 配 峰 余 物 资 ， 各 人 应 得 多 少 ? 

解法 ， 我 们 把 第 个 题 归 入 本 章 。 第 @@、 轿 题 已 归 入 第 一 章 第 
四 节 岂 。 秦 氏 术 文 与 上 题 推 求 物 价 大同 小 异 ， 而 列 出 筹 算 图 式 15 
幅 并 认真 写 出 运算 细节 的 草 文 达 1 500 字 , 是 自 刘 徽 注 《 九 章 算术 
* 方程 》 第 18 题 以 来 罕见 珍品 。 如 设 度 内 每 张 值 x 贯 文 , 白银 每 
两 值 y 贯 文 ， 盐 每 袋 值 z 贯 文 ， 黄 金 每 两 值 w 贯 文 ， 按 题 意 列 出 
方程 组 


中 第 二 段 分 配 比例 叙说 。 
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58 二 tb 十 52z 一 106 000 


1 670y 十 15z 一 106 000 

264z 十 800y= 一 106 000 

200w 十 40z 二 106 000 
用 征 阵 表示 正 是 秦 氏 所 作 “ 首 图 “次 图 ”( 图 4. 3.19) 现 用 阿拉 伯 
数字 表示 原著 中 国 数码 字 


oO 多 | 
本 | 三 
2 
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左 次 ((3)) 副 (@)) 右 
106 000 106 000 106 000 106 000 


全 | 58 十 0 0 200 


. 3 左 X3 
4 盐 0 0 264 40 
银 0 1670 800 0 
度 采 | 5。 15 0 0 
草 文 说 :“ 金 带 八 匆 , 是 三 分 之 一 两 ,， 乃 以 分 母 通 乘 左 行 诸 数 
… 为 次 图 。” 
318 000 106 000 106 000 106 000 
175 0 0 200 
(ii) 0 0 264 40 i 
0 1670 800 0 
156 15 0 0 


草 文 说 :“ 验 次 图 四 行 ， 皆 可 求 等 。 副 行 约 得 八 ， 约 之 。 次 行 
约 得 五 ， 约 之 。 右 行 行 得 四 十 ， 约 之 。… 各 得 数 ， 为 定 率 图 。” 
318 000 21 200 13250 2 650 


175 0 0 5 
... 左 X3 
(111) 0 0 33 ] _ 工 X3 。 
地 X156 
0 334 100 0 
156 3 0 0 


草 文 说 :“ 力 以 定 图 次 行 之 度 脱 三 因 左 行 。…, 次 以 左下 度 赚 
一 百 五 十 六 乘 次 行 。…， 得 维 图 .” 
954 500 3307 200 13250 2650 


525 0 0 5 x 

(CIV ) 0 0 33 ] 大 二 
0 52 104 100 0 
468 468 0 0 
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草 文 说 ;“ 力 验 维 图 左 及 次 行 之 下 , 度 碟 等 。 当 相 减 之 … 当 以 
左 之 少 积 ， 减 次 之 多 积 ，… 乃 成 音 图 。” 
左 次 (@) “ 副 (@) 右 
318 000 2 353 200 13 250 2 650 


175 一 929 (0 5 
右 久 105 
(v) 0 0 33 1 “| 一 一 一 ~ 
0 52 104 100 0 
156 0 0 0 


草 文 说 :“ 今 视 音 次 行 之 负 金 ， 当 以 右 行 之 正 金 补 之 , 而 其 数 
不 等 ， 先 以 右 金 五 ， 约 次 金 ，… 得 一 百 五 ， 以 乘 右 行 毕 …， 其 副 
次 左 三 行 如 音 图 ， 故 乃 成 区 图 。” 

318 000 2 353 200 13 250 278 250 


175 一 025 0 525 加 + 二 
, 十 
(v1) 0 0 33 105 
右 二 105 
0 52 104 100 0 
156 0 0 0 


划 文 说 :“ 今 视 艾 图 右 行 之 金正 , 与 次 行 之 金 负 , 适 等 。 即 用 
右 行 直 加 次 行 … 而 成 政 图 。” 
318 000 2631 450 13 250 2 650 


{33,105) 二 3 
] 75 0 0 5 33 二 3 一 11 
Cvii) 0 105 33 1 TT 
V1i DX1l, @Xx35 
0 52 104 100 
156 0 0 0 


草 文 说 :“ 今 视 政 图 ， 从 省 , 乃 择 其 诸 行 本 色 , 可 求 等 , 首 金 
可 、 盐 亦 可 ， 盖 金 多 盐 少 ， 力 以 政 图 副 次 两 行 盐 数 三 十 三 与 一 百 
五 求 等 ， 得 三 ， 故 以 三 约 三 十 三 ， 得 十 一， 以 乘 次 行 ， 又 以 三 约 
一 百 五 ， 得 三 十 五 ， 以 乘 副 行 毕 … 列 成 下 图 。” 
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左 次 (@) 副 (@)) 右 
318 000 28 945 950 463 750 2 650 


175 0 0 5 
(viii)| 0 1 155 1] 155 1 -所 

0 573 144 3 500 0 

156 0 0 0 


草 文 说 :“ 乃 视 上 图 副 行 积 少 , 次 行 积 多 ， 即 以 副 行 求 减 次 行 
… 既 毕 … 列 为 官 图 。” 
318 000 28 482 200 13250 2 650 


175 0 0 5 

(ix)| 0 0 33 ] |- 旦 =569 644 
0 569 644 100 0 
156 0 0 0 


草 文 说 :“ 验 宫 图 次 行 下 ,只 有 银 … 独 一 数 以 为 法 , 次 行 积 为 
实 ， 实 如 法 而 一 ， 得 五 十 贯 ， 为 银 一 两 价 ， 而 成 干 图 。” 
318 000 50 13250 2 650 


175 0 0 5 
(x)| 0 0 33 1 | 
0 1 100 0 
156 0 0 0 


草 文 说 :“ 乃 以 干 图 副 行 银 一 百 两 乘 两 价 … 以 减 干 图 副 行 之 积 
…， 记 … 而 成 曜 图 .” 
318 000 50 8250 2650 


175 0 0 9 

(Xx1) 0 0 33 l O33 
0 ] 0 0 
156 0 0 0 


草 文 说 :“ 万 以 醒 图 副 行 之 积 为 盐 实 , 以 其 下 盐 三 十 三 袋 为 法 
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除 之 ， 得 … 盐 一 袋 价 ， 而 成 支 图 。” 
318 000 50 250 2 650 
175 0 0 5 


156 0 0 0 
草 文 说 :“ 乃 以 支 图 右 行 盐 一 袋 遍 乘 副 行 毕 , 其 副 积 只 得 二 百 
五 十 吐 ， 次 以 副 行 直 减 右 行 毕 ， 右 积 余 二 干 四 百 贯 ， 金 天 两 、 盐 
空 ， 而 成 疼 图 。” 
次 副 . 
(@) (®) 在 
318 000 50 250 2 400 
175 0 0 9 


LL 有 二 5 
(xiii ) 0 0 1 0 左 一 ( 右 二 5)X175 
0 l 0 
156 0 0 0 


草 文 说 :“ 广 以 头 图 右 积 二 千 四 百 贯 为 实 , 金 五 两 为 法 , 除 之 ， 
得 四 百 八 十 贯 ， 为 金 一 两 ， 成 定 图 。” 
234 000 50 250 480 


0 0 0 l 

(xlv) 0 0 1 0 - 开 156、 
0 ] 0 0 
156 0 0 0 


草 文 最 后 说 :“ 今 验 定 图 左 积 …, 以 左下 度 内 一 百 五 十 六 道 为 
除 之 ， 得 一 干 五 百 贯 为 一 道 价 ， 以 成 终 图 。” 


路 
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1500 50 250 480 


金 0 0 0 1 
盐 | .0 0 1 0 
(xv) 0 1 0 0 
度 由 [1 0 0 0 


本 例 在 矩阵 变换 过 程 中 多 处 出 现 负 数 , 例 如 音 图 次 行 金 列 为 

负 , 经 过 变换 , 终 化 政 图 次 行 金 列 为 空 , 这 在 草 文中 已 有 交代 , 互 乘 

相 消 。 秦 氏 在 得 政 图 后 说 :“ 从 省 ”( 化 简 )。 当 出 现 有 三 处 有 最 大 公 

约 数 ,他 的 选择 原则 是 从 小 ( 约 数 ) 到 大 ， 在 卜 图 中 (2 631 450， 

13 250) 王 50，(52 104,100)=4，(105,33) 王 3， 他 挑选 后 者 ， 是 
最 佳 选 择 。 终 图 系数 矩阵 为 单位 矩阵 (图 4. 3. 20 为 书 影 ) 

= . 次 | 蜀 


上 ooocc 俩 期 oooo 偶 
文 文 


出 


| 
| 
| 


一 03000 贷 三 Joooo 俐 
. 文 广 


326 第 四 章 不定 分 析 


第 四 章 不 定 分 析 


第 一 节 ”一 次 同 余 式 组 (类 条 术 》 


《 数 书 九 章 》 把 大 衍 类 列 于 九 类 之 首 ， 四 库 本 又 把 大 入 术 轩 
大 衍 类 最 前 列 ， 起 到 提纲 桶 领 作 用 ， 可 见 是 术 的 重要 意义 ， 


一 数学 原理 


为 叙述 和 读者 阅读 方便 ， 现 在 先 用 现代 数学 语言 整理 与 大 本 
术 有 关 的 数学 命题 ,然后 述 其 历史 发 展 。 下 文 以 记号 (a,b,…,c)， 
fa,，65，…，c) 分 别 记 自 然 数 a,5，…,c 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 
倍数 。 

最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 

将 a, 4b 作 欧 几 里 得 算法 ， 运 算 
=qi+ (0<n<b), 


a 
b 
b r 
六 一 9 十 六 《0<<”?<< ri ) 9 


二 宙 夫 大 和 井 认识 和 者 色 


Tn—i Tantil 
二 qn+1 十 7 (0<< 六 < rm )。 
n n 


r 


定理 1( 更 相 减 损 术 ) ”如 果 上 述 运 算 中 + 二 0， 那么 x,= 
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1 一 (riyr) 一 一 (rob) 一 (ay0) 岂 
定理 2.1 当 (a,5) 王 1， 记 连 分 数 
1 1 1 
qz 十 dq3 十 "… 十 Qn J 
那么 (Dh =qrkniths 2s, ko=1, ki=q, kti=a; 
ON=qrjn-1t jr-z, jo—=0, 有 n=1l, jn+1=b。 
定理 2.2 kj,_1 一 ki1j; 二 (一 1)"。 
定理 3.1 (a,bycyt sd)=((a,b), ce, d), 
定理 3.2 如 果 a= 二 aig，6b 二 hg，…，c 二 cig， 那 么 
(asbs ec) =g(a pyC1)。 
定理 4 (a, b,c, ,dd})=(la, pl, ce, ,dd}, 
定理 $5 〈( 少 广 术 ) 设 有 nn 个 自然 数 jp，mz，*…，m,。 
如 果 其 中 最 大 一 个 ,不 妨 设 是 ji;。 取 (mi,m,) 以 约 简 相应 的 mi 一 
1,2,…,n)。 得 到 男 一 组 自然 数 pl，p:，…，p,-1，1。 如 果 其 中 最 
大 一 个 是 ， 不妨 设 为 p,-1。 取 (pi;,p,-1)， 约 简 相 应 的 pi(i 二 1,2， 
“一 1)， 得 到 男 一 组 自然 数 gi ，gs，…，g,_-;:，1，1。 上 反复 这 一 
手续 ， 直 至 个 自然 数 全 都 既 约 为 止 ， 那么 ， 
{m1, M2, *""*， ma} 一 mainp 19 2" oo 
定理 6.1 如 a, 2 的 素 因 数 标准 分 解 式 为 
a= prp2ph, b=phipe'pr, 0 Bi>0， 那 么 
(a,b)= pr pa" pr, 
(ta, 5}=priperpr,， 其 中 ;=min(a,B,)， 6;=—=max(la,p) 
;一 1，2，…，A， 因 此 


qi 十 


中 当 六 一 mm -2 一 gr 一 0 时 ， 自 《 九 章 算术 》 成 书 以 来 ,我国 数学 界 习惯 于 , 也 
由 于 计算 工具 的 原因 ， 计算 六 一 Jr 一 《ga 一 ra 一 1 一 rn 一 1 故 称 re rn-1 为 等 数 ， 而 改 
使 = + 一 mm 一 re 一 0。 


四 详 节 见 本 《大 系 》 第 二 卷 第 二 编 第 二 章 第 三 节 。 
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定理 6.2 (a, 6)(a, b!}=ab, 

定理 7( 秦 九 毅 定理) 设 有 nn 个 自然 数 my，m2，…，m。 

定理 7. 1 如 果 它 们 不 两 两 互 素 , 按照 下 面 手续 , 求 出 各 自 
定 母 ju， Ho，“"”” 9， rn， 那么 


DI p= {m, m2y "Mal; 
Op lm 
(Cp,p) 二 1， 其 中 1 志 i，j 二 nn。 
在 m1， Plo ”177n 中 取 定 一 数 ， 不 妨 说 是 ja， 又 取 (m 1， 


mr) 一 必 。 如 果 | 于， | = 他 ，m 作为 各 自 的 准 


定 母 。 如 果 d;>1， 而 | mw， | 一 da 一 1， 就 把 Pa 一 1 闻 作 为 各 
自 的 准 定 母 ,如 果 di 之 1, 又 d;>1, 而 | ds | ==d, 一 1, 就 


取 -和 ,ds 作为 准 定 母 ,如 果 心 >1, 照 同样 手续 继续 运算 下 去 
由 于 mm 是 有 限 的 数 , 一定 存在 A 使 


Min—l] ， 
ZA dd 一 1， 就 取 了 7 dsd4…dh 作为 


Min—1? ma 的 准 定 母 /1， pe 

使 Ls: 继续 依次 与 Maz 3， 9, D2, MI 进行 上 述 同 样 运 
委 ， 这 些 运 算 的 结果 记 为 yl ,ys,，… ,KW,-1, po 其 中 第 个 与 其 
他 各 数 都 已 互 素 ， 已 是 定 母 ， 其 余 都 是 准 定 母 。 

在 yl，J2，*…Js-! 中 取 定 一 数 ， 不 妨 取 pj,-,， 作 上 述 同 样 
运算 ， 其 结果 记 为 A ，p2，…，J,-2，Jn-1，14。 除 末尾 两 数 已 
是 定 母 外 ， 其 余 都 是 准 定 母 。 

关于 mp， 对 pi 二 n 一 3,n 一 4,…,2,1) 作 上 述 同样 运算 。 得 
HA 1， AL z， “1 Hn, Hr-2s Hal Hn 除去 末尾 三 数 已 是 定 母 外 ， 
其 余 都 是 准 定 母 …… ， 经 过 nn 一 1 回 运算 ， 结 果 记 为 Hl» Hs 
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Hp-l，Am。 这 就 是 ml，mz，…，mr-i，m 各 目的 定 母 。 

在 第 四 段 大 衍 术 今 释 中 将 进一步 作出 证 明 。 

定理 7. 2 如果 它 们 不 两 两 孔 素 ， 且 有 公约 数 。 设 其 最 大 公 
约 数 是 gg; pi 二 gm m= 二 gn ， ,二 gm ， 则 把 加， 
…，m', 按 定理 7，1 求 出 各 自 定 母 jn，jz，…，p。 在 其 中 任意 
取 一 定 母 , 不 妨 设 p， 则 py， pz，…， gp 是 所 求 mi， m2， 14 
各 自 的 定 母 。 

定理 7，3( 高 均 定 理 ) ”如 果 它 们 不 两 两 互 素 , 按照 下 面 手续 
可 以 简便 求 出 定 母 及 其 生母 . 

把 mi， Mz yg Pla, Mil, 目前 而 后 (或 自 后 而 前 ) 排 成 左 列 。 
右 列 首 行 记 ms。 按照“ 连环 求 等 , 约 彼 存 此 ”法 则 ,xm 不 变 ， p11 
成 为 准 定 母 。 记 入 相应 的 左 一 列 。 右 列 第 二 行 记 mm',_1。 又 按照 
连环 求 等 、 约 彼 存 此 法 则 对 .72 和 1，m,-z 运 算 ，mm,-z 成 为 准 定 母 
mn_-2， 记 入 左 一 列 第 二 行 。 有 有 列 第 二 行 记 psn jm ,_，， 后 者 又 
与 ms-3 作 同一 运算 ， 叉 得 准 定 母 m1',_3。 那 么 左 一 行 依次 是 nm， 
7 Mm'n_2, """, 17 2， j 1， 依次 作 续 等 变换 、 约 此 乘 彼 ， 使 两 


两 豆 素 ， 记 在 左 二 列 ， 这 就 是 所 求 定 母 ， 而 右 列 未 一 数 中 ww'; 就 
是 所 求 衍 母 ， 


| 六 而 


: ; 一 
Hn—3 M3 | 

| 
I 
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定理 8( 张 丘 建 法 则 ) 分 数 周期 和, 元 ，…， 了 的 公共 周期 是 
{a, Pp, »e) 
(a,bp,…f) ° 
一 次 同 余 式 
定理 9 az=c(mod 6) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 (ea,p) |c。 
定理 10( 大 衍 求 一 术 ) 
az 三 1(mod 5)， 其 中 (a,5b)==1 的 解 是 
20 一 思 一 dj -1 十 12。 
这 里 gq， 是 对 六 做 欧 几 里 得 算法 第 n 次 商 , 相应 的 ==1, rs,41==0， 
且 ? 是 奇数 .0 
从 定理 2.2 得 名 tijs 一 krjnti 二 1, 又 (a,b)==1, 得 41 一 a » Jntl 
二 bp， 易 知 命题 为 真 。 
定理 11. 1 如 果 axr 寺 1(mod b), 而 a>b, 取 0 过 a 过 6b, 而 
4 三 a1l(mod b)， 那 么 azr 寺 1(mod 5b) 与 ar 三 1(mod 0) 等 价 。 
定理 11. 2 ”如 果 axr 夺 1(mod 5) 的 解 是 x6, 那么 cz=c(mod 
bp) 的 解 是 x+ 二 cxo (mod 5) 


定理 12 当 xz 除 以 人 ， 有 余数 广 ， 记 为 


C a 
pmod 7 

(有 如 果 冲 =1, 而 产 是 偶数 .可 以 调整 ,使 wonfi=rn -一 1 那么 m=rmfi 一 rm 
一 CIrm 二 |; 而 ”为 奇数 ， 这 时 rm 和 rm 1 来 说 是 等 数 。 
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此 式 与 pz=c(Gmod a) 同 解 。 
一 次 同 余 式 组 
Zr (mod m),， 
定理 13 T=r,(mod m,) 
有 和 解 的 充分 必要 条 件 是 Cm,m2)| |r 一 r2|。 
定理 14( 孙 子 定理 或 中 国 剩 余 定理 )+ 
如 果 (mi,m))= 二 1]，1 志 1，j 志 Xn，i1 关 7， 那么 
rr (mod n )， 


rr, (mod n,),， 


rr, (mod m,) 
的 解 是 z z= 2 MFir(mod AI) 。 


其 中 M= 开 mm，M 一 兴 ， 忆 是 同 余 式 MiF=1(mod mi) 的 解 。 
定理 1. 1 如 果 p"ps*…p 六 是 m 的 素 因数 标准 分 解 式 , 那 


么 同 余 式 
rt 三 r(mod m) (1) 
与 同 余 式 组 
Zr(mod p1"), 
r=r(mod p,”), (2) 
X=r(mod p,”) 
等 价 。 


设 zo 是 (1) 的 解 ， 根据 同 余 式 的 定义 m||zxo 一 r|， 因 此 
pe | [zo 一 7 二 1,2,…,j) ,上 反之 亦 然 ， 因此 命题 为 真 。 


《中国 大 百科 全 书 》p，668. 
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| 
定理 15.2 如 果 pm"，p" 中 a1>>a,:， 那 么 同 余 组 
X=ri(mod p”), 
z=r, (mod p”) 
与 同 余 式 zr 三 mi(mod p”") 等 价 。 
从 定理 15. 1 得 证 。 
定理 16 如 果 Gmi,mj) 一 4， 不 恒 等 于 1,，1<i，j<n, i 关 j， 
X=r! (mod m,), 
Tr, (mod m,), 


那么 同 余 组 


Xr, (mod m,) 
与 
rr! (mod py),， 


Tr, (mod jy,),， 


rr, (mod y,) 


等 价 ， 其 中 pm 与 m; 有 以 下 关系 ， 即 六 是 六 的 定 母 ， 


DI = {mn,, Ny, oo, Mm}; 
plm;; 
(pn))=1, 

从 定理 15.1，15. 2 可 知 命题 为 真 ， 

定理 17( 大 衍 总 数 术 ) 

定理 17.1 定理 16 中间 余 式 组 的 通 解 是 


7 一 2 MFior(mod M), 


其 中 ， Mi 天 ，Fw 是 同 余 式 Ms=1mod 4p) 的 解 ， 
定理 17.2 定理 16 中 同 余 式 组 的 通 解 也 是 
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MPiorm 十 MaFaors 十 … +| MiFa 士 广 十 … 


| 
(71219772 ) 

二 | MRP 于 二 地 | 六 十 … 十 APFr mod M), 
从 定理 13， (mi»m)) | 天 一 下， 那么 


， M | M | 
[MPa 二 jn+ MP 二 | 
=Mi Fart MP nriT mm M= MF iori + MF jor; (mod M) 
定理 17. 3( 张 效 仁 定理 ) 


X= 2 Mr (mod M) 与 


Z 三 2 AMfPor (mod M) 等 价 
其 中 r: =r; (mod m;), 
证 明 因为 jjm;， 也 就 是 说 m==nip;， 又 
r=ri Tpit=r pnip, 其 中 pi， 7 都 是 整数 。 


那 么 2 nbir;' = 2 MiF(r,— pinipi) 
一 2 MF,r. -一 2 pinF Mirpe 
= 2 MFiri— 2 pF M 


一 之 / MFr(mod M), 
定理 17. 4( 许 纯 谣 定理) 


z= 2 MiFir,(mod AM) 中 如 产 为 min rr 一 1, 2 1) 


中 证 明 参 见 第 五 编 第 二 章 第 二 节 ， 四 、 许 达 盘 。 
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那么 z+ 二 ri 十 2 MiF(r,—r) (mod M)， 


定理 18 2 MF=1(mod M) 
我 们 知道 

MF,=1, (mod py),， 
[po (mod Am) 天 力 ， 


那么 2 MiF;=1(mod 4) GG=1,2,.,n) 


这 等 价 于 js| SYMP 1, 
:=1 
又 由 于 (yp 一 1， 1 委 ) 迄 7 ， 1 天)， 那么 
2 MFi=1(mod ]] 1)=1(mod MD)， 


定理 19 ( 黄 宗 宪 定理 )" 
对 于 定理 16 中 的 同 余 式 组 可 以 用 代入 法 逐步 获 解 ,不 妨 设 模 


数 j 这 m2 二 … 这 ms-1 记 m;。 先 解 : 


X=ri(mod 1 ) =r, (mod m;) 

二 者 的 解 是 x=rni 十 jj 一 r2) (mod jp) (x) 

其 中 jy， pz 是 mil，ms 的 定 坪 ,ri' 二 ri(mod AP) 

-1 是 jr 三 一 1(mod pw) 的 解 ， 而 +r- 二 1，r, 二 0，n 是 单数 。 
再 把 同 余 式 ( * ) 与 + 寺 ry(mod ms) 联 立 ， 同 法 求解 ， 照 此 运 

外 ， 直 至 与 zsm(mod m) 联 立 ， 所 得 结果 就 是 所 求 通 解 。 

- 大 衍 术 历史 回顾 


Ce 


还 在 先秦 时 期 我 国 对 求 几 个 数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 已 
有 完整 的 认识 和 明确 的 算法 。 与 西方 不 同 的 是 ， 当 时 我 国 没有 素 


全 证 明 参 见 第 五 编 第 二 章 第 一 节 ， 六 、 黄 宗 宪 。 
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数 概念 ， 不 把 所 求 数 分 解 为 素 因 数 各 ， 而 直接 参 子 运算 ， 有 其 特 
色 和 长 处 。 

更 相 减 损 术 (定理 1) 与 欧 几 里 得 《原本 》 卷 11 命题 2 同 义 , 还 
有 刘 徽 言 简 意 凡 的 证 明 ， 这 种 算法 对 于 大 数 、 对 于 求 几 个 数 的 最 
大 公约 数 ， 长 处 尤为 突出 ， 举 例 说 用 此 术 : (1008,1260,882， 
1134 ) 一 (1008 一 882,1260 一 1134,882,1134 一 882) 一 (126,126， 
882 一 126X6,292 一 126) 一 (126,126,126,126)=126 立刻 得 到 等 
数 ， 最 大 公约 数 。 这 种 算法 比分 别 把 四 个 数 分解 为 素 因 数 ， 或 逐 
次 两 两 求 最 大 公约 数 显 然 要 简便 得 多 。 张 德 世 在 所 著 《 整 数论 》 卷 
1( 科 学 出 版 社 ,1956,p. 53) 介 绍 这 种 方法 , 并 在 序 文中 说 : 是 他 在 
德国 柏林 大 学 数学 系 昕 许 尔 (1 Schir ,1875 一 1941) 博 士 数 论 课时 
学 来 的 。 其 实 我 国 在 二 干 多 年 前 已 熟 说 其 法 ，。 

少 广 术 (定理 5) 求 几 个 数 的 最 小 公 倍数 也 有 其 特色 和 长 处 ， 


举例 说 ， 要 求 几 个 单位 分 数 之 和 ， 只 需 
工 工 i l,l,l 
2 二 3 二 45 十 6 二 7 

7 7 7 7 

| 之 十 工 十 工 十 工 十 工 十 下 二 7 
=|21+14+ 开 + 经 +7+6j 二 7 二 6 
( 


en 
rp, 


105 二 70 十 1 十 42 十 35 十 30j 二 7 二 6 二 5 


210 十 140 十 105 十 84 十 70 十 60) 二 7 二 6 二 5 二 2 


mm 
mm 


一 一 
一 -一 


当时 用 算 筹 为 工具 , 其 优点 更 为 显著 。 即使 在 今日 小 学 教学 中 , 仍 
不 失 为 可 以 推荐 的 运算 方法 。 

求 几 个 周期 的 公共 周期 (定理 8) 最 早出 现在 《孙子 算 经 》 和 
《 张 丘 建 算 经 》 中 ,前 者 为 整数 , 后 者 进而 为 分 数 , 这 是 当时 制订 
历法 所 必需 ,与 此 同时 也 牵涉 到 解 同 余 式 组 问题 。《 孙 子 算 经 》 卷 
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下 物 不 知 数 题 已 具 解 题 (一 般 情 况 ) 的 雏形 (定理 14) 。 之 所 以 称 为 
孙子 定理 或 中 国 剩余 定理 ， 是 推崇 他 在 时 间 上 领先 ， 而 且 以 所 附 
解法 为 线索 就 可 以 解 同类 问题 ,但 毕 竞 当时 命题 初 成 , 远 远 谈 不 
上 完整 ,其 主要 缺陷 在 于 : 中 对 形 如 定理 14 的 同 余 式 组 的 解 只 赁 
猜测 , 无 一 般 解 法 .对 一 组 同 余 式 ”M 玉 二 1(mod m,) 的 解法 也 
未 总 结 为 一 般 形 式 。 伟 模 数 仅 限 于 两 两 互 素 的 正 整 数 , 未 涉及 
一 般 情 况 ， 而 后 者 恰 是 生活 、 生 产 中 无 法 回避 ， 特 别 是 在 制订 历 
法 时 就 要 遇 到 以 小 数 、 分 数 以 及 不 两 两 互 素 ，、 甚 至 有 公约 数 的 模 
数 。 中 未 及 深入 讨论 命题 的 证 明 ， 同 余 式 、 同 余 式 组 有 解 的 条 件 
等 理论 问题 。 

前 人 丰硕 的 黄 基 工作 为 秦 九 前 准备 了 良好 条 件 ， 在 《 数 书 九 
章 》 所 创 大 衍 术 是 孙子 数学 论点 的 继续 和 发 展 ， 完 整地 解决 了 上 
述 作 至 人 三 项 ， 而 且 已 接触 到 弥补 第 兮 项 缺陷 的 契机 。 

大 衍 术 及 其 有 关 问 题 因 各 种 原因 长 期 漂 没 ,直至 四 库 开 馆 , 才 
逐渐 为 学 者 们 重视 。 其 中 四 库 馆 臣 (1772) 以 及 张 敦 仁 (1754~ 
1834) ， 焦 循 (1763~1820) ， 李 锐 (1773~1817)， 骆 腾 凤 (1770 一 
1841)， 时 日 醇 (1807 一 1880)， 黄 宗 宪 (活动 在 19 世纪 下 半 叶 ) 的 
研究 成 果 几 乎 已 足以 解释 秦 氏 全 部 理论 。 


三 大 衍 术 
本 术 共 855 字 。 以 下 分 段 、 标 点 并 编 段 号 和 添 句 码 ， 照 录 原 
文 。 括 弧 内 字 系 笔者 添 入 ， 非 秦 氏 原文 。 
第 1 段 ( 模 数 分 类 ) 
1.， 置 诸 问 数 ， 类 名 有 四 。 一 日 元 数 。 谓 尾 位 见 单 零 者 ， 本 门 
拱 普 、 酒 息 、 解 案 、 失 米 之 类 是 也 。 二 日 收 数 。 谓 尾 位 见 分 厘 者 ， 
假 令 冬至 三 百 六 十 五 日 三 十 五 刻 ， 欲 与 甲子 六 十 日 为 一 会 ， 而 求 


人 参见 第 六 编 第 四 章 第 三 节 . 
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积 日 之 类 。 三 日 通 数 ， 谓 通 数 各 有 分 子 、 母 者 ， 本 门 问 一 会 积 年 
是 也 。 四 日 复数 。 谓 尾 位 见 十 或 百 及 干 以 上 者 ， 本 门 筑 卉 并 急 足 
之 类 是 也 。 

第 2 段 ( 求 模 数 的 定 母 ) 

第 2. 1 段 ( 元 数 ) 

2， 元 数 者 ， 先 以 两 两 连环 求 等 , 约 奇 弗 约 偶 , 或 约 得 五 ， 而 
彼 有 十 ， 乃 约 偶 、 而 弗 约 奇 。 

3， 或 元 数 俱 偶 ， 约 毕 ， 可 存 一 位 见 偶 。 

4， 或 背 约 ， 而 犹 有 类 数 存 ， 姑 置 之 ， 俊 与 其 他 约 遍 ， 而 后 用 
与 站 置 者 求 等 ， 约 之 

5. 或 请 数 皆 不 可 尽 类 , 则 以 诸 元 数 会 日 复数 , 以 复数 格 入 之 。 

第 2. 2 段 ( 收 数 ) 

6， 收 数 者 ， 乃 命 尾 位 分 厘 作 单 零 。 以 进 所 问 之 数 。 定 位 旋 ， 
用 元 数 格 入 之 。 

7， 或 如 意 立 数 为 母 ， 收 进 分 硅 ， 以 从 所 间 ， 用 通 数 格 入 之 ， 

第 2. 3 段 ( 通 数 ) 

8.， 通 数 者 ， 置 问 数 ， 通 分 纳 子 ， 互 乘 之 ， 丝 日 通 数 。 

9. 求 总 等 ,不 约 一 位 ， 约 众 位， 得 各 元 法 数 ， 用 元 数 格 入 之 

10， 或 诸 分 母 数 繁 ， 就 分 从 省 通 之 者 ， 皆 不 用 原 各 母 。 仍 求 
总 等 。 存 一 位 ， 约 众 位 ， 亦 得 元 法 数 ， 亦 用 元 数 格 入 之 。 

第 2.4 段 (复数 ) 

11, 复数 者 , 问 数 尾 位 见 十 以 上 者 。 以 诸 数 求 总 等 存 一 位 ， 
约 众 位 ， 始 得 元 数 。 

12， 两 两 连环 求 等 , 约 奇 弗 约 偶 ， 复 乘 偶 ,或 约 偶 。 或 约 奇 ， 
复 乘 奇 

13， 或 彼此 可 约 ， 而 犹 有 类 数 存 者 、 又 相 减 以 求 续 等 。 以 续 
等 约 彼 ， 则 必 复 乘 此 ， 乃 得 定数 。 

第 2.5 段 ( 一 般 注意 事项 ) 
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14，、 所 有 元 数 、 收 数 、 通 数 三 格 ， 名 有 复 乘 求 定 之 理 ， 悉 可 
入 之 。 

15， 求 定数 ， 勿 使 两 位 见 侦 。 

16. 勿 使 见 一 太 多 。 见 一 多 ， 则 借用 繁 。 不 欲 借 ， 则 任 得 一 。 

第 3 段 ( 大 衍 求 一 术 ) 

第 3.1 段 ( 衍 母 . 衍 数 .奇数 ) 

17， 以 定 母 相 乘 为 生母 。 

18， 以 各 定 母 约 入 母 ， 各 得 衍 数 。 或 列 各 定 母 于 右 行 ， 各 立 
天 元 一 为 子 于 左 行 。 以 母 互 乘 子 ， 亦 得 街 数 。 

19， 诸 衍 数 各 满 定 母 ， 去 之 。 不 满 日 奇 。 

第 3. 2 段 ( 列 式 、 求 解 ) 

20， 以 奇 与 定 用 大 衍 求 一 入 之 ， 以 求 乘 率 。 或 奇 得 一 者 ， 便 
为 乘 率 。 

21. 大 衍 求 一 术 云 : 置 奇 右上 ， 定 居 右 下 。 与 天 元 一 于 左上 。 
先 以 右上 除 右 下 , 所 得 商 数 ,与 左上 一 相生 出 ， 入 左下 。 然 后 乃 以 
右 行 上 下 ， 以 少 除 多 ， 递 互 除 之 ， 所 得 商 数 随 即 递 互 累 乘 ， 归 左 
行 上 下 。 须 使 右上 来 后 奇 一 而 止 。 乃 验 左 鞋 所 得 ， 以 为 乘 率 。 

22， 或 奇数 已 见 单一 者 ， 便 为 乘 率 。 

第 4 段 ( 大 入 总 数 术 ) 

第 4. 1 段 ( 论 用 数 ) 

23， 置 各 乘 率 ， 对 乘 街 数 ， 得 泛 用 。 

24， 并 泛 ， 课 衍 母 ， 多 一 者 为 正 用 ， 

25. 或 泛 多 入 母 倍数 者 ,， 验 元 数 , 奇偶 同类 者 ,， 损 其 半 倍 。 或 
二 处 同类 ， 以 三 约 入 母 ， 于 三 处 损 之 。 各 为 正 用 数 。 

26， 或 定 母 得 一 ， 而 衍 数 同 衍 母 者 ， 为 无 用 数 ， 当 验 元 数 同 
类 者 、 而 正 用 至 多 处 借 之 。 以 元 数 两 位 求 等 ， 以 等 约 入 母 为 借 数 


全 焦 循 在 其 《天 元 一 释 》 中 说 ;“ 相 生 即 相 胶 ”. 
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损 有 、 以 益 其 无 ， 为 正 用 。 

27， 或 数 处 无 者 ， 如 意 立 数 为 母 ， 约 衡 母 、 所 得 以 如 意 子 乘 
之 ， 均 借 补 之 。 

28. 或 从 从 省 ， 勿 借 ， 任 之 为 空 ， 可 也 。 

第 4. 2 段 ( 求 答 数 ) 

29， 然 后 其 余 各 乘 正 用 、 为 各 总 。 

30， 并 总 ， 满 衍 母 去 之 ， 不 满 为 所 求 率 数 。 


四 今 释 


现 把 大 入 术 中 30 名 话 ， 与 大 衍 类 中 有 关 的 9 个 算 题 、 术 文 、 
草 文 、 对 照 第 一 节 数 学 原理 中 19 组 定理 作 今 释 , 分 六 个 部 分 。 引 
文 ( 泰 氏 原作 ) 加 引号 、 并 用 方 括号 记 句 码 ，。 

对 于 小 数 及 分 数 模 数 的 处 理 

整数 论 中 所 讨论 的 同 余 式 都 取 整 数 模 。 由 于 实践 需要 ， 特 别 
是 为 古代 天 文 历法 计算 需要 ， 在 模 数 中 很 自然 会 出 现 小 数 或 分 数 
模 数 。 

“ 收 数 ， 谓 昆 位 见 分 厘 者 ， 假 令 冬 至 三 百 六 十 五 日 二 十 五 刻 
a [1jJ” 可 见 秦 氏 所 说 收 数 ， 即今 之 小 数 。 处 理 方法 是 :“ 收 数 
者 ， 乃 命 尾 位 分 厘 作 单 零 ， 收 进 所 问 之 数 。 定 位 旋 用 元 数 格 入 之 。 
L6]” 其 处 理 方法 即 定理 12 的 特殊 情况 ，5= 10"。 


相当 于 
a -| 
=] md j0 
与 
10”。 Xa (mod b) 
等 价 。 


这 在 卷 2 第 5 题 ( 余 米 推 数 ) ， 据 题 意 如 以 石 为 单位 ， 设 所 求 每 第 
容 米 y 石 ， 应 列 出 
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y 沽 0. 014 (mod 0. 017)， 
y=0. 001(mod 0. 012) 。 
此 题 术 文 、 草 文 改 以 合 (0. 001) 为 单位 ， 改 解 同 余 式 组 
(=u 19)， 


j= 001 (mod 0, 019) 9 


Z=]14(mod 17)， 
zr 三 1 (mod 12)。 
显然 y= 二 1 000z，x 以 合 为 单位 。 
“ 通 数 ， 谓 各 有 分 子 、 母 者 [1]”， 所 以 通 数 即今 称 分 数 ， 处 
理 办 法 是 ,“ 置 问 数 ， 通 分 纳 子 ， 互 乘 之 ， 丝 日 通 数 [8]。” 通 分 


纳 子 指 c 十 名 一 人 <， 化 带 分 数 为 假 分 数 。 此 句 处 理 办 法 就 是 定 


理 12。 这 在 卷 3 第 3 题 ( 治 历 演 纪 ) 就 有 典型 应 用 ,其 中 有 一 同 余 


式 据 题 设 要 求 是 
4108 _ ，7540 ,12 769| 8 907 | 
365 16 9007=1116 900 1 16 900\ md 29 16 900| 。 


原 题 草 文 说 ,以 置 岁 日 (365) 以 日 法 (16 900) 通 之 ,得 61 687 500， 


并 斗 定 分 (4 108) 得 6 172 608。”“ 月 朔 | 1 ]2 769 | 以 日 法 乘 之 , 得 


29 669。 为 朔 定 骨 数 ， 岁 骨 11 以 乘 日 法 得 193 440 为 气 定 


骨 。 以 朔 定 骨 减 气 定 骨 、 余 (163 771) 为 头 泛 骨 。”“ 次 以 日 法 通 朔 
策 29 日 得 490 100。 增 入 朔 余 得 499 067 为 朔 率 .” 经 过 通 分 ， 上述 
分 数 模 数 的 同 余 式 已 化 为 同 解 的 整数 模 同 余 式 

6 172 608z 三 193 440 一 29 669=163 771(mod 499 067) 

从 以 上 两 例 可 见 小 数 和 分 数 模 数 都 借助 于 定理 12 的 处 理 方 
法 化 为 整数 模 :“ 用 元 数 格 和 之” 而 且 遇 到 特殊 情况 ， 还 可 以 借 
助 于 分 数 为 过 渡 ， 化 小 数 为 整数 ， 秦 氏 说 :“ 或 如 意 立 数 为 母 , 收 
进 分 厘 ， 以 从 所 问 ， 用 通 数 格 入 之 [7]。” 
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由 此 可 知 秦 氏 对 定理 12 的 认识 是 深刻 的 。 

对 于 不 两 两 互 素 整数 模 数 的 处 理 

不 两 两 互 素 整 数 模 数 必 须 分 为 两 类 。 其 一 ， 有 公约 数 ， 因 此 
有 最 大 公约 数 。 其 二 ， 无 公约 数 。 因 此 在 模 数 分 类 中 也 有 相应 考 
虑 ， 前 者 称 为 复数 ;“ 谓 尾 位 见 十 或 百 及 干 以 上 者 。 [1j, [5J” 折 
实 上 秦 氏 的 理解 ， 公 约 数 不 限 于 10 的 圭 ， 已 拓 广 到 一 般 公约 数 ， 
例如 卷 1 第 3 题 (“ 推 计 土 功 ”) 模 数 为 54，57,，75，72， 而 第 2 卷 
第 5 题 ( 积 尺 寻 源 ) 则 为 130, 120, 110, 100, 60,50,，25，20。 公 
约 数 分 别 为 3,，5。 秦 氏 认为 复数 应 按 一 定 方法 处 理 , 化 为 元 数 格 ， 
即 化 为 后 者 ， 然 后 “用 元 数 格 入 之 [10]” 

至 于 后 者 ， 即 无 公约 数 而 不 两 两 互 素 的 模 数 ， 怎 样 化 为 两 两 
互 素 的 模 ， 且 满足 前 后 两 同 余 式 组 等 价 ， 即 定理 16。 秦 氏 深思 烘 
志 ， 在 无 素数 概念 条 件 下 作出 能 经 受 今 日 数论 检验 而 无 可 指责 的 
创作 。 

当 整 数 模 不 两 两 互 素 时 ， 直 接 把 数据 代入 孙子 定理 (定理 
14)， 就 会 遇 到 困难 ， 因 为 (Mi,mw)=d>1， 因 此 MRP 三 1(mod 
mi;) 就 不 能 满足 定理 9 的 要 求 ， 解 题 就 受阻 . 但 另 一 方面 ,这 不 等 
于 说 问题 无 解 。 肯定 秦 民 遇 到 过 类 似 的 麻烦 。 为 解除 和 走出 困境 ， 
秦 氏 在 第 2. 3 段 言 简 意 败 地 作出 相当 于 定理 7. 1 的 处 理 手续 , 使 


一 组 元 数 相当 于 mi ，ma，…，m 化 为 具备 三 个 条 件 即 DD 了 y= 
{ms mas Mm) Opilm, ,pp))=1 11 jn 的 相应 
定 母 轴 ， pw，…， po。 他 在 第 2.3 段 中 (还 在 其 他 各 段 ) 反 复 、 明 确 
地 给 出 运算 程序 ， 求 最 大 公约 数 ， 约 简 ， 反 乘 ，… 以 获取 这 些 定 
数 。 在 没有 素数 概念 条 件 下 ， 他 稳扎稳打 、 步 步 为 营 ， 重 视 每 一 
个 环节 ， 每 一 环节 所 得 准 定 数 全 都 符合 上 述 三 个 条 件 ， 致 使 全 过 
程 的 结果 也 符合 这 三 个 条 件 。 对 元 数 m1， ms，…,m, 运算 的 具体 
步骤 是 ， 
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(i )“ 先 以 两 两 连环 求 等 , 约 奇 弗 约 偶 。[2],，[3j,， [12j]” 前 
面 一 句 话 是 说 , 取 人 mymw)= 二 di, i 二 1，2,，… ,nn 一 1， 所 以 是 “两 
两 求 等 ”从 后 续 步 又 可 知 : 不 但 是 “两 两 ”， 而 且 是 “两 两 连环 ”， 
对 具体 工作 的 描 蒜 ， 可 谓 周到 、 人 恰当。 

后 面 一 句 话 :“ 奇 ",“ 偶 ”两 字 应 怎样 理解 ? 在 本 术 855 字 中 
出 现 过 多 处 同 字 蜡 义 以 及 同 义 异 字 现 象 。 例如 奇 字 作 “ 单 ” 解 ; 作 
“ 同 余 ” 解 ， 而 “ 诸 街 数 各 满 定 母 ， 去 之 ， 不 满目 奇 。[19]”; 也 
可 以 作 “ 其 余 ” 解 。 又 如 偶 字 作 “ 双 ” 解 ; 作 具 有 公约 数 解 ;“ 求 
定数 , 勿 使 两 位 见 偶 。 [15]” 偶 又 通 隅 ,2 作 “ 一 边 ”"“ 一 旁 ” 解 。 
而 具有 公约 数 可 以 称 为 偶 , 也 可 以 称 为 类 ,“ 或 彼此 可 约 , 而 犹 有 
类 数 存 者 [13]。” 我 们 理解 奇 为 其 余 , 隅 为 隅 ,那么 后 者 是 说 : 那 


di 约 其 余 的 mr， 例如 六: ， 而 不 约 取 定 在 一 旁 隅 ) 的 m,， 即 以 


2 一，mu 作为 准 定数 。 
(ii) (i) 的 运算 是 有 条 件 的 。 秦 氏 自 注 说 :“ 如 约 得 五 ,而 彼 有 
十 .” 一 般 说 ， 只 有 在 | 2 ,mu| 一 1， 二 者 才 是 mi，m 的 准 定 


慰 8， 当 | 加 一 ,m,| =-d> 1 时， 秦 氏 指出 ;“ 乃 约 偶 ， 而 弗 约 奇 
[2]"， 即 以 mw,-，， 党 为 准 定 母 。 当 然 必须 | m1, 地] 一心 =19 
(iii) 有 可 能 4d 之 1, 同时 必 >>1:“ 或 恬 约 ， 而 犹 有 类 数 存 ”有 
两 种 处 理 方案 。 
@D“ 姑 置 之 。 俊 与 其 他 约 遍 ， 而 后 乃 与 姑 置 者 求 等 ， 约 之 。 


@ 《汉语 大 词典 》 注 释 偶 字 第 15 条 :“ 侦 通 隅 。” 
@ 注意 此 时 ”一 二 A,-1，mn 一 /已 满 是 定 母 三 条 件 。 
多 这 种 运算 相对 于 Gi) 的 正 约 ,在 草 文 中 秦 氏 称 为 反 约 。 
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[4]” 这 是 说 ， 搁 一 下 ， 以 后 再 处 理 。 如 果 必 须要 处 理 ， 就 : 
加 “或 彼此 可 约 ， 而 狐 有 类 数 存 者 。 又 相 减 以 求 续 等 。 以 续 
等 约 彼 ， 则 必 复 乘 此 ， 乃 得 定数 。[13]，[12]J，[14]。?” 


这 是 说 ， 在 (ii) 中 mm。，，， 了 之 间 有 最 大 公约 数 几 ( 续 等 )>1， 
就 取 -号 :( 续 等 约 秆 )， 了 ds( 则 必 复 乘 此 ) 作 为 ms- m, 准 定 母 。 
ssa mm] a 继续 下 去 ,直至 


Za z Caic 人 就 取 了 了 .元 ， a, 一 "dd di 作 


为 二 者 的 准 定 母 ,1，j 。 显 然 经 过 “ 约 彼 、 乘 此 ”， 所 得 每 两 
个 准 定 母 都 符合 作为 定 母 的 三 个 条 件 ， 就 这 样 ， 使 y', 继 续 与 
Ma 29 1J1 3 *** 1729 mi 进行 间 样 运算 ， 这 些 运算 结果 是 m 1» 12， 
Vn-1，pn。pn 不 再 参加 运算 , 已 是 所 求 m, 的 定 母 。 这 些 运算 
全 体 称 为 一 变 。 当 jy,_1 作 为 偶 , j,i=1，2，…n 一 2 作为 奇 ， 运 
算 的 全 体 称 为 二 变 , 每 一 变 获 得 一 个 定 母 , 经 nn 一 1 变 得 到 定 母 的 
全 部 : Aw (1 二 1，2，…，n) 在 第 二 节 范 题 分 析 第 8 题 (“ 积 尺 寻 
源 ”) 我 们 列表 说 明 按 定理 7. 1 化 元 数 为 定 母 的 具体 过 程 ， 其 中 出 

二 次 反 约 ， 未 出 现 “ 约 彼 、 乘 此 ”运算 。 而 在 第 5 题 ( 推 计 土 
功 ) 我 们 也 列表 说 明 ， 按 定理 7. 2 所 运算 的 全 过 程 。 其 中 (54,24) 
一 6， 而 (9,24) 一 3 二 1，(54,4) 一 2>1， 于 是 “ 约 彼 ”24， 而 “ 复 
乘 此 ”9， 取 27，8 作为 54，24 的 定数 。 

上 面 已 把 秦 氏 化 元 数 为 定 母 的 运算 法 则 在 第 一 节 数 学 原理 中 
作为 定理 7, 并 称 为 秦 九 韶 定 理 , 因为 这 是 秦 九 韶 的 创造 发 明 , 元 
数 ma ，mz，…， 经 过 两 两 连环 求 等 ,又 经 步骤 (让 ) 正 约 ，(ii) 反 
约 ， 或 (iii) 约 彼 乘 此 , 凡 2 一 1 变 得 到 个 定 母 pa, jp，…, po, 它 
们 是 符合 定理 7. 1 所 说 的 三 个 条 件 ， 首 先 在 繁复 的 步骤 中 ， 所 有 
准 定 母 ， 我 们 记 其 中 一 对 为 。，、v:、 和 自始至终 
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vim vem 
(ww 一 1 。 
因此 所 有 的 pi |m;, (pi,p)= 二 1。 这 就 是 ,“ 求 定数 , 勿 使 两 位 见 偶 。 
[15J” 

此 外 当 第 一 变 运 算 结 束 ， 获 得 准 定 母 Ki Has Hn 由 于 
所 有 mi(i 二 1,2,…,n 一 1) 是 与 取 定 的 wm 两 两 连环 求 等 及 (i)~ 
(iii) 三 项 运算 ，Ap 之 间 公 约 数 情 况 还 很 复杂 不 得 而 知 ， 而 (jy,， 
AV) 则 已 做 到 处 处 是 1,， 即 互 素 。 因 此 ，A,。 有 其 特殊 性 ,这 就 是 : 

1A 1， HA 3， ”9 Mal， Ln) 一 (Ai AM 2 ”9 Ln-1} Hino 
从 第 二 变 开始 , 它 不 再 参 子 运算 , 我 们 就 记 pj, 为 w, 它 已 由 准 定 
母 , 上 升 为 定 母 。 另 一 方面 从 定理 4. 1 在 众多 的 第 一 变 运算 步骤 ， 
无 非 是 两 两 求 最 小 公 倍 数 ， 因 此 

(ms ma ma) = ms mas {a Me}} = 
{pis Na pa Ka) = (ps 2 ns Hr) Hn= {pl 
1 >， """, Ln-1} Hno 
同样 的 理由 ， 在 第 二 变 结束 时 

(Ai AH """, Hn1) 一 {A Ha， 机 Ln1) 一 (AAA ， A 2， 
""*, AP) Al。 

我 们 记 p_i 为 -1， 已 成 为 定 母 , 不 再 参 子 第 三 变 及 以 后 的 运算 
se 。 综 合 说 


{mi, M2» "**, 7 } 一 { 1， 1 2, “op nl) An 一 {p01， M2, 


“fn2) -== |, 

至 于 有 公约 数 的 不 两 两 互 素 模 数 ， 即 复数 ， 秦 氏 认为 应 按 一 
定 方法 处 理 ， 化 为 元 数 格 后 ， 才 可 以 借助 于 定理 7. 1 运算 。 他 提 
出 的 方法 是 : “以 诸 数 求 总 等 ， 存 一 位 ,， 约 众 位 ， 始 得 元 数 。 
[12j， [9j]， [10]” 这 相当 于 说 如 果 (ma ,maz，…,m) 一 g， 又 Ma 一 
gm'1， mz 二 gms，"…，Mmr 二 gm's 那么 ， 不妨 存 第 一 位 ， 
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{ms mas or, Ma} = (gm Mar rs mn}e 
一 处 理 方案 是 廖 误 的 ， 将 在 第 二 节 范 题 分 析 第 2 题 “ 程 行 计 
地 ”， 第 4 题 “ 程 行 计 及 ”， 第 5 题 “ 推 计 土 功 ” 中 举 出 反例 ， 四 
库 馆 臣 对 此 也 很 有 见地 ， 在 “ 推 计 土 功 ” 中 按 语 说 :“ 等 数 可 以 度 
尽 四 数 ， 必 先 求 总 等 , 约 之 ,然后 可 以 为 元 数 .” 这 说 明 复 数 必须 
区 别 于 元 数 ， 在 “ 程 行 相 及 ”中 按 语 对 秦 氏 复数 化 元 数 的 方法 批 
评说 :“ 按 复数 求 元 数 ， 用 总 等 法 ， 尚 属 未 密 .” 按 语 还 提出 正确 
的 修正 方案 :“ 今 少 为 变通 ， 凡 复数 皆 见 十 者 ， 先 以 十 为 总 等 ， 遍 
约 之 ( 百 千 万 辣 ) 为 元 数 ， 俊 连环 求 等 毕 ， 复 以 总 等 乘 一 数 ， 然 后 
再 求 续 等 ,以 得 定数 。” 如 果 把 十 拓 广 为 一 般 的 最 大 公约 数 , 馆 臣 
这 一 修正 方案 就 是 定理 7.2， 以 后 将 在 第 二 节 范 题 分 析 中 有 关 题 
中 作 具 体 应 用 。 
解 一 次 同 余 式 
对 于 形 如 


azr=1(mod b) (1) 


的 同 余 式 , (a,6) 二 1, 秦 氏 首创 大 衍 求 一 术 , 提出 一 般 解法 , 井然 
有 序 。 他 称 a 为 衍 数 ，6 为 定 母 ， 并 规定 :“ 诸 入 数 各 满 定 母 ， 去 
之 ,不满 日 奇 。[19]。” 这 就 是 定理 11， 当 (1) 中 4<b 时 , 就 称 a 
为 奇数 ， 他 说 ;“ 以 奇 与 定 用 大 衍 求 一 入 之 ， 以 求 乘 率 ”， 即 用 大 
衍 求 一 术 求 解 ， 他 称 所 得 解 为 “ 乘 率 ”， 接 着 他 指出 其 特殊 情况 ， 
“或 奇 得 一 者 ， 便 为 乘 率 [20]，[22]” 即 ， 当 a=1, zx 二] (mod 
b), 在 第 [21] 句 他 系统 地 讲述 大 衍 求 一 术 算法 : 叙述 非常 简 炼 ， 
我 们 借助 于 卷 1“ 著 卦 发 微 "， 卷 3“ 治 历 演 纪 ”两 题 对 有 关 一 次 
同 余 式 的 求解 草 文 及 笔 写 原始 记录 ， 可 以 如 实 复原 此 术 真 席 ， 其 
程序 为 ， 
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(1) (11) (111) (iv) 


(i)“ 置 奇 (c) 右 上 , 定 (5) 居 下 , 立 天 元 一 (ji 和 恒 等 于 1), 入 左 
上 ?”。 

(i)“ 先 以 右上 除 右 下 (6 二 a)， 所 得 商 数 (q,) 与 左上 一 相生 
( 乘 ,q, 记 =7j2)， 入 左下 ”。 

(ii)“ 然 后 乃 以 行 右 上 (ae)、 下 (rz) ， 以 少 除 (去 ) 多 ， 递 互 除 
之 (rs 二 a1 一 gsr7z) 9 所 得 商 数 (as) 9 随即 递 互 累 腾 (q3qs 十 用 二 js) 9 归 
左 行 上 (js) 下 (js)。 

iv) 重复 程序 (ii)， 例 如 

Tra?72 dr3s 而 g473 十 户 一 思 。 

(n) 运 算 结 束 ， 秦 氏 提 出 有 关键 意义 的 一 着 :“ 须 使 右上 末 后 
奇 (余下 ) 一 (r, 二 1) 而 止 ， 力 验 左 上 所 得 ， 以 为 用 率 (j,)”。 

秦 氏 所 拟 程序 得 力 于 更 相 减 损 术 ， 在 《 九 章 算术 ，。 方 田 》 约 
分 术 已 有 完整 介绍 , 但 当时 仅 限 以 求 两 数 的 最 大 公约 数 (定理 1)， 
秦 九 前 借用 这 一 传统 工具 以 解 一 次 同 余 式 是 可 以 理解 的 。 他 所 拟 
上 述 程 序 的 科学 性 可 以 接受 定理 10 的 检验 , 而 不 来 上 毫发 。 特别 是 
在 运算 过 程 中 他 安排 .把 双 数 号 余数 记 在 右 下 (如 rz,rs，*… ,rzm)， 
而 把 单数 号 余数 (如 ,rs ，… ,rzm+1) 记 在 右上 , 他 所 说 “右上 末 奇 
一 而 止 ”, 正 是 说 : 7,==1, ra41 二 0, 且 n 是 奇数 , 满足 这 三 条 件 的 
万 ， 才 是 (1) 的 解 。 

解 一 次 同 余 式 组 

对 定理 14 的 数学 内 容 ， 秦 氏 思 路 清晰 ， 较 《孙子 算 经 》 物 不 
知 数 题解 就 下 论 囊 地 仅 就 余数 二 、 三 、 二 ， 互 素 模 三 、 五 、 七 解 
题 ， 显 然 已 有 质 的 飞跃 ， 在 大 衡 总 数 术 以 及 散 见 各 题 的 术 文 、 草 
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文 可 以 看 到 他 在 解 一 次 同 余 式 组 方面 的 能 力 ， 与 现代 大 学 用 整数 
论 教科 书 讲授 系统 并 无 差异 由。 他 的 解 题 程 序 是 : 
(i) 当 一 组 元 数 mm;， 化 为 yy (i 二 1,2,…,n) 之 后 ,，“ 以 定 母 相 乘 


为 衍 母 。[17]” 这 是 说 M= [| w。 
M 


(ii)“ 以 各 定 母 约 衍 母 ， 各 得 衍 数 。[18]” M= 


(iii) 对 M; 作 同 余 处 理 , 即 : “ 诸 衍 数 各 满 定 母 去 之 * 不 满 日 奇 
[19j” 使 0 过 Mi<A 而 M 王 M(mod A)， 然 后 “以 奇 与 定 用 大 
衍 求 一 入 之 ， 以 求 乘 率 。[20]” 这 就 是 用 大 衍 求 一 术 解 个 同 余 
式 ，M ,及 三 1(mod 1)， 设 所 求解 为 Fi。。 

(Giv)“ 置 各 乘 率 ， 对 乘 衍 数 ， 得 泛 用 。[23]?， 求 出 MF,o。 

(v)“ 然 后 其 余 (~) 各 乘 正 用 为 各 总 [29]”， 求 出 MMR or 

(vi )“ 并 总 , 满 衍 母 去 之 , 不 满 为 所 求 率 数 。[30]” 所 求 数 是 


z= 2 MF (mod MA) 

显然 这 就 是 定理 17. 1 。 

对 某 些 理论 问题 的 探讨 

秦 氏 不 只 满足 于 能 够 完整 解 各 种 模 数 的 一 次 同 余 式 组 而 且 还 
在 第 4. 1 段 探 讨 有 关 理论 问题 。 

正 用 

在 所 求 得 各 泛 用 MP。[23] 中 ， 秦 氏 定 义 :“ 并 泛 , 课 ( 比 
较 ) 衍 母 (M)， 多 一 者 为 正 用 。[24]。” 就 是 说 


Duar ,三 1(mod M), 


其 中 和 MF 一 M+1 时 ,所 有 MF,.o 才 称 为 正 用 。 我们 列表 


中 张 德 声 ， 整 数论 第 一 船 、 北 京 ， 科学 出 版 社 ，1957 
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oo 


说 明 在 大 衍 类 九 题 中 满足 正 用 条 件 的 只 有 卷 1 第 5 题 卷 2 第 1 
题 ， 现 记 泛 用 之 和 为 MiFio=gM 十 1， 


表 4. 4.1 


205 20112 | 不 满足 定义 ， 仍 取 为 正 用 
昌 推 呆 。。246 510 | 。。 246 511| 1 | 满足 定义 ， 取 为 正 用 
程 行 计 地 3 000 | 3 001 |1 | 满足 定义 ， 取 为 下 用 

fi 相 及 3000| G001 |2M -人 G1,2,3) 


从 表 4.4.1 事实 ， 说 明 秦 氏 自 己 也 不 重视 履行 正 用 的 定义 ， 可 有 
可 无 ， 好 些 题 把 泛 用 径 作 为 正 用 。 

在 [24] 说 ;“ 并 泛 ， 课 衍 母 ， 多 一 者 为 正 用 ,” 因 为 秦 氏 党 
察 2Z MF 二 M 十 1， 有 时 MF。=2M 二 1， 有 时 DMF = 
3M 圭 1, 也 就 是 说 2 MP =1(mod M)，, 才 提 出 和 为 MM 十 1 的 称 
为 正 


六 | 吝 


磺 


Nm | 


于 


2 Mios1(mod M) 是 真实 的 ,这 就 是 定理 18 ,我们 已 给 证 
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明 ， 或 者 说 2 MiFistaqM=1. 

当 gqgX1， 怎 样 调整 泛 用 为 正 用 ， 秦 民有 具体 措施 ， 我 们 将 在 
下 一 个 问题 中 讨论 。 

借用 (对 同 余 式 组 有 解 条 件 的 认识 ) 

为 解决 解 题 中 的 实际 困难 ， 秦 氏 把 不 两 两 互 素 的 模 数 化 为 定 
母 , 使 同 余 式 组 顺利 得 解 , 但 是 在 元 数 中 适当 约 去 一 些 因数 后 , 有 
时 元 数 被 约 简 到 1, 即 定 母 为 1 衍 数 等 于 生母 , 秦 氏 称 为 空位 , 对 
此 他 放心 不 下 。 他 认为 :“ 或 定 母 得 一 , 而 往 数 同 衍 母 者 ， 为 无 用 
数 。 当 验 元 数 同类 者 ， 而 正 用 至 多 处 借 之 ， 以 元 数 两 位 求 等 ， 以 
等 约 衍 母 为 借 数 ， 损 有 ， 以 益 其 无 ， 为 正 用 。[26]” 这 里 的 正 用 
也 包括 泛 用 ， 这 一 段 命题 相当 于 定理 17.2， 这 是 说 ， 当 出 现 定 母 
为 一 的 情况 , 就 失落 一 个 同 余 式 , 我 们 举例 说 , 如 二 1, 秦 氏 意 
是 在 用 数 Mi,o, M;F,,o， Mi-_1Fi_1,0, AR， 十 1.0 ”多 AI.F， .0 中 找 


最 大 一 个 ， 如 为 MjFj,o， 那 么 计 算 ， 就 取 


Mj 一 |For 【Mi 二 Ko 分 别 为 Mj，M 新 的 下 


用 ,应 当 指出 ， 从 此 可 以 说 明 秦 氏 熟 详 定 理 13, 即 对 所 有 1<i， j 
<n，(mismj) |rs 一 ri|， 正 因为 如 此 所 以 才 满 足 新 、 旧 正 用 与 余 


数 对 乘 ， 并 不 影响 关于 M 的 同 余 | MF 


(ms13) 本 


rj; 十 


(7 ;> 7;) 


Mi 十 一 一 一 ~ rr; = MFjor; 十 AR or 十 (六 一 六) 一 


_ 
(C1; 9 7721 ) 
MF jor;+ MF or, (mod M) 在 他 所 拟 与 同 余 式 组 有 关 十 个 问题 中 
除 个 别 ( 如 卷 1 第 2 题 ) 外 ， 全 部 满足 这 个 条 件 ， 同 样 说 明 这 一 事 
实 。 

某 些 值得 商 村 的 命题 

为 了 把 泛 用 调整 为 正 用 ， 秦 氏 采 用 “或 泛 多 衍 母 倍数 者 ， 验 


《777 1 7%;) 
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元 数 ， 奇 偶 同 类 者 ， 损 其 半 倍 ， 或 三 处 同类 者 ，、 以 三 约 衍 母 ， 于 
三 处 损 之 ， 各 为 正 用 数 。[25]” 这 是 说 ， 当 发 现 
2 MPis =qM+1. 

当 9 一 2 时 ， 就 找 i， 7， 当 (mi,mj)=d>1 时 ， 就 取 MFP, 
MR, 一 党 作为 MP.。，MF,o 新 的 用 数 ， 由 于 经 过 如 此 调整 ， 泛 
母 已 符合 正 用 的 定义 ， 在 卷 1 第 2 题 ， 他 确实 是 这 样 运算 的 。 但 
这 样 做 ， 一 般 是 廖 误 的 ， 只 要 ris rj 中 有 单数 ， 2 不 能 整除 |x, 一 x,| 
那么 同 余 式 组 的 解 就 不 真 、 

秦 氏 又 认为 当 g=3 时， 如 出 现 i，;, 三 者 有 公约 数 ， 就 取 


Me 一 MOPia 一 沧 ，MiPus 一 举 作 为 三 者 的 新 用 数 ， 虽 然 下 
用 的 定义 是 满足 了 ， 但 同 余 式 的 解 一 般 不 真 。 清 代 学 者 在 卷 2 第 
2 题 有 关 计 算 中 就 所 出 批评 意见 ， 将 在 范 题 分 析 中 详 述 。 

当 定 母 为 一 时 ， 此 时 同 余 式 已 成 为 恒等式 ， 只 要 保留 定 母 不 
是 一 的 同 余 式 , 求解 。 由 定理 17.1 保证 , 同样 是 原 同 余 式 组 的 解 ， 
秦 氏 的 借用 设想 , 并 无 理论 上 的 过 失 , 但 是 避 轻 就 重 ， 自 找 麻烦 ， 
是 治 数学 大 尽 。 清 代 学 者 对 此 颇 有 微 词 。 其 实 秦 氏 在 求 定 母 时 已 
打 过 预防 针 ,，“ 忽 使 见 一 太 多 ， 见 一 多 , 则 借用 繁 。[16]” 也 不 坚 
桂 要 借 。 最 后 ,他 也 正确 地 打 了 退 堂 喜 ，“ 或 欲 从 省 , 忽 借 ， 任 之 
为 空 ， 可 也 。[16],[28].” : 

还 需 指 出 ， 秦 氏 所 说 ; “或 数 处 无 者 (空位 )， 如 意 立 数 为 母 
约 衡 母 ， 所 得 以 如 意 子 乘 之 ， 均 借 补 之 。[27]” 这 种 做 法 显然 也 
是 雇 误 的 ， 

以 上 已 把 大 衍 总 数 术 4 段 30 句 话 都 作 了 今 释 ,在 范 题 分 析 中 
再 据 具 体 问题 进一步 阐述 。 
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五 大 衍 总 数 术 工法 程序 


从 大 衍 术 可 以 明确 地 给 出 运算 流程 ,脉络 清晰 。 以 下 分 为 (i) 
~ 一 (Vv 道 ) 八 个 步骤 , 在 下 两 节 范 题 分 析 中 就 遵 此 ， 用 现代 数学 语言 
解释 。 

清 代 学 者 时 日 醇 《 求 一 术 指 》 佐 言 中 对 达 氏 大 簿 总 数 术 有 较 
透彻 的 理解 , 对 算法 全 过 程 拟 有 求 一 歌诀 , 说 法 深 合算 法 本 旨 , 我 
们 加 注 步 又 序号 ， 以 为 印证 ， 歌 诀 云 : 

(iD) 列 全 数 为 泛 母 。 

(ii) 约 泛 母 为 定 母 ， 定 母 连 乘 为 衍 母 。 

(iii) 定 母 各 除 得 入 数 。 

(iv) 衍 数 满 定 母 去 之 ， 为 奇数 。 

(v) 奇 数 除 定 母 ， 定 余 除 奇数 ， 奇 余 、 定 余 、 互 除 毕 ， 凡 几 除 
数 终 奇 一 。 天 元 除数 用 连 乘 ， 递 加 前 数 为 乘 率 。 

Cvi) 乘 率 乘 衍 数 ， 所 得 为 用 数 。 

(vi) 用 数 乘 腊 数 ， 所 得 为 各 总 。 

(viii) 各 总 并 之 为 总 数 ， 满 入 母 去 之 ， 得 求 数 。 

我 们 作 表 4. 4. 2 以 明 此 程序 ， 并 加 注 第 一 段 数学 原理 所 对 应 
的 定理 。 


@ 原著 为 “总 数 "， 据 意 改 。 
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表 4.4.2 


解 题 步 又 i GD Gv) (Cv) Cv) (Cvil) (vii) 
列 化 求 列 求 3 ; 
出 元 入 ”出 有 乘 用 各 总 
同 数 数 同 率 数 总 得 
余 为 余 所 
式 定 式 求 
组 母 数 


第 二 节 一 次 同 余 式 组 (大 全 类 范 题 分 析 上 ) 


据 第 一 节 秦 氏 对 一 次 同 余 式 组 的 理论 我 们 将 就 4 数 书 九 章 》 大 
本 类 中 九 个 问题 及 其 解法 作 系统 介绍 、 分 析 和 讨论 。 按 各 问题 难 
易 、 简 繁 为 序 ， 给 出 参考 译文 、 忠 实 于 原著 解法 的 现代 数学 语言 
解释 和 述评 。 为 节约 篇 幅 ， 但 另 一 方面 使 读者 能 品尝 秦 氏 原 书 著 
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! 


Et 
RN 
法 瑟 油 长 < 过 让 云 铬 ol Ee 
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= 二 4 
必定 宗 
外 
< 
| 
2 全 
证 党 深 
起 是 愉 择 
nx : 殿 起 


图 4. 4. 1a 


原 着 问题 见 书 影 (图 4. 4. 1) ， 参 考 译文 ， 


个 等 翁 , 装 满 着 米 。 被 


一 一 -全 
th 
a 


一 米 铺 失窃 , 告 官 , 原来 一 样 大 小 的 
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oT TT 
= 再; 人 (vi) (V2 后 | 再 | 备 Ul | + 全 | 0) OD 到 
人 | 得 行 得 ， 合 得 甸 一 : 满 2 | 有 有 
| 于 入 lo ,三 | 对 用 更 | 三 ol1o.4 iic 钢 一 妈 | | 一， 一 著 |- 下 ; 定 | 1 二 a 行 
名 千村 数 时 i 十, 定 "| | 每 只 
= 路 省 五 之 始 ” | 一 | 用 上 | 去 | : 
前 | 百 ; 甲 骆 总 ~ 则 一 | 三 o | 1= 可 者 | | 各 | 大 | 可 | 入 | 1 看 一 
六 ;各 于 | 1 忆 Fi ti 训 Lt 后 
= 于 出 三 竹 三 着 上 三 呈 放 上 = -| 来 一 j= 订 = 
nA : 列 各 ， 上 | 数 | 5 | 
zm+” ， .十 璋 : | 右 得 | 甲 
9 | | 行 和 本 | 各 
cm :得 列 修 用 行 乘 ”对 率 ， 娟 定 一 行 定 
~ 二 庄 米 数 数 率 寄 甲 期 母 十 | 数 数 
二 | 站 ， 高 人 | . 左 得 ， : 四 | . 
“| 序 妆 肝 了 | 有 | 各 各 | 
| 未 人 | 左右 -| 数 ;五 芒 i 
i 
| 十 志 "= 如 于 站 | 二 ”i 
图 4. 4. 1b 


窃 后 左 复 余 米 1 合 ， 中 复 余 1 升 4 合 ， 右 算 余 1 合 。 后 来 甲乙 丙 
三 贼 被 捉拿 归案 。 甲 贼 供 称 ， 当 夜 摸 得 马 构 ， 在 左 算 首 米 。 乙 供 ， 
用 木 鞋 在 中 第 昔 米 ， 丙 供 ， 拿 漆 碗 在 右 第 加 米 。 三 颈 回 家 后 ， 已 
将 所 窃 脏 米 吃 完 ,， 日 人 二 确 数 .。 官 验 现场 三 磊 ,， 马 构 容 1 升 9 合 ， 
木 鞋 1 升 7 合 ， 漆 碗 1 升 2 合 。 问 : 三 贼 各 窃 米 多 少 ? 答 数 : 共 
失 米 9 石 5 斗 6 升 3 合 ; 甲 销 米 3 石 1 斗 9 升 2 合 , 乙 、 丙 各 3 五 
1 斗 7 升 9 合 ,，3 合 1 斗 9 升 2 合 ( 卷 2 第 4 题 )， 

解法 : 

以 下 将 按照 第 一 节 对 大 衍 术 所 作 算 法 程序 流程 步 又 介绍 原著 
解法 (以 下 九 题 同 此 ) 图 4.4. 16 为 原著 筹 算 图 式 。( 其 上 端的 罗马 
数字 系 笔 者 所 加 ) 

(GD) 设 三 罗 管 各 食 米 为 工 合 ， 据 题 意 工 出 同 余 式 组 

r+ 三 ] (mod 19); 
[ue 17)， 
rx 汪 ] (mod 12). 
本 题 三 模 数 两 两 互 素 ,毋须 “连环 求 等 ”, 求 出 衔 毋 =19X17X12 
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一 3 876。 运 可 写 出 独立 三 同 余 式 
(iii) 12X17F 二 1 (mod 19)， 
19x12F,=1(mod 17)， 
19X17F; 寺 1 (mod 12)。 
由 于 三 同 余 式 分 别 有 系 数 12X17==204, 19X12==228, 19X17= 
323 分 别 减 去 各 自 元 数 的 倍数 ， 得 
(iv) 14F, 二 1 (mod 19),， 
7F, 三 1 (mod 17)， 
11F,==1(mod 12) 。 
用 大 衙 求 一 术 分 别 解 这 三 个 同 余 式 ， 得 各 自 乘 率 

(v) 二 15，Fs= 二 5，F; 二 110。 分 别 计算 泛 用 

(vi)204X15==3 060, 228X5==1 140,323X11= 一 3 553 再 求 各 
总 

(vii)204X15X1=3 060, 228X5X14=15 960, 323X11X1 
一 3 553。 

(viii) 并 总 ;3 060 十 15 960 十 3 553 一 22 573。 在 步骤 (i) 已 求 出 
入 和 母 是 3 876, 所 求 数 z* 一 22 573 三 3 193@ (mod 3 876)。 再 从 现场 
各 米 算 中 余 米 ， 做 减法 运算 ， 就 得 各 贼 实 究 米 数 。 

经 验算 ， 本 题 所 有 数据 全 准确 无 误 ， 三 个 模 数 两 两 互 素 就 不 
存在 同 余 式 组 无 解 的 问题 。 本 题 为 全 书 模 数 两 两 互 素 孤 例 ， 与 
《孙子 算 经 》 卷 下 第 26 题 三 三 数 之 题 最 为 接近 。 如 用 孙子 口吻 ,本 
题 实在 就 是 : 

“ 今 有 物 不 知 数 ， 十 九 、 十 九 数 之 ， 剩 一 ;十 七 、 十 七 数 之 ， 
剩 十 四 ; 十 三 、 十 二 数 之 , 剩 一 。 问 ; 物 几 何 ?” 但 是 秦 氏 迈 出 可 
喜 而 难 能 的 一 步 : 孙子 有 管 却 缺少 步骤 (iv)。 秦 氏 却 穷 根 究 底 ， 作 


Q 为 排 印 方便 ， 我 们 简 沁 Fi,o 为 (i=1，2，…，n) 下 文 同 此 
外 答 数 都 取 最 小 正 数 ， 以 下 妃 题 同 。 
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出 完整 解法 。 当 《 数 书 九 章 》 在 清 中 叶 被 发 现 后 ， 维 杨 焦 循 在 
《天 元 一 释 》 卷 下 最 先 指出 :“ 循 按 大 本 之 术 即 《孙子 算 经 》 三 三 
五 五 七 七 之 术 也 。 此 术 《 九 章 》 所 无 ， 而 见于 《孙子 》。 今 则 妇 人 
颈 子 或 以 为 戏 。《 和 孙子 》 虽 详 其 术 ， 而 秦 氏 则 曾 其 微 而 畅 发 之 。 其 
三 三 置 七 十 ， 则 大 入 求 一 术 也 。?” 


3 
本 题 泛 用 之 和 2 MiFi=3 060 十 1 140 十 3 553 二 2M 十 1 二 2X 


3 876 十 1。 总数 术 所 论 :“ 置 各 乘 率 , 对 乘 衍 数 , 得 泛 用 并 泛 , 课 
生母， 多 一 者 为 正 用 ”相左 。 而 秦 氏 在 草 文中 仍 称 三 泛 用 为 正 用 。 
可 见 张 敦 仁 对 求 正 用 的 看 法 :“ 废 而 不 用 ”， 是 明智 之 举 ， 

作为 数学 专著 的 《 数 书 九 章 》 理 应 由 浅 入 深 ， 从 易 而 难 。 秦 
氏 书 却 把 最 简易 的 “ 余 米 推 数 ” 题 放 在 第 二 卷 之 末 ， 而 把 最 最 隐 
星 的 “ 著 卦 发 微 ” 题 作为 开卷 首 题 ， 使 人 望而却步 。 这 对 启迪 后 
学 、 循 循 善 诱 的 中 国 传 统 教育 思想 盾 格 不 入 。 秦 氏 为 什么 如 此 安 
排 , 令 人 费解 。 

2， 分 实 推 原 

问 : 有 上 农 三 人 ， 力 田 所 收 之 米 ， 条 用 足 斗 @ 均 分 。 各 往 他 
处 出 果 。 甲 呆 与 本 郡 官场 ， 余 三 斗 二 升 。 已 上 果 与 安吉 乡 民 ，、 余 七 
斗 。 西 昌 与 平江 四 揽 户 @, 余 三 和 斗 。 欲 知 共 米 及 三 人 所 分 各 打 石 数 
几何 ? 

( 答 数 : 共 米 738 石 , 三 人 各 246 石 . 甲 电 折 合 官 解 @296 石 , 乙 


参见 第 五 编 第 二 章 第 一 节 有 关 论 述 。 

加 足 斗 ， 国家 标准 量 嚣 。 

@ 平江 , 今 江苏 苏州 市 。 

@ 携 户 ， 南 宋 特殊 商人 ， 见 第 三 编 第 三 章 ,“ 在 《 数 书 九 童 》 所 见 南 宋 社会 .。” 

图 官 解 ,各 地 地 方 政 府 自己 规定 的 量 器 。 参 见 章节 同 @ ,在 本 题 术 文中 还 给 出 三 
地 基 器 一 解 折合 国家 。 
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梨 折 合 安吉 角 223 石 , 丙 煤 折 合 平 江 解 182 石 , 卷 2 第 1 题 ) 
参考 译文 ， 有 富农 三 人 用 国家 标准 量 器 平均 分 配 劳 动 所 得 米 
粮 ， 然 后 分 赴 三 地 出 售 。 甲 售 给 本 县 官府 粮站 ， 按 官 解 量 米 ， 余 
米 3 斗 2 升 。 乙 售 给 安吉 乡 民 ， 按 安吉 解 量 米 ， 余 7 斗 。 丙 售 给 
平江 揽 户 ， 按 平江 解 量 米 ， 余 3 斗 。 问 :他 们 共有 多 少 米 ? 三 人 
各 分 得 多 少 ? 如 用 三 地 不 同 量 器 折算 各 崇 出 多 少 米 ? 
解法 : 
(iD 设 每 人 分 得 米 粮 z 升 ， 据 题 意 列 出 同 余 式 组 
Xx 汪 32 (mod 83) ， 
| 110),， 
xX 三 30(mod 135) 。 
(ii) 对 于 三 个 元 数 83，110，135 因 不 两 两 互 素 ， 秦 氏 用 连环 
求 等 求 出 各 自 的 定 母 ， 其 运算 步骤 相当 于 说 


83 83 
110 一 包 110 
27 
求 得 各 自 定 母 为 83，110，27， 并 计算 衍 母 为 246 510。 
(iii) 求 出 衍 数 27X110=2 910，83X27=2 241，83X110 二 
9 130。 
(iv) 列 出 三 个 同 余 式 
2 970F! 寺 1 (mod 83), 2 241F,=1 (mod 110), 9 130F,= 
1(mod 27), 化 简 为 65Fl 圭 1 (mod 83),，41F;, 寺 1 (mod 110)， 
4F: 二 1 (mod 27) 。 
(v) 运 用 大 衍 求 一 术 求 得 乘 率 一 23，F,=51，F,=7，、 原 著 


@ 标准 量 器 分 别 为 ; 官 解 8 斗 3 升 .安吉 解 1 石 1 斗 .平江 狮 1 石 3 斗 5 升 
@ 草 文 说 :“ 连 环 求 等 。 其 安吉 率 一 百 一 十 与 平江 率 一 百 三 十 五 ， 求 等 ， 得 五 ， 
以 约 平 江 率 ， 得 二 十 七 … 各 得 定数 ( 攻 y” 
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草 文 中 未 列 求 乘 率 过 程 。 

(vi) 求 相应 用 数 2 970X23=68 310，2 241X51 一 114 291， 
9 130X7=63 910。 

(vii) 各 总 2 970X23X32 一 2185 920，2 241X51 X70= 
8 000 370，9 130X7X30=1 917 300。 

(viii) 并 总 得 12 103 590， 所 求 

Xx 尘 12 103 590 寺 24 600(mod 246 510) 。 

至 此 ， 秦 氏 再 计算 各 人 应 得 数 ， 并 分 别 折 成 三 地 地 方 量 器 石 数 。 

南宋 社会 不 稳定 ， 经 济 尤 其 紊乱 ， 各 地 度量 衡 制度 尤其 。 秦 
九 韶 以 此 社会 背景 编造 算 题 ， 也 是 入 情 入 理 的 。 这 一 记录 : 在 方 
圆 不 足 千 里 的 江浙 三 县 ， 量 器 大 小 相差 竟 如 此 之 多 。 

本 题 三 元 数 不 两 两 互 素 。 秦 氏 对 110，135 二 元 数 , 视 110 为 
偶 ，135 为 奇 ， 因 此 取 110，27 为 定数 。 本 题 元 数 (110,135)==5， 
而 相应 余数 70，30。(110,135)170 一 30， 所 以 本 题 有 解 。 此 外 三 
泛 用 之 和 68 310 十 114 291 十 63 910=246 511 二 MM 十 1， 符 合 正 用 
定义 ， 秦 氏 在 草 文中 运 称 用 数 。 

3， 程 行 计 地 

问 : 军师 获 捷 ， 当 早点 由 差 急 足 三 名 ， 往 都 下 节 节 走 报 。 其 
甲 于 前 数 日 中 末 到 。 已 后 数 日 未 正 到 。 两 于 今日 展 末 到 。 据 供 ; 审 
日 行 三 百 里 ， 已 日 行 二 百 四 十 里 ， 丙 日 行 一 百 八 十 里 。 问 ， 自 军 
前 至 部 里 数 及 三 人 各 行 日 数 几 何 ? 

( 答 数 :前 线 到 京城 3 300 里 , 甲 行 11 日 , 乙 行 13 日 4.5 时 搬 ， 
两 行 18 日 2 时 展 。 卷 2 第 2 题 ) 

参考 译文 : 前 线 部 队 打 了 胜仗 。 在 清晨 点 名 时 派遣 三 名 快速 
通信 员 到 京城 接力 报 捷 。 已 知 甲 通信 员 于 前 风 日 申 末 (相当 于 现在 
下 午 5 时 ) 到 达 。 乙 于 后 几 日 未 正 ( 下 午 2 时 ) 到 达 , 丙 于 今天 辰 末 


DD 早点 ， 早 点名， 于 一 日 的 开始 ( 卯 初 ) 进 行 。 
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(9 时 ) 到 达 。 又 已 知 甲 日 行 300 里 , 乙 240 里 , 两 180 里 。 问 : 前 
线 到 京城 有 多 远 ? 三 人 各 行 几 日 ? 

解法 : 

本 题 以 三 通信 员 传 递 捷 报 : 同一 时 刻 出 发 , 各 各 行 速 不 一 , 到 
达 目 的 地 时 间 不 一 。 从 已 知 三 人 最 后 一 日 不 及 一 日 的 分 数 倍 ， 求 
解 前 线 与 京城 的 距离 。 显 然 这 是 《 九 章 算术 。 均 输 》 行 程 问 题 的 
深入 。 

我 国 古 代 每 日 等 分 12 个 时 辰 : 每 一 时 辰 又 等 分 为 二 , 中 点 称 
为 正 ， 始 时 为 初 , 终了 为 末 。 古 人 “日 出 而 作 , 日 入 而 息 ”。 和 白天 
的 工作 时 间 规 定 为 6 个 时 展 ， 每 日 从 卯 初 ( 即 丑 末 ) 上 班 ， 申 未 下 
班 。 黑 夜 从 申 末 ( 即 酉 初 ) 开 始 到 次 日 妖 末 止 ， 也 含 6 时 搬 。 部 队 
早操 、 收 操 ， 京城 晨 钟 、 莹 鼓 都 以 此 为 准 。 现 列 ( 表 4. 4. 3) 如 下 ， 
今 古 可 以 对 照 。 


表 4. 4.3 a 


EE HH 


上 | 
正 | 


(1) 据 题 意 如 设 前 线 到 京师 距离 为 * 里 ， 列 出 同 余 式 组 


展 | 捕 | 忆 
正 | 未 正 
b 
总 


(要 卡 ) 举 己 
(党 衬 ) 社 怀 
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Tr 汪 0 (mod 300),， 
TX 尘 180(mod 240)， 
XX 尘 60(mod 180)， 


其 中 180，60 分 别 是 乙 、 丙 最 后 一 日 行路 数 ; 240X 让 ,180X 


(ii) 同 余 式 组 中 三 个 元 数 有 最 大 公约 数 (300,240,180) 一 60。 
秦 氏 认为 这 应 入 复数 格 :“ 存 甲 三 百 ， 乃 约 乙 二 百 四 十 ,得 四 。 次 
约 丙 一 百 八 十 , 得 三 。 各 为 元 数 ， 连环 求 等 .,” 相 当 于 作 如 下 运算 


求 出 定 母 。 
困 300- 100 一 100 一 25 
: 由 
丙 3 3X3- 3X3=9 
定 母 为 25，16，9 衍 母 为 3 600。 
Gi) 以 定 母 约 入 母 ， 得 三 个 衍 数 ，144，225，400，。 
(iv) 把 入 数 化 简 ， 得 三 个 同 余 式 
19F,=1(mod 25)， 
F, 圭 1 (mod 16)， 
4F; 夺 1] (mod 9) 。 
(v) 求 出 乘 率 ， 分 别 为 4，1，7。 
(vi) 秦 氏 称 144X4==576, 225X1 二 225, 400X7=2 800 为 用 
数 。 
《vii) (viii) 秦 氏 从 = 二 0,， rs 二 180, rs 二 60。 算 出 各 总 ，0， 
405 00，168 000， 他 从 总 数 获得 答 数 ， 所 求 距 离 
zx 三 40 500 十 168 000=208 500 寺 3 300(mod 3 600) ， 
然后 以 算术 运算 进一步 求 甲 、 乙 、 丙 三 人 行程 日 数 。 
本 题 以 快速 传递 信息 的 实际 问题 编写 算 题 ， 是 够 得 上 引 人 入 
胜 ， 帘 教 于 乐 。 
在 数学 运算 上 值得 提出 的 几 点 ， 其 一 ， 本 题 为 复数 格 。 三 个 
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模 数 有 最 大 公约 数 60, 而 模 数 两 两 的 最 大 公约 数 都 能 整除 相应 余 
数 之 差 ， 在 设 题 数据 上 无 可 指责 。 

前 面 已 在 第 一 节 指 出 秦 氏 对 于 复数 格 的 处 理 ; “以 诸 数 求 总 等 
不 约 一 位 ， 约 众 位 ， 得 各 元 法 数 ， 用 元 数 格 入 之 ”是 错误 的 ， 但 
我 们 还 提出 修改 方案 ， 事 实 上 复数 格 必须 尽 约 (总 等 )， 和 否则 不 可 
以 以 元 数 格 方式 两 两 连环 求 等 约 彼 、 复 乘 等 手续 。 本 题 秦 氏 存 360 
约 240，180, 凑巧 得 到 准确 答 数 。 很 容易 看 出 如 果 存 240 或 180， 
约 众 位 ， 衍 母 不 再 是 3 600 了 ， 这 就 是 反例 。 其 二 ， 当 mm ==dm， 
m2; 一 Cj7z 2， “"", m=dm', 对 m1s 111 2， mn 两 两 连环 求 等 ， 经 
过 约 彼 ， 复 乘 手续 后 ， 获得 相应 的 定数 AI AL “9 no 对 于 a 


( 任 取 一 个 让 mi， mz，…， mw) =d 下 六 是 正确 的 。 例 如 本 例 
{300，240，180} 一 60 {3，4，5)} 二 3 600。 

4， 程 行 相 及 

问 : 有 和 急 足 三 名 ， 甲 日 行 三 百 里 ， 马 日 行 二 百 五 十 里 ， 丙 日 
行 二 百 里 。 先 差 两 往 他 处 下 文字 ， 既 两 日 又 有 文字 这 已 追 付 。 已 
半日 复 有 文字 续 令 甲 赶 付 .三 人 偶 口 相 及 ， 乃 同时 俱 至 彼 所 。 先 
馈 知已 果 及 两 、 甲 果 及 已 得 日 并 里 ,次 馈 知 彼 处 去 此 里 数 各 几何 ? 

〈( 答 数 :8 日 ,2 000 里 乙 追 到 两 ;2.5 日 ,750 里 , 甲 追 到 乙 。 两 
地 相距 3 000 里 。 卷 2 第 3 题 ) 

参考 详 文 ; 快速 通信 员 三 人 , 各 行 日 速 300, 250, 200 里 。 先 


差遣 两 去 某 地 送 文书 。2 日 后 另 有 文书 差 乙 交 两 .过 日 后 又 有 文书 


老 甲 交 乙 。 三 人 在 途中 偶而 相遇 ， 最 后 同 到 某 地 。 问 :， 乙 确实 追 
到 两 、 甲 确实 追 到 乙 所 行 日 数 及 行程 。 又 问 出 发 点 与 某 地 相距 多 
少 里 ? 


@ “ 偶 不 相 及 ” 据 意 改 为 “ 偶 相 及 ”这 样 就 与 下 文 两 个 “ 果 ” 字 前 后 呼应 
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解法 : 

秦 氏 原著 术 文 对 解 此 题 分 两 步 走 :“ 以 均 输入 之 , 大 衍 入 之 。” 

秦 氏 先 以 均 输入 之 ， 认 为 这 是 《 九 章 算术 均 输 》 第 12 问 ， 
(善行 百 步 ) 题 解法 的 变通 ， 解 法 相当 于 说 ， 如 设 甲 、 乙 、 丙 日 速 
依次 为 砷 ，vz，z 丙 ， 乙 后 于 两 如 ， 甲 后 于 乙 tg 日 出 发 ， 则 乙 、 甲 
分 别 追 到 两 、 乙 所 行 行 程 (里 ) 为 


也 再 Uz, 


Sz 一 上 
“zz UE 


U 甲 UZ ， 
VU VLZ, 
得 到 sz ，s 息 后 就 易于 求 出 所 行 日 数 。 

秦 氏 次 以 大 衍 和 之。 问题 的 第 二 部 分 与 答 数 有 矛盾 。《 四 库 全 
书 》 馆 臣 据 术 文 “ 以 大 簿 入 之 ”及 答 数 作 了 解释 :“ 既 及 之 后 ,三 
人 不 能 同行 。 及 各 至 彼 处 之 时 刻 ， 皆 与 各 起 程 之 时 刻 相 同 。 盖 言 
自 此 至 彼 所 行 丝 为 整 日 数 也 。” 这 种 看 法 很 有 见地 . 意 即 这 一 场 特 
定 意义 下 的 三 人 接力 赛跑 ; 在 乙 丙 相遇 前 ， 丙 前 乙 后 ;在 甲 出 发 
后 与 己 相 遇 前 , 乙 前 甲 后 …… 适 当时 间 之 后 , 甲 在 前 , 乙 居中 , 再 
在 后 。 永 不 相遇 。 四 库 馆 臣 是 说 , 求 出 {300, 250, 200) 二 3 000。 
甲 到 达 3 000 里 外 ( 需 3 000 二 300= 二 10 日 ) 某 地 就 停止 前 进 ,踏步 等 
候 乙 和 丙 。 那么 乙 在 出 发 后 3 000 二 250==12 日 , 丙 在 出 发 后 3 000 
二 200=15 昌都 达 某 地 ,三 人 相遇 .。 秦 氏 术 文 及 草 文 确 是 在 此 思路 
下 列 式 解 题 的 。 

(i) 如 设 三 人 在 z 里 处 相遇 ， 则 

[me 300)， 


$ 甲 一 甲 


ZX==2 000(mod 200) ， 
(ii)(300,250,200)=50， 则 三 元 数 的 定 母 依次 是 6，250，4 
fF 
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6 3 3 
四 25 125 
4 16 
求 得 定 母 为 3，125，16。 衍 母 为 6 000。 
Qi) 入 数 2 000，48，375。 
(iv) 解 ”2F, 二 1 (mod 3)， 
48F, 二 ] (mod 125), 
7F, 汪 1(mod 16) 。 


(v) 求 乘 率 得 ，2，112，7。 
(vi) 计 算 泛 用 , 2 000X2=6 000, 48X112 二 5 376, 375X7= 


2 625。 由 于 之 ,从 及 一 2M 十 1, 秦 氏 在 这 里 改 为 正 用 1 000,2 376， 
2 625。 
(vii)，(vili) 秦 氏 在 本 题 术 文 说 ;“ 以 二 余 各 乘 本 用 , 并 之 , 为 
总 。 满 衍 ( 母 ) 去 之 ,不满 为 彼 去 此 里 .” 这 就 是 说 , 所 求 z 圭 750X 
2 376 十 2 000X2 625==7 032 000 三 6 000(mod 6 000)6 000 二 2 二 
3 000， 这 是 答 数 。 
本 题 因 题 文 叙 述 不 够 清楚 ， 某 些 运 算 环 节 交 待 又 不 严密 。 两 
个 世纪 来 有 许多 争鸣 材料 。 无 疑 对 数学 中 乃至 数论 的 研究 都 有 神 
益 ， 归 纳 起 来 有 以 下 几 方 面 : : 
三 人 不 能 相遇 
如 作 一 图 解 ， 取 三 人 出 发 点 为 xz 的 O 点 , 取 丙 出 发 时 刻 为 z， 
那么 两、 乙 、 甲 三 人 的 位 置 与 时 间 的 关系 ， 当 如 
X 夫 二 200z， 
ZzZ 一 250(t 一 2)， 
2 甲 二 300(! 一 2.5)。 
他 们 在 途中 两 两 相遇 各 一 次 : 4(5,750)， 甲 、 乙 相遇 ， 忆 (7. 5， 
1 500), 甲 、 丙 相遇 , 而 C(10,2 000), 再、 乙 相遇 (图 4.4.2), 此 
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后 再 无 交点 。 清 代 黄 宗 宪 在 其 《 求 一 术 通 解 》( 卷 上 ,1874 年 ) 说 
“ 原 题 矛 盾 已 甚 ， 今 改 之 。” 他 将 乙 、 甲 出 发 时 间 推 迟 ， 丙 出 发 后 
3 日 令 乙 追 两 ， 又 2 日 后 令 甲 奶 乙 。 即 把 上 面 三 直线 方程 改 为 


两 :z 一 200: 
乙 :z 一 250( 一 2) 


甲 ;z=300(t 一 2, 5) 


图 4. 4.2 
内 二 200t， 
Zz 一 250( 一 3)， 
2 四 二 300( 一 5)。 
显然 三 直线 共 点 于 (15,3 000)。 这 样 改 动 答 数 3 000 是 凑 对 了 ,但 
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正如 黄 宗 宪 自己 说 :“ 在 大 衍 类 中 无 庸 杂 入 均 输 。” 可 见 这 种 改动 
是 不 妥当 的 。 

公共 周期 

已 有 多 篇 论文 或 专著 指出 ,“ 这 类 问题 (公共 周期 )” 与 《 张 丘 
建 算 经 》 卷 上 第 10 题 类 型 相同 。 只 须 求 出 最 小 公 倍 数 …… 不 应 用 
大 衍 术 来 解决 ”J 事实 上 从 秦 氏 术 文 、 草 文 可 见 他 对 问题 的 研究 
已 提高 到 解 同 余 式 组 的 要 求 . 当 六 G=1,2,…, 0) 一 0 时 ,问题 的 答 


案 就 是 M= [| 4。 他 按 大 衍 类 算 题 常规 方法 的 特殊 情况 来 考虑 ， 
借以 解决 实际 问题 向 数学 提出 的 进一步 要 求 。 如 求 上 元 积 年 ， 不 
正 就 是 某 几 周期 的 公共 周期 吗 ， 这 是 数学 的 进步 。 

零 余数 

上 面 解 法 中 秦 氏 列 出 x 二 750 (mod 250)，z 三 2 000 (mod 
200)， 称 750 为 乙 率 ，2 000 为 丙 率 ,% 也 属 多 余 ， 不 如 径 取 zs0 
(mod 300) 三 0(mod 250) 三 0(mod 200) 直 截 了 当 。 

复数 格 化 为 元 数 

在 大 衍 总数 术 中 对 复数 格 化 为 元 数 格 采 取 ,“ 求 总 等 , 存 一 位 ， 
约 众 位 ”不 可 取 。 本 题 中 300，250，200 的 总 等 是 50。 秦 氏 “ 存 
一 位 ”,， 取 250; 约 众 位 的 结果 是 6, 4。 也 就 是 说 “ 始 得 元 数 ”, 6， 
250，4。 下 面 的 手续 便 是 : 连环 求 等 ， 约 彼 ， 在 所 引 解 法 (i) 中 ， 
他 对 于 6, 4 在 求 等 后 , 以 “ 约 彼 复 乘 ”代替 “ 约 彼 ”。 对 于 8, 250 
也 有 类 似 情 况 。 这 样 做 无 异 先 承认 6，250，4 已 是 定 母 。 实 际 上 
不 论 存 哪 一 位 ,再 约 众 数 势必 引起 混乱 。 因 为 {4,250,6} 王 1 500， 
(360，5，4) 二 360, 而 {200，5，6) 二 600。 四 库 馆 臣 对 此 议论 


由 宋 元 数学 史 论 文集 ， 北 京 ， 科 学 出 版 社 ，1966， 76 
多 原著 术 文 说 :“ 视 甲 及 乙 里 为 乙 率 ， 见 乙 及 两 里 为 再 率 。 以 乙 日 行 减 去 Z. 率 ， 
不 满 为 乙 余 ， 以 两 日 行 满 去 两 率 ， 不 满 为 两 余 。.” 
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说 :“ 按 复数 求 元 数 ， 用 总 等 法 ， 尚 属 未 密 。 盖 总 等 约 后 ， 有 当 连 
环 术 等 者 ， 有 当即 求 续 等 者 ， 其 法 不 能 也 。 今 少 为 变通 ， 凡 复数 
崩 见 十 者 ， 先 以 十 为 总 等 ， 遍 约 之 ( 百 . 干 .万 同 )， 为 元 数 俊 连环 
求 等 毕 ， 复 以 总 等 十 乘 一 数 ( 百 . 干 .万 同 )， 然 后 再 求 续 等 ， 以 得 
定 母 ,.” 如 果 把 “为 变通 ”的 运算 中 把 十 ( 百 . 干 .万 同 ) 拓 广 为 最 大 
公约 数 ， 馆 臣 的 见解 就 是 定理 7. 2， 

泛 用 与 正 用 

虽然 秦 氏 误 用 6 000 为 衍 母 , 但 他 还 在 斌 用 如 何 调整 为 正 用 做 
文章 :“ 并 三 泛 得 一 万 二 于 零 零 一 , 乃 多 泛 母 一 倍 。 当 半 衍 母 得 三 
千 ， 以 消 甲 四 千 ， 余 一 千 ; 又 消 乙 五 干 三 吾 七 十 六 ， 余 二 干 三 百 
七 十 六 。 丙 不 消 ， 各 为 定 用 数 。.” 经 过 如 此 调整 ，] 000 十 2 376 十 
2 625 三 6 001 三 者 就 是 正 用 。 但 是 正 因 为 三 处 余数 x; 都 是 0, 调整 
与 不 调整 没有 什么 作用 .即使 ~ 都 不 是 0, 调整 泛 用 为 正 用 对 问题 
答 数 也 并 无 影响 。 

5s， 推 计 土 功 

问 ， 筑 坦 起 四 县 夫 ， 分 给 里 步 镍 同 齐 ， 阔 二 大， 里 法 三 百 六 
十 步 ， 步 法 五 尽 八 寸 。 人 夫 以 物力 差 定 。 甲 县 物力 一 十 三 万 八 千 
六 百 贯 ， 忆 县 物力 一 十 四 万 六 千 三 百 页 ， 丙 县 物力 一 十 九 万 二 千 
五 百 贡 ， 丁 县 物力 一 十 八 万 四 千 八 百 页。 每 力 七 百 七 十 吐 ， 科 一 
名 。 春 程 人 功 平 方 六 十 尺 。 先 到 县 先 绘 。 今 甲 已 两 县 俱 毕 ， 两 县 
余 五 十 一 大， 丁 县 余 一 十 八大 ， 不 及 一 日 全 功 。 欲 知 堤 长 及 四 
县 夫 所 筑 各 几何 ? 

( 答 数 : 堤 全 长 19 里 235 步 5 尺 ,各 县 造 堤 千 里 368 步 5 尺 86 
二 卷 1 第 3 题 ) 

参考 译文 ;为 修建 土 堤 动 员 四 县 劳动 力 : 平均 分 给 各 县 同 宽 
2 丈 、 同 高 、 同 长 长 方形 截面 的 堤 段 .按照 各 县 纳税 定额 派 工 王 ; 甲 


QD 工 ， 我 国 至 今 仍 用 的 计 工 作 基 单位 ， 每 人 每 日 所 作 功 ， 
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县 138 600 贯 , 乙 县 146 300 贯 , 两 县 192 500 贯 , 丁 县 184 800 贯 ,每 
770 贯 派 工 1 人 。 春天 每 一 工 造 坦 60 平方 尺 ( 以 堤 基 为 准 )。 四 县 
按 甲 、 乙 、 两 、 丁 序 造 起 。 已 知 甲 、 乙 两 县 劳动 若干 日 后 ， 所 分 
堤 段 刚 好 造 完 ， 两 、 丁 两 县 劳动 若干 日 后 ， 都 留 下 不 足 一 日 的 堤 
段 长 : 两 长 51 丈 ， 丁 长 18 丈 。 间 ， 堤 全 长 多 少 里 ?各 县 造 堤 长 
多 少 里 ? 1 里 作 360 步 ，1 步 作 5.8 尺 计 ( 卷 1 第 3 题 ) 
解法 : 术 文 先 计算 每 县 每 日 能 造 堤 段 长 度 , 据 题 意 算出 甲 、. 乙 、 
丙 、 丁 四 县 分 别 是 54，57，75，72 丈 。 
Q) 设 各 县 所 造 堤 段 长 为 x 丈 ， 列 同 余 式 组 
Xr 三 0 (mod 54) ， 
X=0(mod 57), 
ZE5l(mod 75) ， 
I 二 1]8 (mod 72) 。 
(ii) 对 于 复数 求 定 母 ， 秦 氏 运 算 程序 如 下 : 


甲 54 54 9 9 | 9 27 
乙 57 19 19 | 19-” 19 19 
两 75 25 25 | 25 25 25 25 25 
本 72 24 24 24 24 24 24 8 
求 已 常 甲 、 已 
总 化 规 了 得 
等 、 | 约 细 四 
简 ， 
一 数 得 ” 和 
位 ， 8， 
约 乘 
众 甲 
位 为 
27， 


衍 母 =27X19X25X8=102 600 
(过) 求 入 数 
19X25X8 一 3 800， 
27X25X8=5 400， 
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27X19X8=4 104， 
27X19X25 一 12 825。 
(iv) 建 立 同 余 式 ， 
20 天 三 1(mod 27) ， 
4 天 2 三 1(mod 19)， 
4F ==1Cmnod 25)， 
F,=1(mod 8)。 

(v) 用 大 入 求 一 术 求 得 一 23， f,=5, 下 3 一 19， 天 4 一 1 。 

(vi) 计 算 汉 用 87 400，27 000，77 976，12 825。 

(vii) ，(Cviii) 求 各 总 得 0，0，3 976 776，230 850。 并 总 ， 得 
4 207 626。 所 求 各 县 造 堤 段 长 4 207 626 三 1 026 (mod 102 600) 。 

本 题 要 解 四 个 同 余 式 的 同 余 式 组 。 

本 题 出 现 有 最 大 公约 数 3 的 复数 组 54，57，75，72。 秦 氏 坚 
持 其 “ 存 一 位 , 约 众 位 ”, 这 里 , 他 存 的 是 54, 约 其 余 三 位 成 为 19， 
25，24， 竣 巧 得 准确 结果 。 如 果 改 存 他 位 {18,57，25，24) = 
{18，19，75，24) 一 34 200 而 (18，19，25，72} 三 68 400。 本 
题 应 先 按 定理 7.2， 从 复数 格 计算 总 等 3 后 ， 对 18，19，25，24 
四 元 数 求 {18, 19, 25, 24} = (13，19，25，24} = 二 34 200， 则 
(54，57，75，72} 一 3X34 200=102 600。 为 进一步 求 四 数 相应 
的 定 母 ， 按 定理 7.2 可 以 在 3，19，25，24 中 任 取 一 位 扩大 “总 
等 ”的 倍数 后 ， 再 经 过 “ 约 彼 ， 则 必 乘 此 ”的 运算 都 可 得 到 同一 
结果 。 这 就 是 {18, 19, 25, 24) = 二 {3, 57, 25, 24) 二 {3, 19， 
75, 24) = {3, 19, 25, 72} = {27, 19,，25，8}。 


4 


本 题 FiM 一 87 400 十 27 000 十 77 976 十 12 825 = 205 201 
二 2M 十 1。 按 正 用 定义 ， 应 子 减 少 , 但 秦 氏 却 在 草 文 中 说 ;“ 乘 率 
对 乘 ……: 入 数 ， 甲 得 八 万 七 千 四 百 ，……- 各 为 用 数 .” 可 见 秦 氏 自 
己 也 认为 把 泛 用 调整 为 正 用 并 非 必 要 。 
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本 题 四 模 数 非 两 两 互 素 ， 但 其 两 两 最 大 公约 数 都 整除 相应 同 
余 式 余数 之 差 ， 故 同 余 式 组 有 解 。 

6， 推 库 额 钱 

问 : 有 外 已 七 库 ， 日 纳 息 足 钱 适 等 。 递 年 成 贯 整 纳 。 近 缘 现 
钱 稀少 , 听 各 库 照 当 处 市 陌 由 , 准 解 旧 会 @@。 其 甲 库 有 零钱 一 十 文 @， 
丁 广 二 库 ， 各 零 四 文 ， 成 库 鹤 六 文 。 余 库 无 替 钱 ， 甲 库 所 在 市 陌 
一 十 二 文 ， 递 减 一 文 ， 至 庚 库 为 止 ， 欲 求 ; 诸 库 日 息 、 元 纳 足 钱 、 
展 省 @@ 及 今 纳 固 会 、 并 大 小 月 份 @ 各 几何 ? 

( 答 数 ,各 库 每 日 实 税收 26 950 个 钱 , 即 26 贯 950 文 , 展 省 35 
贯 。 其 中 甲 库 每 日 税收 折旧 会 224 贯 510 文 ,大 月 共 6 737 贯 500 
文 , 小 月 共 6 512 贯 902 文 。( 乙 库 至 康 库 未 录 ) 卷 1 第 4 题 ) 

参考 评 文 ， 外 县 有 七 个 地 方 金库 ， 每 日 税收 相同 。 近 来 现 钱 
稳 少 ， 准 许 地 方 金库 按 当地 行情 把 税收 铜钱 每 “ 百 ” 穿 串 成 贯 上 
交 。 已 知 甲 库 当 地 12 文 当 100 文 , 自己 库 至 庚 库 依次 递减 1 文 当 
100 文 。 各 库 照 此 折合 率 逐 日 穿 串 成 贯 。 又 知 穿 串 后 甲 库 余 钱 10 
文 ， 丁 库 余 4 文 ， 戊 库 余 6 文 。 其 余 乙 、 丙 、 已 三 库 无 余数 。 问 ， 
各 库 每 日 税收 多 少 ? 按 各 库 当 地 行情 合 多 少 贯 ? 每 大 月 每 小 月 各 
共 收 入 多 少 贯 ? 

穿 “ 卫 ”一 词 直至 《 数 书 九 章 》 成 书 一 百 多 年 后 仍 流行 使 用 。 
例如 严 蕉 《 通 原 算法 》(1372) 第 28 题 :“ 今 有 散 钱 不 知 其 数 ， 作 
七 十 七 陌 穿 之 , 欠 五 十 文 接 穿 , 若 作 七 十 八 陌 穿 之 , 不 多 不 少 。 问 


@ 市 耳 : 隔 ， 一 百 个 钱 穿 成 一 电 称 一 陌 ， 十 陌 为 陡 或 称 贯 。 由 于 南宋 经 济 制度 
混乱 ,各 地 一 陌 含 钱 数 不 一 样 ,， 称 为 市 陌 从 题 意 看 有 的 12 个 钱 作为 一 陌 , 甚至 减少 到 
6 个 钱 为 一 陌 。 

@ 旧 会 ， 旧 的 会 子 ， 参 见 第 三 编 第 三 章 第 四 节 。 

图 文 : 古代 称 一 个 铜钱 为 一 文 。 

@@ 展 省 : 省 是 节省 、 偷 工 减 料 之 意 。 展 省 77 陌 就 是 以 现 钱 77 折合 官 价 100。 

@@ 阴历 小 月 29 日 ， 大 月 30 日 。 
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钱 数 若干 ?” 严 恭 在 题 后 特别 指出 :“ 此 系 [前 ] 管 数 ， 却 非 不 足 、 
适 足 .”( 答 数 : 2 106 文 ) 他 的 解 题 术 文 说 ;“ 列 七 十 八 自 乘 得 六 干 
八 十 四 ， 又 以 七 十 七 减 从 五 十 ， 余 二 十 七 ， 乘 头 位 得 一 十 六 万 四 
二 二 百 六 十 八 为 实 。 别 以 七 十 八 、 七 十 七 相 乘 ， 得 六 千 六 ， 减 除 
头 位 。 实 不 满 法 ， 却 合 前 问 [ 若 以 七 十 八 数 有 和 零 ， 当 五 干 九 百 二 
十 九 乘 ]。?” 
解法 : 贯 是 古代 常见 钱币 单位 :, 千 钱 为 贯 。 到 南宋 偏 安 杭州 ， 
穿 钱 成 贯 ， 也 神 私 舞 油 。 本 题 正 反映 这 一 时 代 背 景 。 题 意 七 个 金 
库 每 日 税收 铜钱 数 相同 而 甲 至 庚 七 个 库 依 次 把 12, 11, 10, 9, 8， 
7, 6 个 钱 当 作 陌 (100 钱 )。 如 设 各 库 每 日 税收 钱 数 为 z, 本 题 就 借 
以 列 出 含 七 个 同 余 式 的 同 余 组 
rT 汪 ]10 (mod 12), 
z=0(mod 11)， 
TX 二 0 (mod 10)， 
(1) Xx 三 4(mod 9 ) ， 
rx 尘 6 (mod 8),， 
Xr 汪 0 (mod 7)， 
zr 汪 4 (mod 6) 。 
(二) 经 两 两 连环 求 等 方式 求 出 相应 定数 为 ], 11, 5, 9, 8, 7， 
1 ,并 得 衍 苹 为 M=27 720( 图 4. 4. 3 为 原著 从 元 数 化 为 定 母 .入 和 母 
书 影 ) 
(iii) (iv) 队 衍 数 2 520，5 544，3 080，3 465，3 960，27 270 
列 出 五 个 同 余 式 : F, 三 1(mod 11), 4F; 二 1 (mod 5), 2F, 寺 1 (mod 
9), 下; 三 1 (mod 8)，5F6 三 1(mod 7)。 其 中 户 ，F; 由 于 对 应 的 定 
母 是 1， 当 是 恒等式 。 
(v) 计 算 乘 率 ，F3，F4，F;，Fs 分 别 是 1，4，5，1，3。 
(vi) 泛 用 Y= 了 ;=0,Y, 一 2 520, Y= 二 22 176,Y, 王 15 400, YY; 
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2M 十 1， 原著 不 给 调整 ， 运 称 


图 4. 4.3 
7 
1 六 一 


11 880。 虽然 和/Y， 


3 465, Y6= 2 


用 数 。 


由 于 Y==Y1==0, 秦 氏 想方设法 , 在 不 影响 管 案 前 提 下 , 在 其 
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他 各 用 数 中 通融 的 借 ， 使 在 七 处 各 有 用 数 ， 有 “完整 、 和 谐 ” 的 
“好 ”处 。 其 调整 原理 即 定 理 17. 2。 本 题 甲 、 庚 用 数 为 零 , 他 就 在 
与 二 者 有 公约 数 的 元 数 的 相应 用 数 中 酌 借 。 到 底 到 哪里 借 ， 也 经 
过 推荐 选择 。 例 如 甲 、 虎 的 元 数 10，6 与 再、 成 的 元 数 10，8 都 
有 公约 数 2。 但 成 的 用 数 3 465 本 身 已 较 小 ,不 作为 对 象 。 而 元 数 
为 10 的 丙 有 用 数 22 176, 是 用 数 中 的 最 大 者 ,就 决定 从 此 借用 ,其 
中 n,ms) 二 2， 就 从 YY; 中 取 MM 二 Gm,m;) 二 13 860 作 为 借用 总 
数 。 其 中 了 ;一 13 860 王 22 176 一 13 860=8 316 作 为 Y; (两 的 用 
数 ) 然 后 把 13 860 适 当地 分 配给 甲 、 庚 、 秦 氏 取 2 与 1 之 比 , 即 YY 
二 13 860 二 3=4 620 “〈 甲 的 用 数 ) 表 4.4.4 

Y; 一 13 860 二 3X2 一 9 240 


12 12 1 
( 庚 的 用 数 ) .而 乙 、. 丁 .成 、 已 
的 用 数 ， 不 改动 。 11 11 11 | 11 
(vii) (viii) 调 整 过 后 ， 全 
不 等 于 零 的 七 个 用 数 对 乘 相 。 3 
应 的 余数 分 别 得 各 总: 9 9 lo | ， 


46 200,0,0,6]1 600,20 790， 
0，36 960。 最 后 并 总 8 8 (RB -3-8 


Do 


得 FM 一 16 550 三 7537 & 7 7 
26 950 (mod 27 720) 其 中 

26 950 即 所 求 各 库 每 日 税收 3 3 1 
钱 数 ， 而 26 950 二 770 二 35 贯 元 数 一 变 = 变 三 四 变 
为 展 省 数 。 再 计算 每 月 折合 旧 

会 数 。 


本 题 为 含 七 个 同 余 式 的 同 余 组 。 模 数 不 两 两 互 素 ， 且 无 公约 
数 , 是 标准 元 数 格 。 按理 说 秦 氏 在 草 文 中 应 作为 典型 例子 详 草 , 示 
运算 过 程 , 但 原著 缺 此 要 着 。 所 以 四 库 馆 臣 也 颇 有 微 词 :“ 按 此 法 
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之 要 , 在 于 求 定 ( 母 ), 而 术 中 独 略 之 。” 我 们 按 元 数 格 化 定 母 的 规 
范 法 则 ， 运 算 如 表 。( 表 4. 4. 4) 

本 题 章 文 从 某 用 数 中 借 出 衔 母 的 分 数 倍 以 分 配给 其 他 等 于 堆 
的 用 数 ， 使 原 题 无 缺损 感 ， 完整 、 和 谐 、 整 齐 划 一 。 这 种 借用 运 
算 ， 从 本 题 开始 。 在 草 文 中 原先 :“ 今 视 甲 一 十 二 、 庚 六 、 渭 与 两 
一 十 、 成 八 , 俱 偶 ,为 同类 。 其 戊 用 数 三 和 干 四 百 六 十 五 ， 其 数 少 ， 
不 可 借 。 唯 两 之 用 数 为 最 多 ， 当 以 借 之 。 帮 以 等 数 二 约 衍 母 ， 得 
一 万 三 干 八 百 六 十 为 信用 。 力 减 丙 用 ， 余 八 干 三 百 一 十 六 为 两 用 
数 。 乃 以 借 出 之 数 , 以 等 数 二 除 之 , 得 六 千 九 百 三 十 为 甲 用 数 , 余 
为 庚 用 数 。 今 不 欲 使 甲 庚 之 借 数 同 。 乃 验 借 出 数 一 万 三 干 八 百 六 
十 ， 可 用 几 约 如 意 。 乃 立 三 。 取 三 分 之 一 ， 得 四 于 六 百 二 十 ,为 
甲 用 。 取 三 分 之 二 , 得 九 干 二 百 四 十 为 庚 用 。” 于 此 可 见 , 他 为 补 
全 七 个 同 余 式 , 为 甲 、 庚 借用 , 但 他 是 有 目的 、 有 方向 地 借用 。 可 
见 对 定理 17. 2 内 容 及 性 质 ， 了 如 指 掌 

-一 原先 打算 自 戊 借用 ， 以 太 小 作罢 。 


mi7) 一 (12,6) 一 2 除 ,13 860 二 6 930 借 给 甲 ,其余 6 930 借 给 庚 。 
如 此 做 , 甲 、 庚 用 数 从 无 到 有 , 七 处 用 数 齐 全 。 可 是 中 看 不 中 用 。 


甲 、 和 无 异 是 说 取 4 关 d== Gmyms)，4(r1 一 r,)， 这 里 


7 


1 二， 那么 >M 非 M 的 整 倍数 。 也 就 是 说 从 Y; 减 去 忆 2 并 不 


rr7 nl 2 


影响 答 数 ， Cr 一 轨 六 十 YY 十 一 一 一 


半 7i7 十 Yrr (mod AM)。 这 里 他 说 :“ 不 欲 使 甲 康之 借 数 同 ”， 并 不 
单 是 不 欲 ， 而 是 不 能 。 于 是 他 就 男 想 他 法 ， 

把 从 丙 借 来 的 13 860, 三 分 之 一 给 甲 , 三 分 之 二 给 庚 。 他 
说 :“ 可 用 几 约 如 意 ， 乃 立 三 ”。 对 这 一 具体 问题 ， 相 当 于 说 
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ri 十 (有 一 13860) r 十 


[Y,+13 860 一 二 13 860 
| 
[Yl13 860}7 


13 860 
3 


(7r7 ~—71) 


=YIri 十 Yr3 十 了 ir;y 十 13 860(r1 一 73) 十 


==Yirl 十 Y3r: 十 Yyry(Cmod 27 720)。 这 是 因为 13 860 二 方 M。 


而 Cml ,3) 一 2|r 一 r3， (m1m7) 一 6 一 r7。 所 以 秦 氏 说 : “可 用 凡 


约 如 意 ” 并 不 如 意 ， 正 因为 所 立 三， 所 而 d 一 (miwm) 一 (12， 
6)|AM==27 720 二 2X13 860,， 上 述 等 式 才 成 立 ,。 清 代 的 李 锐 对 “如 
意 ” 两 字 有 议论 说 :“ 甲 、 丙 之 等 二 ， 于 丙 借 甲 ， 以 等 二 约 生母 为 
借 数 。 甲 庚 之 等 六 ， 于 甲 借 庚 ， 当 以 等 六 约 生母 为 借 数 。 今 甲 用 
本 为 二 约 术 母 之 数 ， 又 以 三 约 之 ， 便 是 六 约 和 本 母 。 云 : 如 意 立 三 ， 
虽 合 其 数 ， 于 率 不 通 。?” 

7， 积 尺 寻 源 

问 ， 欲 砌 基 一 段 。 现 管 出 大 小 方 砖 、 六 门 、 城 砖 四 色 。 今 区 
取 便 。 或 平 、 或 侧 ， 只 用 一 色 砖 砌 ， 须 要 适 足 。 匠 以 砖 量 地 计 料 ， 
称 : 用 大 方 料 ， 广 多 六 寸 ， 深 少 六 寸 。 用 小 方 ， 广 多 二 十 ， 深 少 
三 寸 。 用 城 砖 ， 长 、 广 多 三 寸 ， 深 少 一 寸 ， 以 宽 、 深 少 一 寸 ， 广 
多 三 和 十; 以 厚 、 广 多 五 分 ， 深 多 一 才 。 用 六 门 砖 , 长 、 广 多 三 寸 ， 
深 多 一 寸 。 以 宽 、 广 多 三 寸 ， 深 多 一 寸 。 以 宽 、 广 多 一 才 ， 深 多 
一 寸 。 蕴 不 医 硬 外 ,未 免 修 破 砖 料 神 补 外 ， 其 四 色 砖 ,大方 、 方 一 
尺 三 十 ， 小 方 、 方 一 尺 一 十 ， 城 砖 长 一 尽 二 寸 、 宽 六 寸 、 屏 二 十 
五 分 ， 六 门 、 长 一 尺 、 宽 五 寸 、 翌 二 十 。 谷 知 ， 基 深 、 广 几何 ? 


中 管 , 义 : 把 。 
位 ) 度 功 ， XX; 围绕 ， 转 义 ， 潜 合 。 
多 神 补 ， 义 : 添补 。 
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( 答 数 : 深 3 丈 7 尺 1 寸 , 广 12 尺 3 才 。 卷 2 第 8 题 ) 

参考 译文 : 要 铺 砌 地 基 一 段 。 把 四 种 砖 : 大 方 砖 、 小 方 砖 、 六 
门 砖 、 城 夸 交 付 泥水 匠 随 便 取 用 。 但 限定 只 用 一 种 砖 铺 砌 ， 或 平 
放 ， 或 侧 放 ， 要 求 恰 好 砌 齐 。 匠 人 用 砖 量 地 计 料 ， 说 :用 大 方 砖 
基 ， 地 面 的 宽度 多 出 6 寸 ， 进 深 则 少 了 3 寸 。 用 小 方 砖 其 ， 地面 
的 宽度 多 出 2 寸 ,进深 少 了 3 寸 , 用 城 砖 的 长 度量 ,宽度 多 出 3 寸 ， 
进深 少 了 1 寸 。 用 宽度 量 , 地 面 宽度 多 出 3 寸 , 进深 少 了 1 寸 , 用 
厚度 量 ， 宽 度 多 出 5 分 ， 进 深 多 出 1 寸 。 用 六 门 砖 的 长 度 荆 ， 宽 
度 多 出 3 寸 , 进深 多 出 1 寸 , 用 宽度 量 , 地 面 的 宽度 多 出 3 寸 , 进 
深 多 出 1 寸 ， 用 厚度 量 ， 宽 度 多 出 1 寸 ， 进 深 多 出 1 寸 。 地 面 宽 
度 、 进 深 都 不 能 恰好 量 尽 ， 难 免 要 用 残 砖 嵌 补 。 四 种 砖 的 尺寸 已 
给。 

大 方 砖 边 长 1 尺 3 寸 ， 小 方 砖 边 长 1 尺 1 寸 。 城 砖 边 长 1 尺 
2 寸 , 宽 6 寸 , 厚 2 寸 5 分 。 六 门 砖 边 长 1 尺 , 宽 5 寸 , 厚 2 寸 。 

问 ， 地 面 进深 及 宽度 [最 小 值 ] 是 多 少 ? 

解法 : 

(D 秦 氏 以 不 同 尺 寸 砖 块 量 地 基 广 、 深 为 由 ,设计 出 另 一 个 有 
八 个 同 余 式 的 同 余 组 ， 是 数学 史 首 见 ， 形 制 奇特 ， 匠 心 独 具 。 如 
设 地 基 的 宽 和 进深 分 为 zx，y( 分 ) ， 据 题 意 应 列 两 个 同 余 式 组 。 


7Z 王 60(mod 130)， 3 三 一 60(mod 130)， 
Z 三 30(mod 120) ， 3 三 一 10(mod 120)， 
ZEE20(Cmod 110)， 7 三 一 30(mod 110)， 
ZE30(mnod 100),， 7y==10Cmnod 100)， 
ZX 汪 30(mod 60)， 3 王 一 10(mod 60)， 
ZE30(mod 50) ， 3y 王 10(mod 50) ， 

Xr 汪 5(mod 25)， y 夺 10(mod 25)， 
ZX 汪 10(mod 20) 。 y 三 10(mod 20) 。 


各 含 八 个 模 数 ， 应 入 复数 格 。 它 们 虽 非 两 两 互 素 ， 可 以 验证 各 者 
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满足 有 人 解 的 充分 必要 条 件 。 本 题 还 出 现 负 的 余数 ， 秦 氏 的 化 人 负 为 
正 处 理 过 程 正确 无 误 ， 为 节约 锡 幅 只 记 原 著 第 一 组 同 余 组 的 解 
(让) 对 于 八 个 模 数 , 自 大 而 小 为 序 排 列 。 虽 有 公约 数 并 不 按 复 
数 格 处 理 。 以 元 数 格 两 两 连环 求 等 反复 相约 得 定 母 13, 8, 11, 1， 
3，1，25，1。 衍 母 为 85 800。 
(iii) 求 稀 数 6 600，10 725, 7 800，0，28 600，0，3 432，0。 
(iv) 列 出 五 个 同 余 式 ( 衍 数 为 0 者 ,无 同 余 式 )。 
(v) 求 得 相应 的 乘 率 下 一 3， F,=5, Fs=Fs=1, F,=18, 


130 6 J] 13 
1201120 8 8 8 
55 11 11 

25 l 1 

15 3-3-33 3 3 
| 1 l 

25° 25 15 29-20 25 29 29 25 

1 1 1 

二 变 四 变 五 变 至 七 变 


(vi) 衔 数 与 相应 的 乘 率 对 乘 , 得 泛 用 。 虽然 24Yi 一 2M 十 1, 秦 
氏 并 未 按 正 用 定义 调整 ， 运 称 之 为 用 数 : 

Y=19 800, Y,=53 625, Y;=7 800, Y;=28 600, Y,= 
61 770。 
为 保持 解 题 的 完整 、 和 谐 ， 秦 氏 保证 不 影响 答 数 前 担 下 ， 在 大 的 
用 数 内 分 一 些 , 借 给 用 数 为 零 的 地 方 。 在 草 文中 , 他 相当 于 说 , 从 
Y; 中 借 给 
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YY m)™ Gnom) 25 一 3 432, 
M 85 800 
Veo rom ) 6 17 160 


因为 Y; 为 用 数 中 之 最 大 者 。 于 是 从 定理 17，2， 计 算 所 求 。 


(vi1D XEY ri Yr Yr 


Cm, ,71 Crm) Yrst Cm mt 
M M M 
一 rt 9 P17 )"s mod M). 


从 题 设 条 件 知 Cms ym) [ra 一 ry Cme smi) |re 一 ry (mssmr) |rs—r;。 
原著 算出 各 总 ; 1 188 000,156 000,1 608 750, 858 000, 205 920， 
51 480，51 480，171 600， 然 后 并 总 ， 得 4 291 230。 最 后 得 答 数 
1 230 分 。 

本 题 模 数 应 入 复数 格 ， 约 去 最 大 公约 数 5 后 对 元 数 26，24， 
22，20，12，10，5,， 4 按 定理 7，1 常规 两 两 连环 求 等 ， 相 约 即 得 
准 定 母 ，13，8，11，1，3，1，5，1， 从 定理 7.， 2 即 得 同一 组 定 
和 母 ，13，8，11，1，3，1，25，1。 

从 上 引 范 例 “ 推 库 额 钱 ” 和 “ 积 尺 寻 源 ”， 秦 九 毅 在 求全 责备 
的 要 求 指引 下 , 以 补 全 用 数 为 乐 并 。 其 实 是 做 了 “ 傻 征 ”。 在 编 四 
库 全 书 时 , 馆 臣 在 “ 积 尺 寻 源 ” 作 按 语 ， 指 出 :“ 按 无 用 数 ， 则 此 
条 ( 指 借用 ) 可 省 。 借 数 转生 烦 扰 ， 非 法 也 ” 清 黄 宗 宪 《 求 一 术 通 
解 》 卷 上 以 分 解 模 数 为 因数 乘积 解 题 。 把 本 题 化 为 只 含 四 个 同 余 
式 的 同 余 组 ; 9 二 1(mod 13),，23F, 汪 1 (mod 4), F; 涯 1 


> ' MM 
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(mod 11), 7Ff 圭 1(mod 25)。 黄 氏 称 其 余 无 用 数 四 式 为 “ 废 位 ”， 
并 说 “此 自然 之 理 也 。” 对 秦 氏 借用 的 做 法 持 反 对 意见 :“ 秦 书 于 
求 得 各 用 数 后 ， 视 某 位 空 者 ， 则 借 和 同类 之 用 数 ， 以 补 之 ， 法 嫌 殉 
设 ， 是 编 不 采 。” 


第 三 节 一 次 同 余 式 组 (大 入 类 范 题 分 析 下 ) 


我 们 把 《 数 书 九 章 》 大 衍 类 九 题 中 涉及 自然 科学 现象 《 历 
法 》 一 题 及 社会 哲学 《周易 》 一 题 归 入 本 节 。 

1， 古 有 历 会 积 

我 国 古代 制订 历法 有 个 传统 ， 先 假定 历法 计时 的 起 点 。 这 个 
时 刻 称 为 上 元 。 古 历 是 指 先 秦 时 代 的 历法 ， 当 时 这 个 时 刻 规定 是 
月 朔 (新 月 的 开始 ,太阳 地球 .月亮 在 一 直线 上 ,而 月 亮 居中 ) 刚 好 
那 时 是 冬至 (太阳 达到 黄道 的 极 南 点 )。 那 一 天 又 刚好 是 甲子 日 子 
夜 ( 零 时 零 分 零 秒 ) 。 历 法 计时 从 此 开始 . 因 三 者 (月 .日 .甲子 ) 运 
行 周期 不 一 样 ， 就 互相 错开 ， 不 太 容 易 重 遇 。 但 毕竟 公共 周期 是 
存在 的 ， 若 二 时 间 后 它们 还 有 相遇 时 刻 。 从 运动 的 开始 到 最 近 一 
次 相遇 所 需 时 间 称 为 会 积 。 制 历 那 一 年 冬至 距 上 元 时 间 称 为 历 过 ， 
距 下 次 相遇 所 需 时 间 称 为 未 至 。 本 节 所 引 古 历 会 积 以 及 下 一 节 治 
历 演 纪 二 题 都 涉及 历 过 、 未 至 等 计算 问题 。 

问 ， 十 历 由 冬至 四 以 三 百 六 十 五 日 四 分 日 之 一 。 翔 策 思 以 二 


@ 我 国 先秦 六 历 总 称 古 历 , 黄帝 、 疗 项 、 夏 、 股 、 周 、 吾 。 其 中 岁 实 365 -日 ， 
闭 策 29 92 日 ， 亦 称 四 分 历 。 

@ 阳历 12 月 22 日 前 后 太阳 达 最 南 点 ， 那 一 天 地 球 北半球 的 白 统 最 短 ， 

@ 逆 策 : 四 分 历 规定 19 年 气 (冬至 ) 朔 (月 朔 ) 相 过 ,期 间 置 7 个 国 月 。 因此 19 年 


一 365 二 X19=6 939 闻 日 ， 1 月 =6 939 六 二 (12X19+7) 一 29 全 日 ( 朔 策 ) 
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十 九 日 九 百 四 十 分 日 之 四 百 九 十 九 。 甲 子 出 六 十 日 ， 各 为 一 周 。 假 
邻 至 淳 祷 办 午 ( 年 ) 十 一 月 两 展 朔 ， 初 五 日 度 申 冬至 ， 初 九 日 甲子 。 
和 欲求: 古 历 气 、 朔 、 甲 子 一 会 ， 积 年 、 积 月 、 积 日 及 历 过 、 未 至 
各 几何 ? 

( 答 数 :会 积 18 240 年 .22 万 5 600 月 .6 662 160 日 。 历 过 9 163 
年 ,未 至 9 077 年 。 卷 1 第 2 题 ) 


参考 译文 : 古 历 以 365 二 日 为 一 年 、 29 50 日 为 一 月 。 60 日 


为 甲子 一 周 。 如 果 淳 祷 丙 午 (1246 年 )11 月 丙 辰 那 一 日 为 月 逆 , 初 
五 日 庚申 那 一 日 为 冬至 , 初 九 是 甲子 。 求 ; 古 历 会 积 是 多 少年 ( 折 
合 月 .日 )? 历 过 、 未 至 各 是 多 少 ? (图 4. 4.4) 

解法 ; 

原著 假设 冬至 、 月 朔 都 发 生 在 当日 子夜 ， 于 是 据 题 意 

(GD 列 出 同 余 式 组 。 设 制 历年 上 距 上 元 为 日 ， 则 


四 
mod 365 4 9 


499 
mod 29 940 9 


Xz 三 0 (mod 60) 。 


三 4 


TX 三 8 


@ 我 国 从 古 以 来 以 天 干 ( 申 , 乙 ,两 , 丁 .成 .已 . 庚 . 辛 . 王 .全 ) 地 支 ( 子 、 五 、 实 、 儿 、 
辰 .已 .年 .未 . 申 . 酉 .成交 ) 中 各 取 其 一 ， 两 两 按 序 排 年 、 月 、 日 。 这 种 传统 可 以 上 推 
到 股 商 时 代 ， 编 延 示 有 间断 。 其 序 为 ; 


1 2 3 4 5 6 ? 10 时 12 
用 子 乙肝 两 实 本 印 成 展 已 也 庚午 六 未 于 申 异 宵 加 成 乙 妆 
13 14 1s 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
两 子 了 入 成 页 已 名 天 搬 六 于 车 妥 未 杀 和 Z 省 现 必 了 
25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 
戊子 已 及 遍 祷 举 名 于 搬 吴 甲午 乙 朱 二 申 了 入 成 成 忆 妆 
37 38 39 40 l 42 43 44 45 46 47 48 
庆 子 兴 于 玉 实 爱 卯 力度 忆 丙午 了 条 成 是 入 炭 及 关 
49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 F 60 
于 了 红 且 是 实 乙 卯 二 展 了 成 让 已 来 席 币 举 镍 皇 及 训 六 
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(i) 这 里 的 模 数 365 二 ，29 人 2 ，60 为 通 数 ， 按 通 数 格 (定理 
12) 化 为 元 数 1 373 340, 111 036, 225 600。 用 定理 7. 1 化 为 定 母 
487，19，225 600、 得 衍 母 2 087 476 800 

(iii) 再 计算 相应 的 衍 数 4 286 400，109 867 200，9 253 

(iy) 列 出 三 个 同 余 式 

313F 寺 1(mod 487)， 

4F,=1 (mod 19)， 

9 253F;s 汪 1 (mod 225 600) 。 

(v) 借 以 求 相 应 的 乘 率 F=473,，F,=5，F, 二 172 717， 

(Vi) 计算 三 个 泾 用 2 027 467 200，548 336 000， 


1 596 150 401 。 FM,=4 174 953 601 二 2M 十 1，, 就 在 各 泛 用 内 
减 去 衍 母 的 分 数 倍 。 还 是 按照 (mi,mj) |r, 一 x) 这 一 性 质 调 整 , 原著 


在 FM, FM, 内 各 减 去 学， FM; 不 变 ， 即 以 983 728 800， 
549 336 000，554 412 001 为 正 用 。 

(vi 计算 各 总 ， 并 总 得 所 求 x = 8 329 603 200 三 
2 067 172 800 (mod 2 087 476 800) ， 按 照 复 名 数 聚 传 历 过 应 是 
9 163 年 。 
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在 数学 发 展 史上 一 般 都 称誉 成 功 的 记录 ， 而 略 去 失误 。 当 实 
上 ,成 功 是 在 更 多 次 失误 中 诞生 的 。 本 题 从 题 文本 身 到 运算 过 程 
中 出 现 多 次 错误 ， 秦 氏 不 仔细 审 校 ， 让 之 传世 ， 这 是 有 失 严 肃 之 
处 ， 此 题 已 引起 后 世 学 者 关切 并 设法 正 误 。 例如: 

其 一 ， 原 著 所 列 同 余 式 组 与 题 文 矛 盾 ， 术 文 说 :“ 气 不 及 四 ， 
朔 不 及 八 .” 以 至 大 廖 不 然 。 

其 二 ， 丛 题 文 入 手 检 查 ， 就 发 现 原著 所 列 同 余 式 组 无 解 。 清 
人 李 锐 在 不 改动 原 题 数据 下 发 现 ;“ 依 问题 以 两 辰 至 庚申 相距 四 
日 ， 为 朔 余 ， 以 庚申 至 甲子 相距 四 日 ， 转 减 纪 法 六 十 ， 余 五 十 六 
日 ， 为 纪 余 ， 推 纪 总 、 朔 总 ， 以 求 历 过 年 ， 亦 不 得 其 数 .” 其 同事 
毛 后 生 为 作 注 解 ， 相 当 于 说 ， 对 于 分 数 模 的 同 余 组 


z=0| mod 365 1 =4| mod 29 499 | 三 56(mod 60),， 


940 
化 为 整数 模 
4 X940x 寺 0(mod 1 373 340)==4X 940X4(mod 111 036)=56X 
940X4(mod 225 600)， 其 中 (225 600,111 036)= 二 12+(56 一 4) X 
940X4。 久 此 不 满足 有 解 条 件 。 
其 另 一 同事 沈 钦 斐 在 李 锐 思想 指引 下 更 改 秦 九 韶 题 文 数据 ， 使 有 
解 。 宋 景 昌 《 数 书 九 章 札记 》 说 :“ 沈 氏 钦 裴 用 四 分 术 推 之 ， 以 正 
其 误 ， 法 最 详尽 ， 今 附录 于 此 。?” 

“ 问 : 四 分 术 冬 至 三 百 六 十 五 日 四 分 日 之 一 , 朔 策 二 十 九 日 九 
百 四 十 分 日 之 四 百 九 十 九 ， 甲 子 六 十 日 ， 各 为 一 周 。 假 令 天 正 逆 
甲 成 日 九 百 四 十 分 日 之 四 百 一 十 , 冬至 丁丁 日 四 分 日 之 三 。 欲求 ; 
气 朔 甲子 一 会 积 年 、 积 月 、 积 日 及 历 过 、 未 至 年 数 各 几何 ? 

( 答 数 : 一 会 积 年 1 520, 积 月 18 800, 积 日 555 180。 历 过 年 
1 115 未 至 年 405 ) 

沈 钦 裴 所 改 题 、 设 所 求 历 过 为 xz 日, 则 据 题 意 可 列 同 余 式 组 ， 


z =0|mod 365 | = 33 了 (mod 60) 二 33 汪 一 
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10 410| mod 29 499 ,化 为 正 整数 模 : 
940 XxX 4z 三 0(mod 1 373 340) = 126 900 (mod 225 600 ) 三 
87 660(mod 111 036)， 
检验 (225 600,111 036) 二 12|126 900 一 87 660, 且 

(1 373 340,225 600)=2 82011 269 600 

(1 373 340,111 036) 王 5 844187 660。 同 余 式 组 有 憩 数 
解 。 按 大 衍 术 解 就 得 上 面 答案 。 

其 三 , 秦 氏 原 答 历 过 为 9 163 年 。 按照 题 文 检验 , 把 9 163 年 化 
为 日 数 后 ， 代 入 同 余 式 组 ， 它 们 与 余数 之 差 应 分 别 是 365 十 ， 
29 940 ,60 的 整数 倍 。 但 这 一 基本 要 求 也 达 不 到 ,所 以 在 《 数 书 九 
章 》 收 入 四 库 全 书 时 , 馆 臣 已 抱怨 说 :“ 题 已 不 合 ， 既 法 合 ， 数 亦 
不 能 合 也 。” 义 说 ,，“ 算 家 终 以 得 数 为 准 ， 得 数 不 合 ， 则 无 以 取信 
于 人 矣 。” 馆 臣 在 揭 人 之 短 的 同时 ,“ 今 改 设 一 题 于 后 ， 以 明 其 法 

“ 假 令 十 一 月 平 朔 辛 已 日 四 百 七 十 分 日 之 一 百 一 十 三 ,入 至 奖 
卯 日 子 正 初 刻 。 问 ， 距 前 后 甲子 日 、 子 正 初 刻 合 朔 冬至 之 年 数 名 
几何 ?” 

设 订 历年 冬至 与 上 元 距 x 日 ， 馆 臣 据 题 意 (图 4.4.5) 相 当 于 
列 出 同 余 式 组 


- 工 | -17 了 _ 39 
x 三 0 |mod 365 1 17 470 (mod 60) = 39 
113 499 ， 
17 } 堆 | mod 29 498 | ,又 把 原 式 化 为 整数 模 同 余 式 组 


3 760z= 皇 0(mod 1 373 340) = 146 640 (mod 225 600 ) 三 
81 816(mod 111 036) 各 自满 足 (36 760,225 600) 王 201146 640， 
(3 760,111 036)=4|81 816 且 (225 600,111 036)=12|146 640 一 
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365 二 的 倍数 
Eo——— 39 


499 
29 940 的 倍数 


上 元 am0 和 了 ‘CH) 


枯 丛 
团 收 了 避 沪 怖 
功 只 六 


81 816=64 824。 

最 终 获 解 , 所 求 x 为 319 959( 日 ) 折 合 876 年 。 

经 过 历代 学 者 的 认真 讨论 ,“ 古 历 会 积 ” 题 的 失误 已 全 面 修正 。 

2， 荞 卦 发 微 

“ 闭 卦 发 微 ” 题 列 为 秦 氏 书 首 题 , 应 有 其 特殊 重要 意义 。 由 于 
题 意 十 分 隐 临 , 令 人 百 思 不 得 其 解 , 成 为 读 此 书 的 栏 路 虎 。“ 牵 强 
附会 ， 著 无 意义 ”之 说 ， 油 然而 生 。 

我 国 古 代用 著 草 0 占卜 ， 後 自 先 秦 ， 以 祈求 神 检 ， 预 示 将 要 
发 生 事 物 的 吉凶 。《 周 易 》 是 占卜 专 籍 ， 列 六 十 四 卦 象征 各 种 自然 
现象 和 社会 现象 及 其 变化 。 其 占卜 手续 “ 易 ，。 系 辞 上 ”,“ 大 衍 之 
数 五 十 ， 其 用 四 十 有 九 ， 分 而 为 二 ， 以 象 两 [ 仪 ]。 挂 一 以 象 三 
[ 才 ]j、 把 以 为 四 ， 以 象 四 时 ，…， 十 有 八 变 而 为 卦 .” 占 让 的 具体 
做 法 是 名 在 木 盒 中 盛 放 善 草 50 根 ( 大 衍 之 数 五 十 )。 签 者 (占卜 


人 ) 从 中 只 取 49 根 (其 用 四 十 有 九 ) 分 三 次 (每 次 为 一 变 ) 分 氛 ( 抽 
取 ) 


@@ 疼 草 为 多 年 生 草本 植物 , 《尚书 . 洪 范 》 说 它 百年 生 一 本 ,被 视 为 神灵 之 物 ， 
和 和 龟甲 一 样 ， 同 是 占卜 骨 具 。 


@ 详 参见 本 《大 系 》 第 一 卷 第 二 编 第 四 章 第 一 节 ， 
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第 一 变 , 将 49 根 蔷 草 随机 分 为 两 部 分 , 二 者 非 奇 即 偶 。 奇数 
象征 阴 ( 一 一 受 )， 偶 数 象征 阳 ( 一 区 ) 。( 分 而 为 二 以 象 两 [ 仪 ]) 两 
部 分 中 又 分 出 1 根 。( 挂 一 以 象 三 [ 才 ])。 这 样 ， 如 果 第 一 部 分 有 
n 根 ， 其 余 二 部 分 分 别 有 48 一 nx，1 根 ， 分 拱 的 办 法 是 在 n，48 一 
n 中 分 别 4 根 4 根 地 抽取 。 余数 前 者 必然 是 1，2, 3 或 4; 后 者 必 
然 是 3, 2, 1 或 4。 连同 “ 挂 一 ”的 那 一 根 , 把 余数 4 或 8 根 甩 去 。 

第 二 变 : 将 余下 的 40 或 44 根 著 草 再 随机 分 成 两 部 分 各 按 第 
一 变 分 局 办 法 ,4 根 4 根 抽取 , 再 次 甩 去 余数 , 二 者 总 和 非 4 即 8。 

第 三 变 ; 将 上 次 余下 的 32，36 或 40 根 著 草 又 随机 分 成 两 部 
分 ， 仍 各 分 氛 ,， 4 根 、4 根 抽 取 ， 再 次 有 忆 去 余数 、 二 者 善 草 总 数 有 
四 种 可 能 。 

24 根 ,4 的 6 倍 ,《 周 易 》 称 为 老 阴 ， 

28 根 ，4 的 ?7 倍 ， 称 为 少 阳 ; 

32 根 ，4 的 8 倍 ， 称 为 少 阴 ， 

36 根 ，4 的 9 倍 ， 称 为 老 阳 。 

这 就 得 第 一 区 (或 阴 或 阳 )。 反复 第 一 关 的 做 法 , 获取 其 他 五 关 ( 或 
阴 \ 或 阳 )( 十 有 八 变 而 成 卦 )。 古 人 用 这 种 占卜 方法 获得 一 卦 。64 
个 卦 由 在 《周易 》 各 有 卦 辞 ， 借 以 猜 度 事物 吉凶 ， 以 定 行 止 。 例 
如 第 23 卦 ( 困 )， 陷 入 困境 ， 为 凶 卦 ， 而 第 62 卦 (大 有 )， 象 征 丰 
收 。 

秦 九 前 攀附 《周易 》， 以 《孙子 算 经 》 物 不 知 数 题 及 其 解法 为 
主线 ， 以 余数 反 求 原 数 作出 另 一 种 可 以 画 芝 作 卦 的 占卜 方式 。 
《 易 》 据 六 经 之 首 ， 侨 家 奉 为 圭 泉 、 秦 氏 创立 新 的 分 拱手 续 ， 与 
《周易 》 挂 钩 ， 且 以 此 题 列 为 开宗明义 第 一 , 借以 提高 所 著 书 的 名 
望 ， 其 心情 可 以 理解 。 在 我 们 看 来 从 余数 反 求 原 数 ， 此 举 舍 近 求 
远 ， 避 轻 就 重 , 通过 此 途径 求 阴 或 阳 数 ， 岂非 笑话 ? 对 儒家 看 来 ， 


QD 封 象 参见 本 《大 系 》 第 一 卷 pb。 200. 
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秦 氏 此 举 标新立异 ， 离 经 产道 有 违 正统 ， 所 以 四 库 馆 臣 对 此 有 按 
语 说 :“ 欲 以 新 术 改 《周易 》 拒 善之 法 ， 殊 乖 古 义 ?。“ 按 此 法 强 援 
善 卦 . 牵 附 街 数 , 致 本 法 反 星 , 今 以 本 法 列 于 前 , 则 其 刺 自 见 侨 1 

问 ,《 易 》 日 : 大 簿 之 数 五 十 ， 其 用 四 十 有 妃 。 又 日 :分 而 为 
二 以 稍 两 ， 挂 一 以 象 三 ， 抬 之 以 四 ， 以 稍 四 时 。 三 变 而 成 未 ， 十 
有 八 变 而 成 卦 。 欲 知 : 所 衍 之 术 及 其 数 各 几何 ? 

( 管 数 : 衍 母 12, 衍 法 3。 一 元 衍 数 24, 二 元 入 数 12 ,三 元 衍 数 
8, 四 元 衍 数 6。 以 上 四 位 衍 数 计 50。 一 把 用 数 12, 二 把 用 数 24, 三 
操 用 数 4, 四 把 用 数 9。 以 上 四 位 用 数 计 49。 卷 1 第 1 题 ) 

题 文 大 意 : 秦 氏 上 自 创 的 把 法 也 用 50 根 著 草 ， 也 只 取 其 中 49 
根 。 也 随机 分 为 两 部 分 ， 对 其 中 任 一 部 分 按 一 、 一 抽取 (m==1)， 
二 、 二 抽取 Gns==2)， 三 、 三 抽取 (ms= 二 3)， 四、 四 抽取 Gm 二 4)。 
以 各 次 抽 数 所 得 余数 ( 秦 在 术 文 . 草 文中 所 举例 , 取 n=1 ,r= 1 ,rs 
二 3,n 王 1, 肥 算 ( 用 大 衍 术 ) 原 有 羡 草 多 少 根 ? 如 果 答 案 最 小 正 整 
数 解 是 x。， 他 又 按 以 下 法 则 , 取 相 当 于 《周易 》 所 说 老 阳 、 少 阴 、 
少 阳 、 老 阴 


N= 


To 


当 0< 取 1， N 取 1， 1< <2， 2< = 


<3, 3< 了 入 4， NN 分 别 


取 2，3，4。 
1] 老 阳 
2 少 阴 
而 “|3 少 阳 
4 老 阴 


每 经 二 变 获得 一 个 N, 相应 得 一 六 ( 阴 或 阳 ), 经 十 八 变 得 一 卦 。 


中 在 一 一 、 二 二 .、 二 二 、 四 四 四 朱 中 ， 秦 氏 认为 “ 自 一 、 一 拒 之 ， 必 奇 ( 余 ) 一 ， 
故 不 繁 ， 抬 而 旋 运 挂 一 … 谓 反 二 、 朱 三 、 拓 四 者 凡 三 变 ，… 故 昌 三 变 而 成 浆 .” 
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解法 : 
仿照 上 面 各 题 ， 我 们 把 秦 氏 本 题解 法 也 分 八 个 步骤 ， 用 现代 
数学 语言 说 明 : 
(i) 据 题 意 立 出 同 余 式 组 
三 1 (mod 1)， 
ZX 三 1] (mod 2)， 
ZX 尘 3(mod 3)， 
r 汪 1 (mod 4)。 


(ii) 从 元 数 1，2, 3, 4 求 定 1 1 一 二 1 1 
母 、 对 这 几 个 很 简单 的 模 数 原 。 EE 2— 2 一 1 1 
著 求 定 母 .图 式 合乎 两 两 连环 求 4 3 J 3 
等 法 则 (定理 7.1), 他 说 :“ 以 两 。 | |， | | 
两 连环 求 等 约 之 , 先 以 一 与 二 求 
等 ， 一 与 三 求 等 、 一 与 四 求 等 ， 皆 得 一 。 各 约 奇 弗 约 偶 ， 数 不 变 。 
次 以 二 与 三 求 等 ， 亦 得 一 ， 约 奇 弗 约 偶 ， 数 亦 不 变 。 及 以 二 与 四 
求 等 ， 乃 得 二 ， 此 二 只 约 副 数 二 ， 变 为 一 ， 而 弗 约 四 。 次 以 三 与 
四 求 等 ， 亦 得 一 、 约 奇 、 亦 不 变 。 所 得 一 、 二 、 三 、 四 ， 各 为 定 
数 .” 求 得 各 自 定数 为 1、1、3、4， 衍 母 为 12 

(Gi) 计算 衍 数 ， 得 12，12，4，3 

(iv) 常 规 从 相应 模 数 简 化 各 同 余 式 的 系数 , 分 别 得 奇数 1, 1， 
1，3， 即 得 四 个 同 余 式 

天 王 ]1(mod 1)， 
天 三 1(mod 2)， 
3 =]1Cmod 3)， 
3F4=1(mod 4)。 

(v) 在 上 面 四 个 同 余 式 中 前 面 三 个 的 解 都 是 1, 原著 说 ;“ 凡 奇 
数 得 一 者 ， 便 为 乘 率 .” 须 运用 大 衔 求 一 术 的 只 是 最 后 一 式 。 原 著 
说 ;“ 今 左下 衍 是 三 ， 力 与 本 母 四 ， 用 大 衍 求 一 术 入 之 ， 列 入 奇 三 
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于 右上 ， 定 母 四 于 右 下 。 立 天 元 一 于 左上 ， 空 其 左下 (@) 先 以 右 
上 少数 三 , 除 ( 去 ) 右 下 多 数 四 ,得 一 为 商 , 以 商 一 乘 左上 天 元 一 ， 
只 得 一 ， 归 左下 ， 其 右 下 余 一 (@@) 次 以 右 下 少数 一 ， 除 右上 多 数 
三 ， 须 使 右上 必 奇 一 算 乃 止 。 遂 于 右 行 最 上 , 商 二 ,以 除 右 衍 , 必 
奇 一 。 乃 以 上 商 ,， 命 右 下 定 ( 数 ) 余 一 ， 除 之 ， 右 衍 余 一 (@)。 
以 商 二 与 左下 归 数 相 乘 ， 得 二 。 加 入 左上 天 元 一 内 ， 共 得 三 。 
验 有 有 上 衍 余 ， 得 一 当 止 ， 乃 以 左上 三 为 乘 率 。(@) 


be 


| 所 


(D © EY 
虽然 入 算数 字 小 且 少 ， 但 大 衍 求 一 术 运 用 准确 ，、 特 别 是 “右上 … 
术 余 ， 得 一 而 直 ,” 交 待 周到 。 
这 就 是 说 已 求 出 Fl=F,==F,1,，F,=3 

(vi) 求 用 数 按 常规 计算 ,应 分 别 为 12，12， 4，9。( 按 正 用 定 


义 ,此 处 人 /FM 一 37 一 3M 十 1) 秦 氏 为 附 合 《周易 》“ 其 用 四 十 有 
九 ” 的 需要 ， 非 但 不 减 小 ， 反 而 又 增多 一 个 M， 即 令 第 二 个 用 数 
成 为 24。 虽 然 对 答 数 没有 影响 。 这 是 答 数 所 说 一 把 用 数 12， 二 摊 
用 数 24， 三 把 用 数 4， 四 把 用 数 9 的 由 来 。 

(vii) 计 算 各 总 ， 分 别 得 12，24，12，9， 并 总 ， 得 57， 所 求 
Xo=57(mod 12) 二 9, 

按照 秦 九 韶 的 说 法 ， 汪 一 3，N 取 3， 属 于 少 阳 ， 应 划 阳 关 ， 

秦 氏 为 附会 “大 衙 之 数 五 十 ”甚至 还 把 第 (iii) 步 的 衍 数 也 不 异 


更 改 ， 他 以 单位 分 数 陡 ， 壹 ， 专 ， 十 求 和 ， 分 子 、 分 母 齐 同 原理 
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求 入 数 , 四 者 分 别 表示 衍 数 (图 4.4.6)1X2Xx3x4,11 1 
XxX1x3X4,， 1X2X4,， 1X2x3 即 24,，12,，8，6。 这 
就 是 答 数 所 说 :“ 一 元 和 本数 24， 二 元 衍 数 12， 三 元 衍 1 2 
数 8， 四 元 衍 数 6” 以 上 四 位 入 数 和 计 50。 

秦 氏 也 知 这 仅 是 表面 文章 好 看 ， 对 解 题 曼 无 用 ， 
处 ,所 以 他 在 具体 解法 中 又 说 :“ 算 理 不 可 以 此 五 十 为 
用 … 遂 乃 复 以 一 、 二 、 三、 四 之 元 数 求 等 数 , 约定 。 按 
前 术 , 以 两 两 连环 求 等 约 之 .” 即 变换 为 定 母后 , 另 取 ! 
12，12，4，3 为 街 数 ， 一 如 上 面 第 (ii) 步 又 所 记 。 图 4.4.6 

这 是 一 道 穿 凿 附会 的 数学 游戏 , 藏 首 露 尾 , 使 后 人 很 难 读 懂 ， 
而 且 游 戏 本 身 也 编 得 不 很 高 明 。 例如 泛 用 之 和 如 取 12 十 12 十 4 十 9 
二 37, 不 增加 为 37 十 12=49，, 在 37 根 著 草 中 分 为 两 部 分 , 每 部 分 
蔷 草 不 过 二 十 余 根 ， 不 必 通 过 繁复 的 分 把 解 同 余 式 组 ， 去 求 这 部 
分 有 多 少 根 ， 直 接 去 数 ， 不 就 得 出 结果 吗 ? 秦 氏 自己 也 说 :“ 四 十 
九 名 旦 用 数 ， 用 为 车 草 数 ， 故 《 易 》 目 其 用 四 十 有 九 是 也 。 假 令 
用 善 四 十 九 ， 信 和 手 分 之 为 二 ， 则 左手 奇 ， 右 手 必 偶 ; 左手 侦 , 厂 
手 必 奇 …… 就 其 三 十 七 泛 为 用 数 。 但 三 十 七 无 意义 ， 兼 苗 少 太 露 、 
是 以 用 四 十 有 九 。 凡 把 着 求 一 区 之 数 ， 和 欲 得 一 、 二 、 三 、 四 ， 出 
十 无 为 ， 必 令 氛 者 不 得 知 。” 

现 以 下 表 ( 表 4. 4.4) 比 较 《 周 易 》、 秦 氏 取 六 的 数学 意义 


表 4. 4.4 


《周易 。 系 辞 上 》 


| (， 
50 


4 


《 数 书 九 章 。 普 卦 发 微 》 
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续 表 


文献 《周易 ， 系 辞 上 》 《 数 书 九 章 ，。， 善 卦 发 微 》 


1 
ZX 过 mi (mod 4) 山 


芝兰 ri (mod 2) 


48 一 Xz 宇 r; (mod 4) 
rm 十 rz 一 4 或 8。 余 下 44 或 40 根 


3 六 rs(mod 4) 
44 


44—y 宕 ri (mod 4)， 


A y 二 73 (mod 4) 
二 变 福 4| 


TX 二 rr;(mod 3) 
40 一 y 宇 rs (mod 4)， 

3 十 4 二 rs 十 rs 一 4 或 8 

余下 32，36 或 40 根 
Zz 宇 re(mod 4) 


40—z 二 rr7(mod 4)， 


之 二 re (mod 4) 


36 一 > 二 rs (mod 4)， 之 过 rstmod 4) 


z 宇 re (mod 4) 
或 32 
32 一 z 宇 reo(mod 4)， 


re 十 r;7 二 re 十 re 二 re 十 ro 二 4 或 8 


@ <a 六 >(mod 5) 与 a 二 r(mod 5) 同 义 ， 当 6ta, 但 a 和 三，， 当 6la， 不 同 处 在 于 a 
三 a(mod a)， 而 a 圭 a 尘 0(mod a). 


390 第 四 章 不 定 分 析 


续 表 


文献 《周易 ， 系 辞 上 》 《 数 书 九 章 。 善 卦 发 微 》 


三 变 后 余下 36, 32, 28 或 24 根 , 则 | 解 同 余 式 组 x+ 二 ri (mod 2) 夺 rr， 
(mod 3)=r; (mod 4) 


3 
设 其 解 为 0 三 2 FiMir(mod 12) 


nw-[]- 


1 (0<zo 委 3) 老 阴 一 一 
2 (3<zo 委 6) 少 阳 
3 (6<zo 委 9) 少 阴 一 一 
4 (9<zro 甩 12) 老 阳 一 一 
作 封 经 十 八 变 六 区 而 成 卦 


第 四 节 一 次 同 余 式 组 ( 治 历 演 纪 术 ) 


一 数学 原理 
问题 的 提出 ; 设 制 历年 是 甲子 年 ,回归 年 周期 为 365 十 分 日 ， 


朔望月 周期 为 29 十 忆 日 , 制 历 那 一 年 冬至 点 在 十 一 月 甲子 日 子 正 


后 i 日, 最近 一 次 月 朔 在 甲子 日 子 正 后 7; 日 (图 4.4.7)。 求 制 历 
年 冬至 到 上 元 时 距 有 多 少年 ? 


设 制 历年 上 距 上 元 有 x 年 ， 即 历 过 年 数 或 上 元 积 年 ， 则 据 题 
意 列 出 同 余 式 


| 365+ 4 jz =ri(mod 60) 


=n—rs| mod 29 十 二 | 


第 四 编 ” 南 宋 时 代 ” 泰 九 部 (中 ) 391 


,7540 
—"=11 16900 


氏 4. 4. 7 


(1)(3656+a)z rib(mod 60b) 
二 (rr,)b (mod 290 十 c) 
记 为 Ax 三 Ri(mod B)， (1) 
Ar=Ri— R,(mod C),， (2) 
其 中 A=3656 十 a，B=60b，Ri==rib，Rs 二 rsb， C= 二 29b 十 c 
当 A，B，R,，Rs 相当 大 时 ,不便 用 大 衍 总 数 术 解 题 ， 改 用 代 
入 法 ， 并 不 靳 运用 同 余 性 质 只 取 系 数 的 余数 ， 以 简化 运算 ， 并 旦 
用 大 衍 求 一 术 解 同 余 式 ;“ 党 历 演 纪 ” 术 的 关键 是 以 (1) 的 解 代入 
(2) 式 求解 ， 这 种 解法 就 称 为 治 历 演 纪 术 。 
A 


(GD 解 (0) 式 ， 由 于 601x， 就 设 z=60X, 又 取 L=[ 久 或 
| 人 | 1@ _ 
=| 守 |+1 ， 其 中 五 =60 


把 (1) 式 变换 为 
FX=Li (mod E)Y (3) 


@ 一 般 说 ， 非 但 不 便 ， 甚至 不 能 。 
四 这 是 近似 值 ， 显 然 是 在 影响 答 数 不 太 大 的 变通 ， 使 同 余 式 有 解 ， 
EE 就 是 5. 
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用 大 衍 求 一 术 解 FX 三 | (mod E), 设 其 解 为 X。。 简化 XoL 二 
Ql(mod 无) 使 0 才 Q 过 E, 则 所 求 x 圭 60Q(mod 60E)。, 又 设 60Q= 
M, 60E=N, 


(iii) 把 (4) 式 代入 (2) 式 ， 得 
A(Ny+M)=Ri— R,(mod C)， (x) 


简化 4， 取 A 圭 J (mod C) 使 0 过 /二 C， 于 是 
JNy+JM= RI— R,(mod C)， 
简化 JM, 取 JM 三 S (mod C), 使 0 二 S$<C。 于 是 (* ) 变 换 为 
JNy 三 RI— R,—S (mod C) 。 
如果 RI 一 R; 一 S$ 二 0， 取 y= 二 0， 则 (2) 的 解 是 zx=M。 
如 果 Ri 一 R; 一 S 之 0, 取 D=RI 一 R, 一 S; Ri 一 R 一 S 达 0, 取 = 
R—R2—S+C 
解 ”JNy 寺 Dl(mod C)， 
简化 JN, 取 JN 寺 G(mod C), 使 0 二 G<C, 于 是 (x ), 同时 


(4) 就 进一步 变换 为 ” Gy 圭 D(mod C)。 (5) 
设 (G,C)=d，(5) 等 价 于 
F'y=L' (mod E') (6) 


GC mC ,iDlwiD 
其 中 局 一 拖 ,E' 一 与, 一 [ 驴 ] 由 [人]+1。 
(iv) 运 用 大 衍 求 一 术 解 ，F'Y 寺 1(mod E'), 设 其 解 为 Y,， 简 
化 YoL' =K (mod 五 )， 使 OKE 4 则 所 求 


y 一 六 。 
那么 最 终 得 所 求解 
r=Ny+M=NK+M=Y+M. 
二 范 题 分 析 


我 们 紧 接 上 面 所 揭示 的 数学 原理 ， 以 秦 氏 及 后 人 研究 的 算 题 
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进一步 追 迹 先辈 严谨 构思 ， 在 这 一 领域 内 的 具体 操作 全 过 程 。 

1， 治 历 演 纪 

问 ， 开 禧 历 积 年 七 百 八 十 四 万 入 千 一 百 八 十 三 ， 和 谷 知 推演 之 
原 ; 调 日 法 出 (6) 、 求 闭 余 各 〈c)、 朔 率 (C)、 才 分 (ae)、 岁 率 (4)》、 
岁 闵 (J)、 入 元 岁 (Q)、 入 头 (S)、 朔 定 骨 (R) 、 间 泛 骨 (大 )、 周 缩 
(D)、 纪 率 () 、 气 元 率 (N)、 元 同 (C)、 元 数 ( 开 ) 及 和 气 车 率 (4q)、 
因 率 (Xo)、 痢 率 ( 瓦 ) 、 朔 等 数 (d)、 因 数 (Yo)、 翔 积 年 (了 Y) 、 积 年 
(z) 二 十 三 事 各 几何 ? 

( 答 数 :日 法 (6=16900)， 朔 余 (c= 一 8967)， 朔 率 (C = 
499 067)， 斗 分 (a 二 4 108)， 岁 率 (4=6 172 608)， 岁 间 (7 一 
183 604) ,入 元 岁 (Q=9 180)， 入 国 (S= 王 474 260)， 朔 定 上 骨 ( 民 ;一 
29 669) ， 国 泛 肯 ( 乙 一 163 771)， 闽 缩 (D=188 578)， 纪 率 (8 一 
1 014 000)， 死 国 (CG=377 873)， 元 数 (Z 一 402)， 气 等 率 (d = 
52)， 因 率 (X,=144)， 吏 率 (E==325)， 朔 等 数 (W' = 二 1)， 因 数 (Y， 
一 457 999)，、 剖 数 (&' =499 067)， 气 元 率 (NW=19 500)， 朔 积 年 
(Y= 二 7 839 000)， 积 年 (z=7 848 183) 卷 3 第 3 题 ) 

本 题 大 意 : 开 祠 访 以 365.243 069 2 日 为 一 回归 年 ， 以 
29. 530 591 71 日 为 一 朔望月 ， 在 南宋 髓 泰 四 年 (甲子 、1204 年 ) 制 
订 此 历 , 已 知 那 年 冬至 发 生 在 甲子 日 后 11. 446 154 日 ,最近 冬 至 那 
次 月 朔 发 生 在 甲子 后 后 1. 755 62 日 。 问 :用 治 历 演 纪 术 计算 那 年 入 
至 上 距 上 元 时 间 ( 历 过 ) 是 多 少 ? 又 在 推演 过 程 中 上 列 各 种 中 间 数 
据 ( 共 23 个 ) 各 是 多 少 ? 

解法 : 

本 题 以 20 页 篇 幅 ( 全 卷 共 46 页 ) 作 出 详解 ， 如 果 说 秦 氏 在 


中“ 法” 指 分 母 。“ 日 法 ”是 朔望月 不 足 一 日 的 分 数 的 分 母 。“ 调 日 法 ” 即 调整 日 
法 ， 是 指 用 适当 的 分 数 近 似 地 表示 这 个 不 足 一 日 的 数 。 
@ 天 文 术语 后 的 字母 即 第 一 节 第 一 段 数学 原理 中 所 用 的 相应 名 称 。 
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“下 历 会 积 ” 一 题 中 在 命题 和 解法 上 出 了 疲 漏 , 那么 他 在 本 题 中 的 
既 严 谨 又 灵活 地 综合 运用 各 种 理论 和 周到 、 踏 实 的 计算 足以 补偿 
前 者 的 失误 ， 足 征 他 对 间 余 知识 的 熟练 掌握 ， 为 便于 读者 深入 理 
解 ， 在 上 一 段 数学 原理 基础 上 ， 下 面 采用 术 文 与 具体 数据 对 照 方 
式 介绍 原著 。 


表 4. 4.5 


以 用 法 求 之 ,大 和 本 入 刘 宋 何 承 天 (5 世纪 )《 元 嘉 历 》 最 先 用 加 成 


二 站 法 :印信 党 天 术 。 法 取 小 数 的 近似 分 数 D, 他 以 弘 ”， 包 ”作为 逆 记 
用 强 弱 母子 互 乘 ,得 数 ,并 


之 ， 为 朔 余 ， 月 的 过 剩 与 不 足 近 似 值 。 在 此 基础 上 得 精度 更 高 


、 399 ”26X15 十 9X1] 
的 近似 分 数 ， 752— 19 XId 17 其 中 752 为 


日 法 ，399 为 朔 余 。 
秦 九 韶 取 16 900 为 日 法 (0)。 其 理由 之 一 是 
16 900 二 52X 325 适 为 蔓 率 ( 瑟 ) ， 又 气 等 率 d= 


52， 对 约 简 系数 大 有 好 处 。 另 外 当 取 16 900=49 
X339 十 17X17 时 ， 朔 余 将 是 c=26X 339 十 9X 


加 i 8 967 _ 
17=8 967。 所 得 近似 分 数 j6 900 一 0.530 591 7 


有 最 高 精度 。 比 取 日 法 为 16 600,16 700,16 800， 
17 000，17 100，17 200 都 好 。 


只 二 十 沁 晶 通 日 法 ,| 967+16 900X29 一 499 067(c) 
增 入 朔 余 ， 为 朔 率 。 


中 参见 本 《大 系 》 第 四 卷 第 三 编 第 一 章 第 二 节 ， 
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续 表 
术 文 及 草 文 今 义 
又 以 日 法 乘 … 所 测 冬 |16 900X0.243 069 2=<z4 108(a) 


至 气 刻 分 ， 收 弃 末 位 为 偶 
数 ， 得 斗 分 。 


把 xz, rs 也 分 别 化 为 以 16 900 为 分 母 的 近似 
分 数 ， 其 中 


一 11.446 154x:11 -二 240 


16 900 
12 769 
16 900 
设 所 求 历 过 为 n 日 , 问题 就 相当 于 解 同 余 式 
组 (图 4. 4.7) 


”2 一 1.755 562 守 1 


8967 
2 16900 


_， 7540 
-一 一 绕 


图 4. 4.7 
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术 文 及 草 文 


却 交 本 历 上 课 所 用 闪 
大 甲子 岁 气 骨 (r1) 十 一 日 
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今 “ 义 


ji590 L340 (mod 60) 


16 900 


由 十 四 刻 六 十 “分 五 十 四 | [n=11 了 .540 1 17.671{ mod 29 8.967 


16 900 16 900 16 900 


黎 以 乘 日 法 得 一 十 九 万 三 化 为 同 解 的 整数 模 同 余 式 组 


干 四 百 四 十 为 气 定 骨 。 


| 


百 八 ， 得 六 百 _ ls 


干 六 百 八 ， 为 岁 率 。 


次 性 本 历 所 用 高 泰 甲 
子 岁 天 正月 朔 一 日 七 十 五 
刻 五 十 五 分 六 十 二 秒 , 以 
日 法 乘 之 ,得 二 万 九 干 六 
百 六 十 八 分 …, 就 近 收 秒 
为 一 分 , 共 为 二 万 九 干 六 
百 六 十 九 为 朔 定 骨 数 , 然 
后 万 以 朔 定 骨 减 气 定 骨 一 
十 九 万 二 干 四 百 四 十 , 余 
一 十 六 万 三 干 七 百 七 十 一 
为 周记 骨 。 


16 900n 寺 193 440(mod 1 014 000) (#) 


16 900n 尘 163 771(mod 499 067) (x x) 
为 针对 题 间 ， 化 历 过 日 数 为 x 年 数 (] 年 = 
4 108 
16 3906 日 ) 于 是 (* ) 又 变换 为 凯 


6 172 608zx 寺 193 440(mod 1 014 000) (1) 
这 就 是 Ar 寺 Ri (mod B) 


(x* x* ) 变 换 为 
6 172 6087x 一 193 440 一 29 669 

三 163 771(mod 499 067 ) (2) 
这 就 是 Ar 三 Ri 一 R,(mod C) 


DD 式 号 与 第 一 章 数学 原理 相对 应 
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续 表 
术 文 及 草 文 今 义 z 

以 大 入 术 入 之 ， 求 得 由 于 式 中 的 数 太 大 , 秦 氏 审时度势 , 给 予 简 
五 十 二 为 等 数 ， 一 百 四 十 | 化 : 其 一 ， 制 历年 与 上 元 年 都 是 甲子 ， 因 此 60| 
四 为 因 率 ， 三 百 二 十 五 为 |x。 其 二 , 丛 同 余 式 性 质 考 虑 , 只 保留 系数 关于 模 
静 率 。 以 甲子 六 十 为 纪 法 ,| 的 余数 。 其 三 , 如 果 系 数 、 常数、 模 有 公约 数 , 就 
乘 等 数 ， 得 三 千 一 百 二 十 | 尽量 约 去 这 些 公约 数 
为 约 率 。 从 6 172 608 二 365 X16 900 十 4 108 二 4 108 

然后 以 约 率 三 干 一 百 |(mod 16 900) 
二 十 除 之 , 得 六 十 二 。 以 因 (1) 式 化 简 为 
率 一 百 四 十 四 乘 之 ， 得 八 4 108X 60X=193 440(mod 1 014 000) 


千 九 百 二 十 八 ,， 满 郁 率 三 恰好 (4 108 X 60,193 440,1 014 000) 一 52 
百 二 十 五 去 之 ,不满 一 百 |X60=3 120。 于 是 
五 十 三 ， 以 纪 法 六 十 乘 之 ， 简化 为 ”79X 二 62 (mod 325) (3) 
得 九 千 一 百 八 十 年 , 为 入 、 这 是 ”FX 二 L(mod E) 
元 、 岁 。 用 大 衍 求 一 术 解 79X 夺 1(mod 325) 

其 解 久 ,二 144， 简化 ”62X 144 寺 153 (mod 

325) 
得 所 求 z=153X60=9 180(mod 19 500) 
z=19 500y 十 9 180。 (4) 


这 就 是 xx=Ny 十 M 
六 百 一 十 七 万 二 千 六 把 x 值 代入 (2) 式 ,经 变换 ， 得 
百 八 为 岁 率 却 以 十 二 月 乘 6 172 608(19 500y 十 9 180)=163 771 (mod 
朔 率 四 十 九 万 九 干 六 十 七 |499 067) 
得 五 百 九 十 八 万 八 千 八 百 而 6 172 608 = 499 067 X 12 十 183 804 = 
四 , 减 岁 率 , 余 一 十 八 万 三 5 988 804 十 183 804 
千 八 百 四 为 岁 头 。 三 183 804(mod 499 067) 
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术 文 及 草 文 

以 岁 国 乘 入 元 岁 九 千 
一 百 八 十 得 一 十 六 亿 八 干 
七 百 三 十 二 万 七 百 二 十 满 
朔 率 去 之 ， 不 满 四 十 七 万 
四 千 二 百 六 十 为 入 国 。 

肪 以 元 饼 三 十 七 万 七 
和 王八 百 七 十 三 与 朔 率 四 十 
九 万 九 干 六 十 七 用 大 衍 术 
求 之 ， 得 因数 四 十 五 万 七 
和 干 九 百 九 十 九 。 蔓 数 四 十 
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今 六 
秦 氏 觉察 到 

183 804X9 180=474 260(mod 499 067) 
183 804X19 500 尘 377 873(mod 499 067) 


于 是 (2) 式 又 简化 为 

377 873y 三 188 578(mod 499 067) (6) 
这 就 是 FY 二 L' (mod EE') 

用 大 衍 求 一 术 解 

377 873Y 二 1] (mod 499 067) 


九 万 九 干 六 十 七 。 然 后 以 | 得 解 Yo 一 457 999 


等 数 一 约 国 缩 ， 只 得 一 十 
八 万 八 干 五 百 七 十 八 , 以 
因数 四 十 五 万 七 千 九 百 九 
十 九 乘 之 ， 得 八 百 六 十 三 
亿 六 干 八 百 五 十 三 万 五 干 


y=457 999X188 578 
三 402(mod 499 067) 
代入 (4) 式 
所 求 + 二 19 500 X402 十 9 180==7 848 180 
如 果 从 开 禧 历 进 呈 年 ， 开 祠 三 年 (1207 年 )， 


四 百 二 十 二 。 满 静 数 四 十 | 起 算 ， 此 年 上 距 上 元 为 


九 万 九 干 六 十 七 去 之 ,不 
满 四 百 二 。 帮 以 乘 元 率 一 
万 九 千 五 百 得 七 百 八 十 三 
万 九 干 年 , 为 朔 积 年 。 并 入 
元 岁 九 于 一 百 八 十 ， 共 得 
七 百 八 十 四 万 八 干 一 百 八 
十 为 句 厅 四 年 甲子 岁 积 
和 分。 本 历 系 于 丁 卯 岁 进 呈 ， 
又 加 丁 卯 三 年 ， 共 为 七 百 
八 十 四 万 八 千 一 百 八 十 三 
分， 为 本 历 积 年 。 


7 848 180 十 3 二 7 848 183( 年 ) 
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秦 九 韶 这 一 解 题 工 作 是 在 前 人 基础 上 有 创造 性 的 成 果 。 所 以 
在 元 长 、 数 大 的 计算 全 过 程 结 束 时 他 深 有 体会 地 说 ;“ 数 理 精微 ， 
不 易 完 识 。 穷 年 致 志 ,， 感 于 梦 室 。 幸而 得 之 , 谨 不 敢 隐 。” 联 系 他 
在 《 数 书 九 章 。 序 》 中 又 说 :“ 早 岁 侍 亲 中 都 ， 因 得 访 习 于 太史 。” 
可 见 他 命 此 题 有 其 真实 历史 背景 :《 宋 史 ， 律 历 志 十 七 》 记 :“ 开 
禧 上 元 甲子 至 开 禧 三 年 丁 卯 当 积 七 百 八 十 四 万 八 千 一 百 八 十 三 
年 ”与 本 题 结果 完全 符合 。《 宋 史 》 仅 记 数 据 而 路 去 计算 理论 和 过 
程 . 秦 氏 在 本 题 中 以 20 页 篇 幅 发 挥 绝 学 ,在 此 庞大 天 文 数字 面前 ， 
百人 怎样 运筹 获得 准确 结果 ， 端 赖 秦 氏 在 本 题 中 所 写 下 的 这 一 忠 
实 而 珍贵 的 记录 才 得 于 传世 。 

此 外 本 题解 法 中 秦 氏 还 以 中 国 数码 字 实 录 运 算 全 过 程 。 使 人 
感到 尤为 兴趣 的 是 怎样 用 筹 算 用 大 衍 求 一 术 解 一 次 同 余 式 。 本 题 
在 解 第 (6) 式 时 求 

377 873y 三 ] (mod 499 067) 
做 了 十 一 次 更 相 减 损 。 以 下 还 以 第 一 节 第 四 段 ( 今 释 ) 解 的 格式 用 
阿拉 伯 数 字 表 示 秦 氏 解 此 题 的 全 过 程 如 下 表 。 图 4. 4. 8 为 原著 书 
影 , 显示 其 计算 过 程 的 开始 和 结束 , 直至 得 最 后 答 数 。 见 表 4. 4. 6。 
表 4. 4.6 
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上 
一 了 


-Et 


图 4. 4.8 


2， 唐 楼 德 历 

问 : 今 有 唐 鹿 德 术 : 日 法 一 千 三 百 四 十 ， 岁 实 四 十 八 万 九 千 
四 百 二 十 八 ， 朔 实 三 万 九 千 五 百 七 十 一 。 实 测 到 诅 德 元 年 甲子 岁 
天 正 冬 至 日 展 甲 子 ， 小 余 二 百 四 十 ， 辕 余 一 万 七 千 七 百 七 十 。 窝 
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以 甲子 岁 天 正 十 一 月 甲子 夜半 合 朔 冬 至 为 上 元 ， 问 ; 上 元 距 脐 德 
元 年 岁 积 几何 ? 

( 答 数 ,269 880) 

题 引 目 张 敦 仁 《 求 一 算术 》(1803 年 ) 卷 下 。 

查 《 新 唐 书 》 卷 二 十 六 ， 志 第 六 ， 历 二 由 记 :“ 高 宗 时 ， 戊 实 
历 益 疏 ， 淳 风 作 甲子 元 历 以 献 ， 诏 太史 起 麟 德 二 年 (635 年 ) 颁 用 ， 
谓 之 麟 德 历 .” 后 又 记 有 关 数 据 及 计算 上 元 积 年 结果 :“ 麟 德 元 年 
距 上 元 积 二 十 六 万 九 千 八 百 八 十 算 。 总 法 : 一 千 三 百 四 十 ,期 实 : 
四 十 八 万 九 千 四 百 二 十 八 ， 朔 实 ; 三 万 九 干 五 百 七 十 一 ”并 上 略 示 
计算 方法 :“ 以 期 实 乘积 算 为 期 总 , 如 总 法 而 一 , 为 日 , 六 十 去 之 ， 
命 甲子 算 外 ， 得 冬至 。 累 加 日 十 五 ， 小 余 二 百 九 十 二 ， 小 分 六 之 
五 ， 得 次 气 ， 六 乘 小 余 ， 辰 率 而 一 命 子 半 算 外 ,各 其 加 时 .” 张 敦 
仁 以 此 语 再 不 详 的 文献 为 据 编 题 ， 借 助 于 《 秦 九 章 》 演 纪 术 复原 
唐 时 算法 ， 所 得 上 元 积 年 正确 无 误 ， 他 的 草 文 列 问题 后 约 一 千 余 
字 ， 相 当 于 说 : 

对 照 本 节 第 一 段 数学 原理 ， 本 题 (图 4. 4. 9) 与 开 禧 历 实测 有 
寞 之 处 为 : 甲子 在 合 朔 、 冬 至 之 间 。 如 设 制 历年 上 距 上 元 为 和 年 ， 
应 列 出 同 余 式 


365+2 jz 三 rm (mod 60) 


mod 29 十 | 

题 中 已 给 数据 , 就 是 : 日 法 (0) 王 1 340, 岁 实 (3656 十 a) 二 489 428， 
朔 实 (298 十 c) 王 39 571， 小 余 (r) 王 240, 疾 余 (r)= 王 17 770。 张 氏 
考虑 到 从 麟 德 元 年 到 上 元 年 数 是 60 的 倍数 ， 所 以 他 改 设 += 
60X， 又 假设 从 制 历 年 冬至 至 上 元 日 数 含 有 Y 个 纪 ( 每 纪 为 60 


=7, 


QD 新 唐 书 第 二 册 〈 校 点 本 )， 北 京 ， 中 华 书 局 ，1977，559 一 560 
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328 
365 1340 的 倍数 


?11 
29 1340 的 倍数 


上 元 
和 -一 17770 一 一 一 
~- 一 一 一 1340 
图 4. 4.9 
日 );， 于 是 上 面 两 个 同 余 式 可 改写 为 三 元 不 定 方程 组 : 
489 428 加 240 
] 340 。 60X =60Y 十 本 340 340， (1) 
489 428 . 39 57] 17 770 (2) 
1 340 60X = 1 340 4 十 1 340° 


其 中 2 为 从 制 历年 冬至 附近 月 朔 上 距 上 元 月 数 。 
张 氏 草 文 相当 于 对 方程 (1): 约 分 、 通 分 ， 得 
122 357X 一 335Y 十 1。 
以 335 为 模 ， 进 一 步 化 简 ， 相 当 于 得 到 
82X 汪 1 (mod 335) 。 (3) 
仿照 秦 氏 术语 称 335 为 表率 (E), 82 为 奇 率 (F)。, 张 民用 大 衍 求 一 
术 解 得 最 小 正 整 数 解 为 143， 亦 称 为 因 率 (X。) 于 是 
Z 一 60Xo==8 580(mod 20 100) (4) 
同样 ,8 580，20 100 分 别称 之 为 入 元 岁 (Q), 气 元 率 (N), 以 z 值 
代入 方程 (2) ， 得 


489 428 39 5717 | 17 770 
1340 1 340 1 340 


489 428。8 580 十 489 428。20 100，y 一 39 571Z 十 17 770。 


* (8 580 十 20 100y) 一 
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而 489 428=14 576 (mod 39 571) 
等 式 左边 化 简 为 
14 576 。 8 580==125 062 080 寺 17 720(mod 39 571) 

14 576 » 20 100y 一 292 977 600y 二 33 487y(mod 39 571) 
同样 14 576, 17 720，33 487 用 秦 氏 演 纪 术 的 术语 ， 分 别称 为 岁 闭 
(J)， 入 国 (S)， 元 图 (G)， 于 是 

17 720 十 33 487y 夺 17 770(mod 39 571) 

33 487y 夺 50 (mod 39 571) (5) 
用 大 衍 求 一 术 解 ”33 487y 夺 1 (mod 39 571) 
张 氏 称 解 ,==39 571 为 因数 , 50 为 图 缩 (D)33 487 为 元 国 (G)。 于 
是 周 余 式 (5) 的 解 y= 二 39 571，50 寺 13 (mod 39 571)， 称 元 限 数 ， 
即 秦 氏 所 称 元 数 (K)。 
因此 所 求 Z 一 13。20 100 十 8 580 一 269 880 
运算 至 此 ， 张 氏 总 结 说 :“ 十 三 为 元 限 数 ， 以 乘 气 元 率 二 万 一 百 ， 
得 二 十 六 万 一 千 三 百 为 朔 积 年 ， 以 入 元 岁 八 千 五 百 八 十 加 之 ， 得 
二 十 六 万 九 千 八 百 八 十 ， 即 上 元 甲子 至 麟 德 元 年 甲子 积 算 也 。” 

唐 麟 德 历 上 元 积 年 在 国家 正史 仅 示 实 测 数据 和 计算 结果 ， 未 
给 计算 过 程 。 张 敦 仁 循 秦 氏 演 纪 术 ， 对 之 作 了 算法 复原 。 此 外 他 
还 对 唐 大 本 历 宋 崇 天 、 纪 元 历 作 了 同样 工作 ， 足 以 证 明 我 国 历代 
上 元 积 年 计算 都 用 此 法 完成 。 


第 五 节 大 衍 术 数学 思想 的 演进 
大 衍 术 牵 涉 面 其 广 ， 结 构 复杂 ， 理 论 完整 、 严 谨 ， 算 法 程序 


明确 。 冰 并 三 尺 ， 非 一 日 之 寒 ， 它 有 漫长 的 形成 过 程 ， 我 们 试 作 
探索 。 
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一 同 余 记 数 的 逆 问 题 


同 余 是 自然 数 记 数 法 的 特殊 变通 形式 。 我 中 华 民族 以 天 干 地 
支 纪年 是 以 同 余 定年 序 中 的 应 用 ,其 制 後 源 其 古 ?, 息 武 甲骨 文 已 
有 六 十 个 干支 序数 完整 记载 。 本 《大 系 》 第 一 卷 第 二 编 图 文 并 茂 
地 作 了 专题 介绍 (该 卷 图 2. 2. 12-16) 。 确 定 某 年 作为 历法 起 算 年 
(上 元 之 年 ) 之 后 ,就 按 干 支 为 序 , 命名 后 继 年 份 。 满 60 年 又 循环 
反复 定 序 。 这 是 对 年 序数 的 同 余 。 制 历 者 同样 对 月 份 、 日 期 都 用 
同一 概念 (干支 ) 取 其 同 余 记 序 。 

我 国 很 早 就 出 现 同 余 记 数 的 逆 问 题 。 实 测 某 些 星象 出 现在 冬 
至 点 (年 之 初始 时 刻 ) 之 后 有 日数 ( 含 分 数 )， 反 算 上 元 发 生 在 测 前 最 
站 称 为 上 元 积 年 ， 月 数 、 日 数 分 别称 为 上 元 积 月 、 积 

。 推 算 上 元 积 年 成 为 中 国治 历 重 要 内 容 。 甚 至 有 人 说 :,“ 一 部 
中 国 万 法 史 , 几乎 可 以 说 是 上 元 的 演算 中” 从 现存 六 肌 和, 冰 上 
元 积 年 之 举 最 早 是 《 汉 书 。 律 历 志 》:“ 汉 太初 元 年 距 上 元 十 四 万 
三 和 干 一 百 二 十 十 年 .” 这 是 指 汉 三 统 历 ， 以 子夜 (日 之 首 )、 月 朔 
(月 之 首 ) 、 冬 至 (年 之 始 ) 会 合 时 刻 为 上 元 。 此 历 日 、 月 、 年 公共 
周期 定 为 4 617 年 , “太初 元 年 (公元 104 年 )…… 前 十 一 月 甲子 、 朔 
有 日、 冬至, 岁 在 星 纪 琶 女 六 度 .” 这 是 说 太初 历 又 从 岁 星 (木星 ) 在 
冬至 时 位 置 推 算 上 元 (日 、 月、 年 之 首 以 及 岁 星 会 合 时 刻 ) 积 年 。 
二 统 历 规定 周 天 ( 年 )12 等 分 , 每 等 分 称 为 “次 ”, 当时 实测 岁 星 每 
144 年 运转 145 周 天 ， 即 12 X145“ 次 ”。 当 时 还 规定 周 天 12 


“次 ”与 28 宿 距 度 ， 婺 女 6 度 约 为 + 一 4 ~1 9“ 次 ”， 因 此 所 求 


中 和 干支 纪年 文献 可 以 上 潮 到 西周 共和 行政 元 年 席 甲 (公元 年 841 年 )， 编 延至 今 
已 近 习 干 年 了 ,我 们 计算 841 十 1 999= 2 840 三 20(mod 60) ,庚申 是 -一 纪 的 最 后 第 4 年 ， 
所 以 今生 是 一 纪 的 第 16 年 已 卯 ， 肖 免 。 

巴 陈 遵 妫 ， 中国 天 文学 史 第 三 册 ， 北京 ， 中华 书 局 ，1988，1391 
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木星 上 元 积 年 N， 应 是 同 余 式 ? 人 2 N=12g 十 7 全 。N=4 617p,p 
是 正 整 数 , 也 就 是 说 N=4 617X145p 夺 rl(mod 1 728), 其 中 ,+r 选 
择 135， 同 余 式 才 有 解 p= 二 31， 而 所 求 

N=4 617X 31=143 137.9 
三 统 历 运用 太初 元 年 所 测 数 据 ， 推 算 上 元 积 年 ， 只 要 解 一 个 同 余 
式 。 

发 展 到 魏 晋 时 代 ， 随 着 测 莽 精 度 提 高 ， 推 算 上 元 积 年 进一步 
要 求解 同 余 式 组 。 魏 景 初 历 ( 公 元 237 年 ) 实 测 当 年 冬至 点 在 甲子 
日 子夜 零点 后 ,我 们 设 为 x 日 ,在 月 朔 后 x 日 。 求 景 初 历 上 元 积 
年 NN， 相当 于 要 解 同 余 式 组 。 

aN==ri(mod 60)r, (mod 4) 
其 中 a， 回归 年 日 数 , 5， 朔望月 的 日 数 。 可 见 在 瑶 晋 时 代 因 天 文 
需要 已 有 、 也 必须 解决 ， 解 同 余 式 组 的 要 求 。 


二 孙子 物 不 知 数 题 探 源 


由 于 魏 晋 时 代 制 历 的 需要 ， 数 学 问题 从 解 一 次 同 余 或 发 展 到 
解 一 次 同 余 式 组 。 解 同 余 式 组 问题 成 为 突出 的 时 代 需 要 。“ 大 约 在 
3 世纪 有 历法 工作 者 开始 应 用 剩余 定理 计算 上 元 积 年 。 我 们 认为 
ee 物 不 知 数 题 解法 不 是 作者 的 向 壁 虚 造 ， 而 很 可 能 是 依据 古代 
天 文学 家 的 上 元 积 年 算法 写 出 来 的 。"@ 以 孙子 为 代表 的 中 国 数学 
家 以 

三 2(mod 3) 三 3(mod 5)=2(mod 7) 
为 例 。 虽 然 讲 的 只 是 一 个 特殊 问题 ， 而 其 术 文 足以 指导 解 一 般 一 
次 同 余 组 ( 含 个 同 余 式 )。 南 宋 杨辉 自 拟 含 四 个 同 余 式 


OD 李 文 林 ，1979:，70 一 75 
四 钱 宝 院 ，1964，pp.， 78 一 79 


406 第 四 章 ”不定 分 析 


Xx 尘 1 (mod 2) 汪 2(mod 5) 三 3(mod 7)=4(mod 9) 

的 同 余 组 就 忠实 模拟 孙子 术 文 得 解 x+ 二 3 307 三 157 (mod 630)， 

孙子 解 题 思想 是 顺理成章 的 ， 他 用 朴素 的 语言 在 术 文中 说 ， 
“ 凡 三 、 三 数 之 ， 剩 一 ， 则 置 七 十 。” 是 指 70 除 以 5，7 都 无 余数 ， 
除 以 3 则 余 1， 他 抓 住 这 一 重要 契机 ， 联 想到 “ 凡 五 、 五 数 之 , 剩 
一 ， 则 置 二 十 一 ,， 几 七 、 七 数 之 , 剩 一 ， 则 置 十 五 .” 这 就 易于 推 
断 : 70 十 21 十 15= 二 106 分 别 除 以 3, 5, 7 都 有 余数 1。 在 此 基础 上 ， 
再 进一步 解决 题 文 要 求 :“ 三 、 三 数 之 ， 剩 二 ， 置 一 百 四 十 ; 五 、 
五 数 之 , 剩 三 ， 置 六 十 三 ; 七 、 七 数 之 , 剩 二 ， 置 三 十 。 并 之 ,得 
二 百 三 十 二 。 以 二 百 一 十 减 之 ， 即 得 。[ 二 十 三 ]。” 

随 首 天文 仪器 的 改进 和 测 其 方法 的 完善 ， 同 余 式 的 模 数 出 现 
分 数 , 模 数 之 间 又 出 现 不 两 两 互 素 问题 ,经 过 很 多 代 人 的 研究 , 中 
国 数学 家 终于 较 完 束 地 得 到 解决 ; 迄 两 宋 在 《 宋 史 》， 虽 给 出 实测 
数据 ， 也 给 出 计算 结果 ,但 略 去 具体 算法 。 幸 《 秦 九 章 》 保 存 其 
细 市 ， 名 为 大 衍 术 。 欧 洲 在 年 序 问题 上 也 产生 过 类 似 问 题 ， 也 经 
过 几 代 人 的 攻关 ， 经 德国 高 斯 (CF. Gauss，1777~1855 年 ) 总 
结 解法 ， 作 为 《算术 探讨 ?2 第 一 、 二 两 章 名 为 解 同 余 式 组 。 秦 九 
前 所 说 虽 早 于 高 斯 550 多 年 ， 却 可 以 逐 句 对 照 高 斯 解法 ， 并 无 进 
色 ， 我 们 列表 如 表 4. 4. 7 


表 4. 4.7 


《 秦 九 章 》 大 衍 总数 术 高 斯 《探讨 》 第 二 章 命题 31 


伍 诸 问 数 …… 求 定数 ， 勿 使 两 两 有 | z 除 以 A，B, C，D-.…, 余数 分 别 是 
侦 us b,c,d,'…。A,， B,C,D 互 素 


以 定 相 乘 为 街 母 4BCD… 


站 高 斯 ，1801 
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《 秦 九 章 》 大 和 本 总 数 术 高 斯 《探讨 》 第 二 章 命题 31 
BCD…，M4CD…，4BD…，… 
求 a，B，7Y，…， 使 


以 各 定 约 衍 母 ， 各 得 入 数 。 以 奇 与 | a 二 1 (mod 4) 二 0C(mod BCDw……) 
定 ， 用 大 衍 求 一 入 之 ， 以 求 乘 率 了 ?了 | B=1(mod 8B) 二 0(mod ACD.…) 
7 三 1 (mod C) 三 0(mod ABD.…) 


呈 虽 和 二 是 二 利夫 也 


贰 各 乘 率 ， 对 乘 衍 数 ， 得 正 用 a, B， ;， hdd 


其 余 [ 数 ] 乘 用 ， 为 各 总 aa, bp, cy, ~: 
并 总 aa 十 5 十 cy 十 … 
满 入 母 去 之 ， 不 满 为 所 求 数 z 一 aa 十 8 十 cy 十 … (mod BCD…) 


三 处理 不 两 两 互 素 模 的 思想 渊源 


秦 氏 所 总 结 的 大 衍 总 数 术 已 能 解 一 次 同 余 式 组 ,但 只 限于 两 
两 互 素 模 ， 否 则 将 发 生 不 可 避免 的 麻烦 ， 我 们 已 言 之 数 。 即 以 汉 
代 三 统 历来 说 , 推算 上 元 积 年 对 > 的 挑选 就 可 以 说 明 : 中 国 远 在 
汉代 已 认识 到 (a,5)|c 是 同 余 式 

ar=c(mod 4) 
有 解 的 必要 条 件 。 在 《 数 书 九 章 》 中 大 其 出 现形 如 
BCDa'=1 (mod A) 
类 型 的 同 余 式 。 如 果 所 给 模 4，B，C，D，… 不 两 两 互 素 ， 热 必 
不 满足 必要 条 件 ， 同 余 式 无 解 。 而 上 元 积 年 却 客观 存在 ， 间 余 式 


中 表 中 , 为 简化 运算 , 秦 氏 取 BCD 关于 4 的 余数 ( 奇 )gacp= BCD(Cmod 4), 那 
么 a gpcp 三 1(mod A) 与 a BCD=1 (mod 4A) 等 价 .二 者 又 与 高 斯 同 余 组 a=1 (mod 4) 三 
0(mod BCD) 同 义 ; 而 高 斯 同 余 组 与 孙子 物 不 知 数 题 术 文 所 说 70，21，15 相对 应 ， 秦 
氏 同 余 式 中 的 解 x 已 缩小 BCD 倍 , 即 a= BCDw 。 同 理 p=ACDP' ,Y= 4BDY',….… 
这 里 w ,pr ，Y' 秦 氏 称 为 乘 率 。 
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组 应 有 解 。 因 此 化 不 两 两 互 素 模 为 两 两 互 素 模 ， 且 要 求 同 余 组 前 
后 等 价 , 成 为 解 题 的 关键 。 矛盾 的 解决 , 也 推动 了 数学 的 进步 。 正 
如 欧洲 为 球 摆 问 题 引 入 解 三 次 方程 

Xx’ 十 3axt 十 2b 二 0 


其 求 根 公式 为 xz 一 V 一 6 二 MPTa Nb VRTa, 
而 当 六 十 a 之 0 时 , z= 二 一 1 的 矛盾 必须 解决 ， 因 为 实 系 数 三 次 方 
程 必然 存在 实 根 。 数 概念 从 实数 扩张 到 复数 ， 数 学 取得 进步 。 

不 两 两 互 素 模 化 为 两 两 互 素 且 前 后 同 余 式 组 等 价 的 矛盾 的 解 
决 ， 牵 涉 到 三 方面 知识 : 

其 一 ， 最 大 公约 数 《 九 章 算术 ， 方 田 》 约 分 术 已 明确 指出 用 
更 相 减 损 求 两 数 的 最 大 公约 数 ( 求 等 )。 我 国 古 代 虽 然 没 有 素数 概 
念 ， 更 相 减 损 足 以 求 二 数 (及 以 上 ) 的 最 大 公约 数 。 

其 二 ， 最 小 公 倍 数 《 汉 书 ， 律 历 志 》: “五 星 会 终 ， 触 类 而 长 
之 ， 以 乘 章 岁 , 为 二 百 六 十 二 万 六 干 五 百 五 十 , 而 与 日 月 会 。” 说 
明 在 公元 前 2 世纪 我 国 已 能 计算 大 数 的 最 小 公 倍数 。 这 里 是 说 五 
星 与 日 、 月 公共 周期 。 可 以 验证 , 三 统 历 所 记 五 行星 运行 大 周 , 分 
别 是 水 星 9 216 年 , 金星 3 456 年 , 火星 13 824 年 木星 1 728 年 , 土星 
4 320 年 ， 又 以 19 年 为 一 章 忠 ， 因 此 

2 626 560= {9 216, 3 456, 13 824, 1 728, 4 320} X19, 
专 样 求 几 个 数 4a,，6,c，… 的 最 小 公 倍 数 ? 在 先秦 已 成 书 的 《 九 章 
贷 术 ， 少 广 》 已 有 能 力 胜任 , 我 们 已 在 本 《大 系 》 第 二 卷 详 述 , 不 
玖 。 包 

其 三 ， 化 不 两 两 素 的 模 数 为 两 两 互 素 ， 秦 九 韶 在 解 同 余 式 组 
时 深 有 体会 地 提醒 和 告 诚 人 们 :“ 求 定数 ,( 目 的 是 ) 勿 使 两 位 见 侦 。 


人 李 文 林 ，1979，pp. 70~75 
名 参见 本 《大 系 》 第 二 卷 ，pp，152 一 155 
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《有 公约 数 )。” 估 计 他 从 许多 特殊 情况 观察 、 分 析 , 已 认识 同 余 式 
组 有 以 下 性 质 。 

性 质 1 余数 不 等 , 而 模 数 相等 的 同 余 式 等 价 , 如 xz 寺 ri (mod 
m)， ZX 三 ra(mod mm) 等 价 ， 因 此 二 者 得 任意 舍弃 其 一 ， 这 在 大 衍 术 
中 归纳 为 一 般 :“ 满 生母 去 之 ”， 在 余数 中 不 论 舍 去 多 少 个 模 ， 前 
后 同 余 式 同 解 。 

性 质 2 ”余数 相等 而 模 数 不 相 等 的 同 余 式 组 ， 与 这 些 模 数 乘 
积 作为 模 的 同 余 式 等 价 ， 这 是 说 ， 同 余 式 组 

X=r (mod mi) 三 r(mod m,)=*… =r(mod m,) 
与 同 余 式 zx 三 r(mod mm2…m,) 等 价 ， 
这 一 事实 ， 当 是 受 孙子 物 不 知 数 术 文 的 启示 
Xz 尘 (mod 3) 三 1] (mod 5) 和 1 (mod 7) 。 


答 数 Znod 3X5X7)。 

易于 联想 和 推出 

当 XT 汪 a (mod 3)=a(mod 5)=C(Cmod 7)， 
则 rT 三 a (mod 3X5X7)。 


从 此 很 自然 会 引申 ， 认识 到 ， 一 般 说 ， 余 数 相等 而 模 数 是 另 一 同 
余 式 模 数 的 倍数 时 ， 后 者 是 同 语 反 复 ， 应 该 舍弃 。 

就 基于 上 述 两 性 质 ， 以 秦 氏 为 代表 的 中 国 数学 家 顺利 完成 化 
癌 余 式 组 中 不 两 两 互 素 模 为 两 两 互 素 模 的 等 价 变换 ,主导 思想 是 : 
当 同 余 式 组 中 两 同 余 式 中 的 模 不 两 两 互 素 ， 例 如 


Zr (mod m)=r,(mod 7) 册 (x) 
就 对 mx，n 两 两 求 等 , 设 (m,n) 二 d， 使 (x ) 化 为 
T=ri(mod mid)=r,(mod nid), (¥% Xx) 


至 此 ， 就 “ 约 奇 弗 约 偶 。” 从 性 质 2， 把 (x * ) 视 为 等 价 的 同 余 组 
Tri(mod mi)=ri(mod d)=r,(mod n1)=r,(mod d), 又 从 


中 当 (m,n)=d| |ri 一 rz| 时 有 解 
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性 质 1 知 , 第 二 、 第 四 式 应 舍弃 其 中 一 个 , 不 妨 说 , 弃 去 前 者 ( 约 
奇 )， 保 留 后 者 ( 弗 约 偶 )， 已 把 (* ) 化 为 等 价 的 互 素 模 同 余 式 组 

XT 三 ri1(mod mi) 夺 ro(mod 2)， 其 中 (mm ) 一 1 。 

如 果 (m,z) 和 关 1， 就 改 为 “ 约 偶 弗 约 奇 "， 取 等 价 同 余 式 组 
Z 到 ri(mod mm) 三 r;(mod 2 ， 其 中 (mm 三 1] 此 为 “ 约 一 存 一 .” 如 
果 (mm ) 一 必 天 1， 他 就 “或 皆 约 ， 而 犹 有 类 数 存 ， … 叉 相 减 以 求 
续 等 ， 以 续 等 约 彼 ， 则 必 复 乘 此 ， 乃 得 定 母 .” 这 里 所 谓 续 等 ， 就 
是 指 必 ,“ 约 彼 ”， 指 马 ，“ 乘 此 ”"， 指 md' 。 如 果 | 邑 ，nd| =1, 则 
取 
= 三 rr (mod nid') 
为 (x* ) 的 等 价 同 余 式 组 ， 此 为 “ 约 一 乘 一 。” 

基于 同一 思路 不 借助 于 素数 能 获得 满足 三 条 件 的 互 素 模 等 价 
同 余 式 组 ;对 于 含 ”个 同 余 式 的 组 用 “两 两 连环 求 等 ",“ 约 一 存 
一 ， “ 约 一 乘 一 ”， 以 获得 互 素 模 等 价 同 余 式 组 ， 间 实 上 性 质 1 ,2 
是 大 衍 术 数学 原理 定理 15 的 原始 构思 。 

四 大 簿 来 一 本 追 迹 


当 同 余 式 组 化 为 ”个 彼此 独立 的 同 余 式 后 ， 问 题 就 转化 为 解 
这 些 同 余 式 


工 王 六 


mod 也 


az=]1(mod 5)， (x) 

秦 氏 称 解 法 为 大 衍 求 一 本， 有 明确 的 解法 程序 (定理 10) 此 程序 应 
得 力 于 《 九 章 算 术 ，。 方 田 》 更 约 减损 术 ， 互 素 两 数 a, 4 经 更 相 减 
损 ( 罗 转 相 除 ) 逐 次 商 如 为 di， Gd29 G39 9 3 则 

bl 1 .1 1 

a gd? 十 qs 十 十 9 十 9 
它们 对 应 的 余数 为 1， r,s，… ,7 二 1, rsti1 二 0。 当 是 单数 时 
大 衍 求 一 术 就 是 分 别 计算 其 部 分 和 ( 渐 近 分 数 ) 的 分 母 
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| 1 1 .1L 1 .1 
gq Tg, q+ 4 训 ， 9 二 十 二 


最 后 一 个 和 的 分 母 就 是 同 余 式 (* ) 的 解 ， 秦 氏 称 为 乘 率 。 我 们 知 
道 连 分 数 无 非 是 营 分 数 的 简单 记 法 ， 其 化 为 普通 分 数 的 能 力 ， 我 
国 自古 已 很 热 悉 ,《 九 章 算 术 》 称 繁 分 数 为 重 有 分 。 刘 徽 注 方 田 章 
经 分 术 , 对 之 已 有 深入 理解 。 另 一 方面 , 在 天 文 历 法 计算 工作 中 ， 


已 多 次 出 现 用 渐 近 分 数 表示 真 值 的 例子 。 如 用 3， 气 ，) 2 表示 加 
周 率 , 用 19 年 7 头 ( 四 分 历 )、391 年 144 头 ( 大 明 历 ) 调 整 一 年 所 
含 月 数 , 用 了 7 污 ， 才 so 分别 表示 木星 和 火星 每 年 运行 周 天 的 源 
近 分 数 (三 统 历 )。 大 量 繁 分 数 化 为 普通 分 数 的 运算 ， 导 致 总 结 为 


规律 ， 形 成 大 衍 求 一 术 。 


这 是 一 个 需 用 二 元 二 次 不 定 方程 解决 的 问题 ， 这 种 类 型 的 问 
题 《 数 书 九 章 》 仅 此 一 例 。 

方 变 锐 阵 

问 : 步 认 五 军 ， 军 一 万 二 二 五 百人 ， 作 方 阵 ， 人 立地 ， 方 八 
斥 ， 欲 变 为 前 后 锐 阵 ， 阵 后 宽 ， 今 多 原 方 面 半 倍 。 阵 间 仍 容 骑 路 
五 大 以 上 ， 顺 锐 形 出 入 。 求 ; 方 阵 面 、 锐 阵 长、 及 前 后 锐 阵 各 市 
兵 几 何 ? 

( 答 数 . 方 阵 边 长 200 丈 ,每 边 布 兵 250 人 ,正三 角形 阵 侧 边 长 
300 到 ,每 边 列 兵 362 人 , 底 边 长 300 克 , 骑 路 两 条 ,各 宽 5.2 丈 ， 
内 正三 角形 阵 侧 边 长 145. 6 丈 ,列兵 182 人 , 底 边 长 145. 6 丈 , 共 
列兵 16 653 人 ,外 面 馨 折 形 底 宽 各 72 趟 ,列兵 90 人 , 共 布 兵 
45 847 人 , 卷 15 第 2 题 ) 

参考 译文 : 有 步兵 5 个 军 , 每 军 12 500 人 ， 列 成 方 阵 。 每 士兵 
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占 地 8X8 方 尺 , 要 把 方 阵 变形 为 正三 角形 阵 , 后 者 边 长 为 方 阵 的 
1.5 倍 ,三 角形 阵 内 部 留 出 5 丈 宽 以 上 骑 道 , 平行 两 侧 边 , 以 利 交 
通 。 求 : 方 阵 、 三 角形 阵 每 边 长 及 每 边 列兵 多 少 人 ? 


I 鱼 
外 内 计 | 
| 筑 各 站 
己 一 尾 大 
' 曾 获 | 竟 
二 大 贫 二 
1 3 
入 Ts 
s 
人 丈 


四 ee we re 
a 


图 4.4. 10 


解法 : 本 题 原 著 术 文 相 当 于 说 : (图 4.4. 10 为 书 影 . 图 4. 4. 11 
系 改 贺 ) 方 阵 每 边 有 人 s 二 V5X12 500=250( 人 )，, 边 长 一 250X 
0. 8 二 200( 丈 ), 三 角形 阵 边 长 +1 二 200X1.5=300( 丈 ), 设 骑 道 宽 


zi( 丈 )。 内 正三 角形 边 长 为 x1( 趟 )， 列兵 x= 广 5 人 。 馨 折 形 两 底 
长 为 yu( 趟 )， 列兵 ?一 (人 )。 那么 2y 十 2z: 十 zi 一 300( 丈 )。 所 


变形 的 正三 角形 底 边 实 列兵 人 数 为 :全 ,这 是 对 的 。 但 是 秦 氏 


在 后 续 计算 中 ， 取 (一旦 二 4 记 余 数 为 >， 误 以 为 内 三 角形 底 
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、 1 300 一 2zi 
边 人 数 z=2| 1 。 2 一 2 | -+r。 
其 中 还 估计 zx: 一 5.2， 认 为 < 一 182， 
当 底 边 上 有 兵 182 人 时 ， 三 角形 拟 形 数 总 人 数 就 按 公式 


图 4.4.11 


3 (x+1)=16 653( 人 ) 


他 并 没有 计算 所 折 形 内 确 有 兵 多 少 ， 却 做 了 一 次 减法 ; 说 
有 长 62 500 一 16 653 一 45 847( 人 )。 

四 库 馆 臣 最 先 发 现 最 后 那 次 减法 的 错误 “以 内 锐 阵 兵 数 减 前 
方 阵 兵 数 , 余 为 外 锐 阵 兵 数 , 非 是 。 盖 无 以 知 两 总 数 为 相等 也 。 试 
以 数 明 之 ， 依 求 第 法 ， 以 总 宽 求 得 总 三 角 数 七 万 零 五 百 ， 以 内 锐 
宽 求 得 内 三 角 数 一 百 六 千 六 百 五 十 三 人 ， 以 每 人 八 尺 除 之 ， 两 骑 
路 宽 得 十 丈 零 四 尺 ， 得 一 十 三 人 , 与 内 锐 宽 相 加 得 宽 二 百 ， 求 得 
内 外 间 三 角 数 二 万 零 一 百 ， 置 总 三 角 数 减 内 外 间 三 角 数 、 加 内 三 
角 数 ， 得 六 万 七 干 零 五 十 三 ， 与 前 方 阵 兵 数 相 较 ， 多 四 千 五 百 五 
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十 三 。 安 得 谓 之 等 平 ?” 虽 然 四 库 馆 自己 的 计算 也 不 踏实 中 ， 但 已 
能 揭露 秦 氏 解法 之 廖 ， 这 是 进步 的 一 面 。 

实际 上 ， 三 角形 阵 ( 拟 形 数 ) 变换 为 合 元 素 一 样 多 的 正方 形 
阵 是 有 条 件 的 , 设 前 者 每 边 有 元 素 上 个 , 后 者 每 边 有 元 素 * 个 , 二 
者 应 满足 


F141) = 
即 应 满足 二 元 二 次 式 

ft 一 25 一 0。 (1) 

这 是 二 元 二 次 不 定 方程 。 

按 : 为 变数 ， 解 : t= 这 (一 1+ VITer). 
当 1 十 8s? 二 w*，& 为 整数 时 ，(1) 有 正 整 数 解 。 
又 设 一 25，1 十 2 到 一 必 ， 
一 1 二 2v*， 其 中 2 不 是 完全 平方 ， 它 是 佩 尔 (pell) 方 程 ， 它 的 解 
有 递 推 公式 

1 


(2) 
Vit! = 0H 3U, o 
义 整 理 z， Ws; $$, v 的 关系 为 
uu 二 2t 十 1， 
| 3 
UV 25., 
把 (2) 式 代入 (3) 式 
zt 一 2 十 1 一 32 十 4 一 3 (21, 十 1) 二 4， 25,， 
又 zl 一 2 一 2x0 十 3 一 2 《24. 十 ]) 十 3 。 25n9 这 就 是 
人 
(4) 
Sn+1 二 20 十 35, 十 1。 


中 宋 景 昌 在 《 数 书 九 章 札记 》 卷 4 中 作 多 次 正 误 , 但 他 仍 以 +=182 为 出 发 点 ， 
出 发 点 错 了 ， 误 正 不 了 ， 此 不 次 述 。 
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显然 当 2 = 一 1 时 , ti 二 #1=1，。 
也 就 是 说 三 角形 阵 变换 为 正方 形 阵 (反之 亦 然 ) 有 无 穷 多 组 解 , 它 
们 是 六 ，1，8，49，288，…，5 一 1，6，35，204，…( 一 1,2， 
ee 
素 题 如 要 把 正方 形 阵 *=250 变换 为 含 相 同 元 素 个 数 的 三 角 
形 阵 ， 这 是 不 可 能 的 问题 ， 秦 氏 并 没有 这 样 做 ， 他 却说 要 把 ;= 
250， 即 二 62 500 变 换 为 留 有 倒 Y 字形 骑 道 的 1:=375 的 空心 三 
角形 阵 ， 这 是 很 现实 的 问题 : 如 此 大 的 军 阵 ， 不 留 骑 道 ， 何 以 内 
外 交通 ? 而 且 在 理论 上 ， 此 题 是 数学 发 展 史 上 最 早 提出 的 二 次 不 
定 问 题 ,比较 上 引 实 心 阵 的 不 定 方 程 在 构思 层次 上 更 提高 一 步 , 与 
大 衍 类 问题 同样 是 在 不 定 分 析 中 的 重要 成 果 ， 

从 不 定 分 析 考 虑 ， 这 里 有 两 个 未 知 数 四 内 正三 角形 边 上 元 素 
个 数 ， 设 为 zx; 四 骑 道 宽 应 占 元 素 个 数 ， 设 为 >。 既然 上 一 375, 三 


角形 阵 当 实 心 时 ， 含 元 素 二 (375) (375 十 1) 二 70 500 个 。 而 正方形 
阵 元 素 为 62 500 个 ， 那 么 那个 倒 V 字形 骑 道 上 应 含 元 素 汪 (x 十 


22) (z+2z 十 1) 一 也 (zx 十 1)==70 500 一 62 500 王 8 000， 


化 简 ; 22“ 十 4zz 十 z 一 8 000。 (5) 
秦 氏 解法 雇 失 的 要 害 是 ; 无 视 不 定 方程 的 性 质 , 在 (5) 式 中 运 取 > 
一 182 并 取 一 6.5。 在 硬 行 拼凑 之 下 ,得 出 与 问题 答 数 引 起 太 大 的 
外 差 : 
8 000 一 (2(6.5)* 十 4X182X6.5 十 6.5) ==3 177( 人 )。 
有 如 许 人 数 填 不 满 那个 空心 三 角形 阵 ! 
对 不 定 方 程 (5) 可 试 解 如 下 ， 


把 z 作为 变量 = 一 一 二 (4z 十 D) 十 A/ 十 至 十 二 (64 001) ， 因 此 


(5) 没 有 正 整数 解 ， 但 它 应 有 最 佳 近似 解 。 
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对 (5) 取 z 作为 变量 


1 
4。 (6) 
检测 {2009 009 | 最 接近 于 卫 的 2， 且 2 2 000> 三 二 上，z<64 

2 000 


之 
之 2 


当 z 一 41，- 一 一 一 48.780 4， 取 z 一 28; 


z 一 53 全。 一 37 735 8， 取 zx 王 11。 


从 (5) 式 计算 : 当 x=11,， z= 二 53 时 ，2z2? 十 4zz 十 zx 一 8 003， 
Z 一 28，z 一 41 时 ，2z2? 十 4zz 十 z 一 7 995 。 

两 者 各 分 别 还 有 误差 3, 5( 人 )。 骑 道 分 别 宽 z; 王 42.4, 32. 8( 丈 )， 
与 原 题 要 求 容 骑 路 五 丈 以 上 ， 都 超过 很 多 。 

此 题 也 可 以 化 为 另 一 种 形式 的 二 次 不 定 方程 。 

间 ，s 二 250 正方 形 阵 怎 样 变形 为 空心 正三 角形 阵 ? 按照 秦 题 
骑 道 宽 5 丈 以 上 (左右 ), 设 留 出 7 个 兵 所 占 位 置 (0.8x7=5.6 
丈 ) 那 么 问题 改 为 内 三 角形 阵 底 边 元 素 个 数 xz 和 遍 折 形 底 边 元 素 
个 数 y 为 变量 ， 即 解 方程 


PEt Dt Dr 


2 十 1) 十 一 六 (十 1) 一 62 500， 化 简 得 


4y 十 (47 十 58)y 十 Xx: 十 Xx 一 125 000 一 0。 (7) 


1 
y 一 玫 | 一 2x 一 29 十 1127z 十 500 841) 
1 
4 


《一 2 一 29 十 2)， 
其 中 u 二 112x 十 500 841 。 
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表 4. 4.8 


六 ss 二 DD 


一 六 (7 十 z)(zx 十 zx 十 1) 
1 
r(xr+t1) 


62 895 
62 945 
63 694 
62 420 
62 446 
62 476 
62 554 
62 532 
62 560 
63 148 


从 此 获知 (7) 无 正 整 数 解 ， 但 是 它 应 有 最 佳 近似 解 。 
检测 (如 表 4.4.8) 因此 最 佳 近似 解 是 
Xx 二 120，y 二 112，s 二 358 有 兵 62 476 人 ， 
Xx 一 116，y 二 114，s 二 358 有 兵 62 532 人 ， 

分 别 各 有 误差 26，32 人 。 
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第 五 编 
南 森 时代 ” 秦 九 廊 ( 下 ) 


本 编 述 《 数 书 九 童 ) 的 世界 意义 及 其 对 后 世 的 影响 , 分 三 章 ， 


第 一 章 《 数 书 九 章 )》 与 外 国 相 当 
数学 专著 的 比较 


我 们 已 在 第 四 编 概述 了 《 数 书 九 章 》 的 主要 内 容 及 其 成 就 。 在 
全 世界 范围 内 于 中 世纪 , 某 些 内 容 甚至 可 以 延伸 到 18, 19 世纪 之 
初 ， 如 此 全 面 、 周 到 而 又 次 入 的 数学 专著 是 罕有 的 。“ 有 比较 ， 才 
能 鹤 别 ”"， 现 就 南亚 、 中 亚 、 欧 洲 、 日 本 等 地 区 相当 的 数学 专著 有 
天 内容 作对 照 ， 于 此 可 见 《 数 书 九 章 》 的 成 就 是 非凡 的 ， 说 它 是 
出 类 拔 蔡 、 时 代 杰 作 ， 并 不 过 分 。 


第 一 首 ”《 数 书 九 童 》 与 印度 数学 


目 从 1922 年 并 享 达 罗 (Mohendaro ) 遗 址 发 掘 后 , 印度 文化 可 
以 上 淹 到 公元 前 三 千年 .印度 古代 数学 散 见 于 宗教 经 典 。 公 元 5 世 
纪 以 后 数学 专著 、 专 家 辈出 ,知名 者 : 阿 耶 波多 (Aryabhata) 《 文 
集 》(499 年 )、 效 罗 摩 般 多 (Brahmagupta)《 文 集 》(628 年 )、 摩 
订 毗 多 (Mahavira) 《文集 》(850 年 ) .巴克 赫 里 (Bakhshali) 枇 树 皮 
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数学 手稿 (12 世纪 )、 婆 什 迎 罗 (Bhaskara) 文 集 《 丽 罗 娃 只 》 
(Lilavati，1150 年 )。 

获 什 迎 罗 早 于 秦 九 前 一 个 世纪 ，1114 年 生 于 锦 闹 浦 
(Bijapur), 今 属 近 索 尔 (Mysore) 邦 。 丽 罗 娃 只 是 印度 妇女 常用 名 。 
小 什 迎 罗 以 其 为 书 名 ， 传 说 以 书 纪念 其 爱 女 。 此 书 曾 奉 阿 克 拨 
(Akbar 1542 一 1605) 大 帝 命 , 于 1587 年 译 成 波斯 文 。 此 书 英 译本 
于 1817 年 出 版 。 效 什 迎 罗 众 于 1183 年 。 

小 什 迎 罗 采集 其 先辈 数学 成 果 并 增补 己见 ， 写 成 《 丽 罗 娃 
只 》0 一 书 。 全书 十 三 章 , 第 1、2 章 为 公约 、 计 基 、 运算 法 则 , 第 
3、4 章 为 各 种 算法 ,第 5 章 为 数列 问题 ， 第 6 章 为 平面 图 形 ， 第 
7 至 第 10 章 为 立体 问题 ,第 11 章 为 间接 测 基 ,第 12 章 为 不 定 分 
析 ， 第 13 章 为 排列 组 合 。 全 书 接触 面 很 广 。 中 国 《 秦 九 章 》 承 前 
启 后 ， 可 以 显示 13 世纪 中 国 数学 水 平 ， 一 如 印度 在 12 世纪 初 有 
《 丽 罗 》。 在 此 ， 将 对 二 书 相 应 命题 对 照 ， 借 以 比较 各 自 研究 的 深 
度 与 广度 。 


一 算 术 


折扣 

《 丽 罗 》 书 中 从 冶金 需要 构成 有 关 折扣 的 问题 ， 例 如 : 

“ 今 有 13，12，11，10 开 金 四 块 各 重 10，4，2，4 两 ， 使 四 
者 熔 成 一 体 。 问 : 它 是 多 少 开 金 块 ?”(L，102)@ 

“10 开 金 8 两 ，11 开 金 2 两 。 现 又 有 另 一 金 块 重 6 两 ， 使 三 
块 熔 成 12 开 金 块 。 问 : 这 另 一 金 块 是 多 少 开 ?”(L.，105) 

“要 使 16 开 、10 开 的 两 金 块 合 熔 成 12 开 金 。 问 ; 这 两 块 各 应 
重 多 少 ?”(IL. 109) 


QD 下 面 以 《 丽 罗 》 简 称 《 丽 罗 娃 认 》， 以 《 秦 九 章 》 简称 《 数 书 九 章 》 
名 1.，104 表示 《 丽 罗 》 第 104 命题 


420 第 一 章 ”《 数 书 九 章 》 与 外 国 相当 数 学 专著 的 比较 


印度 纯 金 作 16 开 , 从 原著 命题 看 , 折扣 问题 变化 多 样 。 问题 
的 解法 完整 ， 答 数 准 确 。 在 金属 成 色 问 题 中 ， 每 种 问题 的 前 面 或 
后 面 ， 都 有 相当 于 《 秦 九 章 》 的 术 文 。 例 如 L， 102 之 前 有 法 则 ， 
“金属 块 重量 与 其 成 色 乘 积 之 和 ，, 除 以 总 重 , 得 熔 块 成 色 。”L. 102 
的 解法 ， 列 式 为 : 

成 色 13 12 1 10 

重 甚 “10 4 2 4 
答 数 : 成 色 12( 开 ) 

我 国 纯 金 作 十 分 ( 足 赤 ),《 秦 九 章 》 卷 18 第 2 题 ( 炼 金 计 值 ) 
与 之 相 类 ， 但 计算 要 求 更 为 复杂 。 
百 分 法 
计 息 是 《 丽 罗 》 第 5 章 实用 算法 的 重要 内 容 ， 例 如 有 题 ， 
“ 某 甲 年 初 借 人 款项 , 已 知 月 利率 5%% , 年 终 得 本 利 合 1 000 卢 
求 : 年 初时 本 金 及 全 年 利息 各 是 多 少 ?”(L，89) 
从 原著 在 题 前 法 则 看 ,《 丽 罗 》 认 为 所 求 
本 金 =1 000 二 (1 十 12X5%) 二 625( 卢 比 ), 而 
利息 ==12X5%X1 000 二 (十 12xX5%)=375( 卢 比 )， 
《 秦 九 章 》 以 商业 买卖 、 借 贷 为 题材 , 百 分 法 问题 要 求 比 之 远 
为 复杂 ， 可 以 参见 卷 18 第 4 题 ( 推 求 典 本 )、 卷 12 第 5 题 ( 推 求 
库 本 )。《 丽 罗 》 仅 有 百 分 法 第 一 种 问题 ,《 秦 九 章 》 则 三 种 问题 俱 
全 之 外 ， 还 另 增 新 题 。 

比例 

印度 系 三 率 法 的 故乡 ,《 丽 罗 》 一 书 对 此 也 有 重点 安排 , 于 此 ， 
以 下 举 二 例 : 

“8 条 优质 花样 头巾 ，3 尺 宽 、8 尺 长 值 100 卢比 。 朋友 , 请 告 


诉 我 : 同样 质地 的 头巾 ， 六 尺 宽 、3 才 尺 长 值 多 少 卢比 ?” (1 
82 ) 


人 
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“ 借 给 人 94 个 卢比 , 分 三 段 时 间 计 息 , 利率 分 别 为 5%, 3%， 
4%， 依 次 借 7，10，5 个 月 ， 使 它们 生 相 同 利息 。 数 学 家 ， 请 告 
诉 我 ， 每 段 应 借 多 少 户 比 ?”(L，91) 

前 者 为 五 率 法 ( 复 比例 )， 由 于 印度 当时 币制 进 制 复杂 ， 计 算 
答 数 很 不 容易 , 后 者 系 加 权 比 例 问题 , 为 外 国 中 世纪 算 题 所 罕见 。 
但 《 丽 罗 》 原 著 解 法 及 置 答 ， 都 准确 ， 特 别 是 两 题 都 结合 生活 实 
际 , 合情合理 、 平 易 近 人, 已 录入 本 《大 系 》 作 为 世界 著名 算 题 了 
如 果 对 照 《 秦 九 章 》 卷 9 第 1 题 ( 复 邑 修 赋 )， 卷 10 第 5 题 ( 均 科 
绵 税 )， 则 《 丽 罗 》 所 拟 题 就 显得 简单 、 易 解 ， 在 算法 要 求 上 低 了 
一 个 层次 。 

逆 推 法 和 和 假设 法 

《 丽 罗 》 设 题 ， 例 如 L. 49，L. 53，L. 52@ 用 逆 推 法 和 单 假 
设法 解 , 获取 正确 答案 ;《 秦 九 章 》 无 逆 推 法 , 假设 法 不 用 单 假设 ， 
而 用 双 假 设 , 卷 16 第 6 题 ( 计 造 军 衣 ) 为 典型 例证 。 

数列 

《 丽 罗 》 设 专 章 讨论 数列 ,其 中 1. 115~EL. 127 为 等 差 ( 含 高 
阶 ) 数 列 。L，128~L，131 为 等 比 数列 。 所 有 命题 不 但 设 题 引 人 
入 胜 ， 而且 有 针对 性 解 题 法 则 ， 下 面 分 三 段 叙述 。 

等 闫 数列 

前 面 已 在 本 《大 系 》 第 二 卷 引 录 破 敌阵 行军 名 . 124, L. 125， 
奉献 牧师 钱币 L，125，L，126“ 两 题 ， 可 以 作为 代表 ,审视 其 全 
章 (第 5 章 ),《 丽 罗 》 对 于 等 差 数列 五 个 参数 ; al, d，, n, a,, 5S, 
之 间 的 关系 及 其 互 换 法 则 讨论 很 细致 。 如 果 对 照 第 三 编 第 一 章 第 
七 市 数列 对 《 秦 九 章 》 卷 14 第 6 题 ( 积 木 计 余 ), 卷 16 第 1 题 ( 圆 


QD 参看 本 《大 系 》 第 二 卷 p. 420，p. 433 
四 参看 本 《大 系 》 第 二 卷 p. 327，p. 358 
加 四 ”参见 本 《大 系 》 第 二 卷 pp. 447 一 448 
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营 甫 布 )， 卷 14 第 4 题 ( 竹 围 芦 柬 ) 所 作 分 析 ， 且 归结 为 (1) 一 (5) 
五 个 公式 。《 丽 罗 》 与 《 秦 九 章 》 工 作 旗 鼓 相当 ， 不 谋 而 合 。 
- 一 一 
《 丽 罗 》 命 题 摘 要 “数列 ”公式 


公差 (4) 胶 项 数 (n) 减 1， 加 初 项 (a,), 得 
L. 119 未 项 (1) 


末 项 (oa,) 加 初 项 , 折 半 ,得 中 项 , 乘 项 数 ， 
1L. 119 (2) 


数列 的 和 , 除 以 项 数 , 碱 去 公差 之 半 与 项 
L. (4), (5) 
1 数 减 1 的 乘积 就 是 初 项 


和 除 以 项 数 , 减 去 初 项 ,余数 除 以 项 数 减 


L. 124 (3) 
和 秉公 差 的 二 信 , 加 上 初 项 与 公差 折 半 ， 
LL，126 “| 平方 , 开 方 ,以 其 平方 根 减 去 初 项 加 上 公 卷 15 第 3 题 
差 之 半 ， 除 以 公差 就 是 项 数 
高 阶 等 差 数 列 
“数学 家 ， 请 告诉 我 ， 以 下 数列 的 和 是 多 少 ?” 
自然 数 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
和 (前 项 ) 1 3 6 10 15 21 28 36 45 


和 的 和 (前 nn 项 ) 1 4 10 20 35 56 84 120 165 

法 则 ”项 数 折 半 , 乘 项 数 加 1, 这 是 前 ”项 自然 数 的 和 。 再 乘 
以 项 数 加 2， 除 以 3， 这 是 前 项 自然 数 n 的 和 。(L，115~116) 

“迅速 回答 ,平方 的 和 立方 的 和 各 是 多 少 ??” 

平方 ] 22 3242 5 62 72 82 9? 

立方 1 20233435 6 73 83 93 

答 数 285，2 023 

法 则 ”项 数 加 倍 , 加 1， 除 以 3， 乘 以 算术 数列 的 和 ， 这 是 平 
方 和 。 先 辈 说 算术 数列 和 的 平方 是 它 的 立方 和 。(L. 117 一 118) 


第 五 编 “南宋 时 代 “” 秦 九 冰 ( 下 ) 423 


等 比 数列 

L. 130 为 一 初 项 为 2, 公 比 为 3, 项 数 为 7 的 等 比 数列 求 和 问 
题 。L， 128 则 初 项 为 1， 公 比 为 2， 项 数 为 30 的 等 比 数列 求 和 问 
题 ,《 丽 罗 》 不 但 有 准确 答 数 、 正 确 求 和 法 则 ， 而 且 在 计算 方法 
上 也 有 创见 ， 与 沈 括 《 梦 溪 笔 谈 》 棋 局 都 数 求法 相 媳 美 。 

从 算术 内 容 看 ， 两 书 互 有 损益 ， 不 相 上 下 ， 例 如 秦 书 欠缺 等 
比 数 列 、 逆 推 法 ， 而 《 丽 罗 》 无 连 比 例 。 从 设 题 思考 层次 要 求 看 ， 
《 丽 罗 》 平 铺 直 叙 ， 很 少 变 化 ， 秦 氏 书 为 胜 。 

二 几 何 

《 丽 罗 》13 卷 中 有 6 卷 讨论 几何 问题 ， 以 下 分 三 段 进 行 比 较 ， 

平面 图 形 

在 第 6 章 含 84 个 命题 (L. 133 一 L. 216) 讨 论 各 种 直线 形 和 图 
及 其 部 分 ， 列 举 与 《 秦 九 章 》 有 关 的 两 个 命题 : 

“射影 法 线 ”在 三 角形 中 二 边 之 和 乘 以 二 边 之 差 ， 除 以 其 底 ， 
底 减 去 这 个 商 ， 底 加 上 这 个 商 。 各 自 折 半 是 二 边 分 别 在 底 上 的 射 
影 ”(L，163 ) 。 

“ 边 长 及 其 在 底 上 射影 , 各 自 平方 差 的 平方 根 是 底 上 的 高 , 半 
底 滋 高 是 三 角形 的 面积 ”(L.， 164) 。 

如 设 入 ABC 两 边 为 pc( 图 4.2.2)， 底 边 是 w， 那 么 1，163 
就 是 说 b,c 在 a 上 的 射影 p，g 分 别 是 
而 L。164 就 是 说 

h=MVh—pi=MVe—g’, 


QD 题 见 副 卷 第 一 卷 第 四 编 第 五 章 。 
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而 三 :角形 面积 一 六 ah 
以 会，b， 6 的 pg 代入， 刚好 就 是 《 秦 九 章 》 三 斜 求 积 公式 ， 

同 接 测 量 

《 丽 罗 》 第 11 章 “ 表 影 ” 含 10 个 命题 ， 论 相似 形 相 应 线段 成 
比例 。 在 其 先 佛 阿 耶 波多 《文集 ， 数 学 》 第 16 节 ( 影 长 和 灯 高 ) 中 
基础 上 有 所 增益 ， 例 如 其 中 代表 作为 : 

“一 标 竿 高 12 尺 , 影 长 8 尺 , 在 48 尺 外 同方 向 另 立 一 标 笔 同 
高 ， 影 长 为 12 斥 。 聪 明 的 数学 家 ,请问 : 影 与 灯 柱 相距 多 远 ? 灯 
柱 高 多 少 ? 这 是 二 影 端 相距 52 尺 ， 除 以 二 影 差 ， 乘 以 第 一 影 长 ， 
得 104, 这 是 灯 柱 与 第 一 影 端 相 距 , 所 以 第 二 影 端 相 距 156 尺 , 任 

一 影 端 距 与 标 竿 高 乘积 除 以 影 长 ， 所 得 都 是 灯 柱 的 高 156 尺 ”2 
(246) 

《 丽 罗 》 还 用 比例 理论 对 IL，246 的 算法 作 了 证 明 ， 

“用 比例 式 求解 : 第 一 影 长 (we ) 比 第 二 影 长 超过 第 一 影 长 值 
(az 一 a1)。 从 两 影 问 相 距 (4) 求 第 四 比例 项 影 长 端 至 灯 柱 距离 (x) 
就 借以 求 得 , 再 列 第 二 比例 式 ; 如 影 长 为 勾 (a1), 标 竿 高 为 股 (4)， 
那么 底 也 是 勾 (z)， 问 题 是 计算 股 ， 灯 高 (y) 是 多 少 ? 就 这 样 求 出 
灯 高 .”(L，247) 

这 就 是 说 所 求 第 一 影 长 端 与 灯 竿 距离 (图 5. 1. 1) 


BC=xz= -al ， 


42 Ul 
而 灯 什 高 
dh 


品 
dul 


BA= y= 


m 参见 副 卷 第 一 卷 第 四 编 第 五 章 。 
把 长 度 单位 这 里 已 改 为 尺 。 
3 中 国 习 惯用 两 标 笔 间距 DE 为 已 知 件 ， 见 《 秦 九 章 》 卷 ?第 1 题 (登山 高 远 )。 
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图 5.1.1 


立体 体积 

《 丽 罗 》 第 7 章 控 土 ， 第 8 章 砖 、 石 方 , 第 9 章 木 材积 ， 第 10 
章 粮 容 都 牵涉 立体 体积 问题 。 下 面 也 以 其 代表 题 为 例 : 

“请 告诉 我 : 井 的 挖 方 是 多 少 ? 井口 宽 10 尺 , 长 12 尺 ,， 井 底 
扩 才 是 井口 相应 太 寸 之 半 ， 井 深 7 尺 。 

“计算 : (10X12 十 5X6 十 (10 十 5)(12 十 6))X7 二 6 一 490”， 

“ 答 数 ， 490 立方 尺 ”(L，222) 。 

“长 方 台 体积 法 则 ; 底面 积 与 顶 面积 之 和 加 上 底 、 顶 宽 的 和 与 
二 者 长 的 和 乘积 , 除 以 6, 商 就 是 平均 面积 , 乘 以 深 , 就 是 所 求 土 
方 体积 。”《(L。，221) 

《 丽 罗 》 书 中 几何 学 说 有 其 特色 。 以 平面 图 形 而 论 , 它 以 充分 
多 的 篇 幅 论 述 直 角 三 角形 勾 、 股 、 弦 关系 (LL. 135~L. 159)5, 其 
广度 和 深度 可 以 和 《 九 章 算术 ， 勾 股 》 匹 政 ， 在 此 基础 上 能 完整 


中 参见 副 卷 第 一 卷 第 四 编 第 五 章 。 
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推导 三 儿 求 积 公 式 。 我 们 已 在 第 四 编 第 二 章 第 一 节 ( 三 斜 求 积 ) 指 
山 厅 氏 在 此 题 术 文 略 去 推导 ， 而 在 斜 荡 求 积 题 草 文 中 是 以 证 明 秦 
开具 备 与 《 丽 罗 》 同 样 方法 与 能 力 推 导 这 一 公式 。《 丽 罗 》 在 论述 
其 他 直线 形 的 线段 和 面积 ,特别 对 辐 及 其 部 分 论述 中 有 不 少 创见 。 
例如 工 . 215 有 关 弓 形 弦 长 、 直径 与 弧 长 关系 的 近似 公式 有 满意 的 
精度 "“， 直 至 1967 年 有 论文 用 近代 正弦 级 数 展开 比较 ， 其 误差 其 
小 。 是 则 为 《 秦 九 章 》 所 不 及 。 从 间接 测 基 比较 ,《 丽 罗 》 以 灯 影 
反 策 灯 柱 高 及 有 关 平 距 ， 其 理论 仅仅 停留 在 刘 徽 、 阿 耶 波多 已 有 
成 采 水 平 上 ， 无 多 进步 ， 与 秦 氏 论述 之 多 样 变化 ， 就 显得 单调 而 
单薄 ,但 是 在 具体 问题 之 后 又 有 理论 推导 ， 可 以 验证 ， 其 推导 正 
确 无 误 , 此 则 又 为 秦 氏 所 不 如 。 命题 L，247 的 结论 和 推导 与 《 秦 
九 章 》 望 山 远 近 ( 即 《海岛 算 经 》 第 1 题 ) 有 异 。 这 说 明 印 度 源 于 
相似 三 角形 性 质 ， 而 中 国 则 自 出 入 相 补 原理 。 从 立体 体积 比较 ， 
《 丽 多 》 对 长 方 台 体 积 公 式 为 一 创举 ,， 它 与 《 九 章 算术 。 商 功 》 刍 
童 公式 形 异 而 实 同 , 而 且 又 提出 “平均 面积 ”, 即 把 长 方 台 折 成 同 
深 同 抵 ( 平 均 面 积 ) 长 方 体 ， 这 种 见解 尤为 新 笑 名 。《 秦 九 童 》 在 卷 
12 第 1 题 ( 园 积 基 容 ) 也 考虑 过 方 台 ， 这 仅 是 长 方 台 的 特殊 情况 。 
全 书 未 计 及 球体 , 而 《 丽 罗 》 有 命题 1.. 203 论 球 表 面积 及 其 体积 。 


三 适 尽 万 程 
《 丽 罗 》 在 建立 方程 和 解 方 程 方 面 为 一 薄弱 环节 , 全 书 仅 一 处 
与 二 次 方程 有关 (L，62~L，69)， 现 举 其 代表 作 ， 
“一 群 鹅 ， 其 平方 根 的 10 倍 在 思 雳 中 步 入 沼泽 ， 其 二 走 进 从 
林 ，, 还 可 以 看 到 有 3 对 在 莲花 盛 放 的 池塘 里 嬉 游 。 亲爱 的 女郎 , 殷 


必 参见 副 卷 第 一 卷 第 四 编 第 五 章 。 
包 参见 副 卷 第 一 卷 第 四 编 第 五 章 ， 
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群 布 多 少 只 趋 ?” 
””( 管 数 144，L，66) 

法 则 “一 数 与 其 平方 根 倍数 和 或 差 为 已 给 ， 那 么 倍数 折 半 
的 平方 加 上 已 给 数 ， 开 平方 后 加 上 或 减 去 倍数 之 半 ， 平 方 ， 就 是 
所 求 数 ”(L. 63) 。 

L，63 是 说 已 给 : z+ 土 a Mx = 二 b。 那 么 所 求 


V4) + 

以 L，66 例 来 说 ,《 丽 罗 》 在 解 题 时 对 题 设 数据 在 代入 求 根 公 
式 前 , 预先 所 作 处 理 是 适当 的 :“ 以 1 一 训 二 卫 除 10,6, 得 号 ， 全 
分 别 作为 <，5， 就 得 到 鹅 群 中 臣 数 144， 

《 丽 罗 》 在 方程 方面 仅 有 这 一 内 容 。《 秦 九 章 》 则 在 多 项 式 方 
程 和 线性 方程 组 方面 从 建立 方程 到 解 方程 都 已 十 分 成 康 ， 所 编造 
的 问题 又 多 种 多 样 ， 为 《 丽 罗 》 所 未 及 ,但 《 丽 罗 》 能 对 

yAy+B=0 
一 类 二 次 方程 写 出 求 根 公 式 ， 这 是 重要 贡献 ， 又 是 《 秦 九 章 》 所 
不 及 。 


By 一 


四 不 定 分 析 


《 丽 罗 》 第 12 章 为 粉碎 法 的 系统 论述 ， 解 一 次 同 余 式 及 一 次 
同 余 式 组 。 全 章 共 19 个 命题 (L. 248~-L. 266), 是 在 中 世纪 与 《 秦 
九 章 》 大 衍 术 能 相提并论 的 惟一 数学 专著 。 

为 方便 理解 《 丽 罗 》 解 一 次 同 余 式 的 法 则 ， 先 述 有 关 数 学 原 
理 ， 
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疝 | 运算 结果 久 当 (a,5p)|c 时 ,不 定 方程 ax 十 c 二 by 与 一 
ol 站 一 db 十 03 次 同 余 式 az 三 一 C 人 (mod 5) 等 价 。 解 cz 三 1 


gs | 所 一 go 加 十 和 (mod 5b)。 做 欧 几 里 得 算法 ， 记 其 部 分 商 vi， 
: |: qz， ，gr， 其 中 7 二 1 rw4i1= 二 0， 自 上 页 下 
4 90+1T%4s 记 下 所 有 部 分 商 ,再 记 下 c, 再 在 最 后 记 0。 从 
0 开始 自 下 而 上 地 下 面 一 个 数 乘 上 面 一 个 ， 
人 一 记 下 乘积 。 每 一 次 乘积 加 上 前 面 的 乘积 ， 直 
1 至 最 上 面 ， 如 左 表 ， 那 么 ， 当 是 偶数 时 所 


求 遂 解 是 X=b, 一 at，y= 二 b1 一 bt， 

当 n 是 奇数 时 ，xz==at 一 b,，y 二 Wt 一 了 (1 是 任意 整数 )。 

《 丽 罗 》 说 : 

“法 则 ”首先 作为 研究 粉碎 法 的 准备 ,被 除数 (4) 除数 (5)、 加 
数 (c) 都 应 该 被 某 一 数 约 尽 。 如 果 这 个 数 能 约 尽 被 除数 与 除数 , 但 
不 能 约 尽 加 数 ， 则 问题 有 误 ， 即 问题 无 解 。” (LL. 248) 

“被 除数 、 除 数 互 除 ,最 后 一 个 余数 是 二 者 的 公约 数 , 二 者 除 
以 这 个 公约 数 ， 就 成 为 既 约 。 既 约 的 被 除数 、 除 数 互 除 ， 直 至 被 
除数 [下 ] 的 余数 (x,) 是 1。 所 得 商 数 从 上 而 下 地 排列 ， 加 数 记 在 
下 面 ， 零 记 在 最 下 面 。 

最 后 第 二 数 乘 紧 接 上 面 一 数 ， 加 最 下 面 一 数 ， 然 后 用 去 最 下 
面 一 数 。 继 续 [ 自 下 而 上 j] 这 种 运算 ， 直至 余下 的 一 对 数 (5,,b1)。 

最 上 面 一 数 累 减 既 约 被 除数 , 它 的 余数 是 所 求 商 (y), 另 一 数 
索 减 既 约 除数 ， 它 的 余数 是 所 求 乘 数 (z)。”(L. 249 一 250) 

“ 当 商 数 个 数 是 偶数 时 , 运算 正确 。 如 果 是 奇数 时 ， 所 求 得 商 
和 乘 数 必 须 从 相应 的 [除数 或 被 除数 中 ] 减 去 ， 它 的 余数 才 是 所 
求 商 及 乘 数 。”(L. 252) 

从 《 丽 罗 》 大 荆 例 子 可 进一步 了 解 对 粉碎 法 的 具体 操作 

“如 宁 你 精通 这 种 算法 ,告诉 我 : 什么 样 的 乘 数 乘 100， 加 上 
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90， 可 以 被 63 整除 ?”( 答 数 18,30) 
1 530 十 900 一 2 430 这 相当 于 解 100x 十 90 三 63y。 


1 
1 |900 十 630 一 1 530 对 100，63 做 欧 几 里 得 算法 ， 得 部 
1 |630 十 270 一 900 分 商 1，1，1，2，2，1( 偶 数 个 ) ， 排 列 
2 |540+90=630 如 左 ， 按 法 则 ， 求 出 乌 一 2 430， 包 一 
2 180+ 90=270 1 530。 守 是 所 求 为 ; 

】 190 十 0 一 90 


y 二 2 430 一 100(， 取 上 = 王 24，y 一 30 

rx 二 1 530 一 634， 取 :一 24，zr 一 18。 
(L. 255) 

“数学 家 ， 告 诉 我 : 乘 数 是 多 少时 , 乘 以 60 后 , 加 上 16, 其 
和 可 以 被 13 整除 ?”( 答 数 11,52) 

320 十 48 一 368 这 相当 于 解 60z 十 16 一 13y。 

对 60, 13 做 欧 几 里 得 算法 , 得 部 分 商 4， 
1，1，1，1( 奇 数 个 ) ， 按 法 则 排列 如 左 ， 求 
出 5 二 368，b; 二 80， 于 是 所 求 

y 二 60t 一 368， 取 t=7，y 二 52， 

7 二 13t 一 80, 有 取 1=7， x 二 11]1。 

(1.. 257) 

《 丽 罗 》 在 《 秦 九 章 》 成 书 大 约 一 百年 前 设计 的 算法 与 大 衍 
术 完 全 一 致 。 它 与 其 先 理 阿 耶 波多 发 明 的 粉碎 法 同 中 有 异 。 从 
所 给 法 则 看 , 对 于 有 解 条 件 审视 很 是 周到 , 对 于 商 的 个 数 在 x,=1 
的 必要 条 件 下 , ?是 奇 是 偶 , 完整 指出 。 所 给 计算 方法 足以 算出 正 
确 答 案 ， 详 尽 无 遗 ， 这 是 十 分 珍贵 的 史料 。 它 与 大 衡 术 也 同 中 有 
有 异 。 如 果 用 大 衍 术 解 L257,《 丽 罗 》 列 出 商 数 (g,) 后 自 下 而 上 笔 
算 ， 且 带 着 不 定 方程 常数 项 计算 。 大 衍 术 则 分 式 筹 算 ， 并 不 带 着 
常数 项 计算 。L. 257 中 60x 十 16 二 13y 就 是 60x 大 一 16(mod 


90190xX0=0 
0 


Q@ 参见 本 《大 系 》 副 卷 第 一 卷 第 四 编 第 一 章 。 
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13)。 依 大 衍 术 : 几 二 1， jz 二 1， js 二 2, 太 二 3， js 二 5, 此 js 二 5 是 
607 震 1(mod 13) 的 解 ， 因 此 不 定 方 程 的 特 解 x 三 一 16Xx 5 二 11 
(mod 13)， 于 是 特 解 y= 二 52。《 丽 罗 》 与 《 秦 九 章 》 间 的 一 般 等 
价 关系 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 。 

印度 是 不 定 分 析 摇 篮 之 一 ，5 世纪 时 已 有 阿 耶 波多 对 一 次 不 
定 方程 解法 的 完整 论述 。7 世纪 时 为 制订 历法 和 需要， 婆罗 崎 艇 多 
(Brahmagupta,598~?) 著 《婆罗 举人 和 修 正体 系 》(628 年 ), 其 中 有 一 
章 不 定 方 程 讲 义 第 一 节 命 题 7 说 : 

“自从 七 星 会 元 以 来 , 日、 月 、 火 、 水 、 本 、 金 、 土 ， 回 转 整 
数 转 以 外 ， 又 经 过 以 下 日 数 


已 知 日 每 1 096 日 回转 3 次 ,月 137 日 转 5 次 ,火星 685 日 一 次 ,水 
星 1 096 日 13 次 , 木星 1 096 日 转 3 次 , 金星 1 096 日 转 一 次 , 土星 
10 960 日 一 次 。 问 ;七星 会 元 以 来 已 经 转 过 多 少 日 ?” 

显然 这 是 解 一 次 同 余 式 组 的 问题 ， 


+ 


137 


1 095 mod 137 | =35( mod 685) 


z =] o00| mod 上 985 | =4] 


=] 000| mod 1098 =1 000 


二 1 000( mod 1 096) 三 1 000( mod 10 960) 。 
作为 解 题 的 过 渡 材 料 原 著 设 有 预备 题 
“一 数 分 别 为 6，5，4，3 除 ， 依 次 得 余数 5，4，3，2。 求 此 
数 。( 答 数 :59) 怎 样 解 同 余 式 组 : 
Xz 三 5(mod 6) 反 4(mod 5) 三 3(mod 4) 二 2(mod 3)? 


1 沈 康 身 ，1987b 
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后 人 注释 说 : 

对 于 形 如 入 =aizi 十 尽 一 aiz 十 民 一 … 一 az 十 民 。 的 不 定 方 
程 组 解法 ， 先 在 aizit Ri=aszit RR, 中 用 粉碎 法 求 出 I 的 最 小 正 
整数 解 a。 于 是 N=aia 十 Ri ， 而 其 一 般 解 是 

六 =ai(ast 十 a) 十 民 一 aiazt 十 cia 十 尺 ， 
那么 人 =aiaxt 十 (aia 十 民 ) 一 az 十 尺 ; 
归结 为 再 做 一 次 粉碎 法 ， 照 此 方式 一 直 运 算 到 解 出 x,， 从 而 得 到 
N 值 。 

如 果 注 释 者 的 想法 一 如 原著 ， 那 么 印度 对 同 余 式 组 的 解法 显 
然 远 较 《 秦 九 章 》 大 衍 总 数 术 繁复 ， 很 难 想象 用 这 种 解法 在 解 七 
星 会 元 题 中 所 遭 遇 的 大 量 计 算 困 难 。 

就 总 体 说 ， 除 个 别 内 容 如 弓形 弧 长 公式 ， 排 列 组 合计 算 《 秦 
九 章 》 为 空白 外 ,其 余 都 胜 于 《 丽 罗 》, 而 且 相 比 之 下 ,《 丽 罗 》 似 
只 是 一 部 初级 课程 教科 书 。 如 与 中 世纪 前 全 部 印度 数学 相 比 ， 某 
些 内 容 如 坑 那 教徒 维 拉 圣 奴 (Virasena,710 一 780) 圆 台 体 体积 推 
导 0, 婆罗 摩 般 多 二 次 不 定 方程 , 圆 内 接 四 边 形 的 研究 成 果 等 《 秦 
九 章 》 为 空白 ; 另 一 方面 多 项 式 数 值 解法 , 线性 方程 组 一 般 解法 ， 
系统 而 又 完整 的 大 衍 术 用 来 解 一 次 同 余 式 组 ， 各 种 勾 股 比例 问题 
等 则 为 印度 数学 的 空白 或 尚 在 起 步 或 习 之 不 深 或 不 甚 深 的 课题 。 


第 二 节 《 数 书 九 童 》 与 阿拉 伯 数 学 
伊斯兰 教 于 7 世纪 在 阿拉 伯 半 岛 创立 ， 教 主 哈 里 发 ， 建 萨 拉 
森 帝 国 。 帝 国 领土 包括 西亚 、 中 亚 、 北 非 , 直至 西班牙 ， 后 不 久 ， 
帝国 分 裂 为 三 。 帝国 势力 延绵 到 15 世纪 , 阿拉 伯 数 学 指 在 萨 拉 森 
帝国 狂 域 内 以 阿拉 伯 文 写成 的 数学 著作 ， 与 作者 所 属 民族 无 关 。 


由 沈 康 身 ， 九 章 算 术 导 读 ， 湖 北 教育 出 版 社 ，1997，364~365 
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东 、 南 、 西 三 陀 拉 和 森 帝 国 对 数学 文化 都 有 贡献 。 

东 萨 拉 森 帝国 以 巴格达 为 首都 , 建国 初期 车 “智慧 之 宫 ”, 组 
织 学 者 翻译 希腊 、 印 度 名 著 。 后 来 数学 家 区 出 ， 成 果 丰 硕 ， 代 表 
人 物 如 阿尔 ， 花 拉 子 米 (Al-Khwarizmi,9 世纪 时 人 ) 所 著 《 代 数 
学 》(Hisab Aldzebr Wa’l-mucabala ,825 年 ) 是 欧洲 语系 “代数 ”一 
词 的 语源 , 译 成 拉丁 文 后 , 好 几 个 世纪 曾 是 代数 学 标准 教科 书 , 阿 
尔 ， 巴 塔 尼 (Al-Battani,850 一 929 年 )， 阿 布 瓦 发 (Abul-Wafa， 
940~997 年 )， 阿 尔 。 比 鲁尼 (AlL-Biruni,973 一 1048 年 )， 奥 玛 尔 
。 海 雅 姆 (Omar Khayyam, 1044 一 1123 年 )， 纳 索 拉丁 (Nasir- 
Eddin,1201 一 1274 年 ) 都 是 当代 第 一 流 天 文 、 数 学 权威 . 岂 阿 尔 。 
喀 西 (Al-Kashi,? 一 1436 年 ), 乌兹别克 人 , 著 有 《算术 钥 》(1427 
年 ) 一 书 ， 数 学 内 容 很 广泛 ， 是 一 部 传世 之 作 。 - 

南 萨 拉 森 帝国 以 开罗 为 首都 ， 阿 尔 。 海 坦 (Al-Haitain ,965~ 
1030 年 ) 在 同 余 式 等 方面 有 过 论著 。 

西 萨 拉 森 帝国 在 西班牙 ， 以 哥 德 瓦 为 首都 ， 学 术 活 动 并 不 纶 
于 东 尝 拉 森 , 当 后 者 文化 衰落 时 , 西 萨 拉 森 就 成 为 欧陆 学 术 基 地 ， 
为 欧洲 文艺 复兴 作 了 准备 。 

阿 搁 伯 数 学 曾 是 人 类 数学 发 展 史 中 重要 一 环 。 阿 拉 伯 数学 是 
中 世纪 东西 方 数学 交流 的 桥梁 ， 而 中 国 传统 数学 中 的 某 些 内 容 例 
如 十 进位 记 数 法 、 比 例 、 僵 不 足 术 、 二 项 式 展 开 系 数 三 角形 、 不 
定 方程 以 及 数值 解 方程 渐次 流传 到 中 亚 ， 以 此 为 中 介 ， 终 至 及 于 
欧陆 。 

以 下 选取 花 拉 子 米 和 阿尔 。 喀 西数 学 专著 的 典型 内 容 与 《 秦 
九 章 》 作 对 比 。 


参见 副 卷 第 一 卷 第 五 编 第 一 章 。 
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一 算术 


比例 

花 拉 子 米 《 代 数学 》( 下 简称 《代数 》) 设 专 节 ， 商品 交 换 达 涉 
正比 例 和 反比 例 ， 其 间 关 系 都 较 简 单 。 其 中 有 反比 例题 ， 小 麦 每 
斗 值 10 个 钱币 , 大 麦 值 8 个 钱币 。 间 ;4 斗 大 麦 可 以 换 多 少 小 麦 ? 


| 答 数 3 革 斗 | 
阿尔 ， 路 西 《 算 术 钥 》( 于 简称 《 钥 》)) 有 比较 复杂 的 分 配 比 例 


问题 ,“ 三 个 工人 每 月 工资 分 别 是 5,4, 3 个 钱币 , 他 们 合作 20 日 ， 
要 求 每 人 得 到 相同 报酬 问 ; 每 人 各 应 工作 几 日 ?”? 


| 答 数 ， 7 7,9 7 ， 12 站 (日 )] 。 


算术 解法 

《代数 》 有 纯 算 术 解 法 例 ， 其 思路 敏捷 , 但 是 在 解 题 过 程 中 有 
误 %。 

《 钥 》 第 五 编 设 专 章 讨论 算术 解法 : 双 假 设法 、 逆 推 法 等 ， 其 
中 如 双 假 设法 仅 设 一 简单 数值 例 : “ 求 某 数 : 已 知 某 数 的 3 倍加 
10， 以 和 数 加 倍 ， 加 10 等 于 90。” 原 著 设 zi 一 5， 又 设 z=7, 求 
得 答 数 是 10。 

数列 

《 钥 》 第 五 编 有 数列 求 和 公式 数 则 ， 居 当时 世界 先进 水 平 。 


“1 。2 十 ?2 。3 十 3 。 4 十 … 十 az 十 1) 一 二 mnCa 十 1) Ca 十 2) 
“1 .2.342.3. 4 十 二 n(n 二 1) Cn 十 2) 二 方 (n 十 1) (十 


解法 见 本 《大 系 》 第 二 卷 第 四 编 第 八 童 p. 429. 
参见 


0 
©® 副 卷 第 一 卷 第 五 编 第 一 - 章 。 
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2) lt Dnt2) 1).” 
“1 二 2 十 3 十 十 现 二 让 n(n 十 1) (2n 十 1)。” 


“十 23 十 33 十 … 十 本 一 


] 2 
二 an 十 1D)j so。 
] 


1 十 2 十 3 二 二 村 


1 ,ll 
2 7(n 二 1) 1| 十 2 77 十 1) 


nlnt1) (2nt1).” 


二 几 何 


《代数 》 设 图 形 专 节 岂 论述 平面 图 形 面积 及 立体 体积 。 圆 周 率 
引述 三 种 近似 值 。 明 确 指 出 刍 股 定理 ， 对 于 已 给 三 边 求 三 角形 面 
积 问题 ， 以 代数 方法 ， 引 用 两 次 勾 股 定理 得 解 。 

《 钥 》 第 四 编 全 面 论述 平面 和 立体 图 形 性 质 ， 属 于 欧 几 里 得 
《原本 》 范 畴 .® 


三 适 征 万 程 

《代数 》 和 《 钥 》 在 建立 方程 和 解 方程 方面 为 人 类 数学 文化 做 
了 开创 性 工作 。 

《代数 》 开 宗明 义 以 “复原 与 对 消 ” 阅 明 解 方程 的 首要 步骤 ， 
又 以 几何 方法 导出 和 证 明 三 项 式 二 次 方程 

ar’ 二 br 二 c=0。 
当 系 数 只 允许 用 正 数 表示 时 三 种 形式 
(Dax’+bzr=c, Oar’+c=br, Qar:=brte 


人 D 参见 副 卷 第 一 卷 第 五 编 第 一 章 。 
名 参见 副 卷 第 一 卷 第 五 编 第 二 章 。 
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的 求 根 公 式 。2 

原著 又 以 应 用 题 说 明 用 法 、 用 语言 , 反复 地 把 10 分 成 两 份 命 
题 : 

中 “二 者 相 乘 ， 又 二 者 之 一 自 乘 等 于 二 者 乘积 的 4 倍 ， 求 两 
份 各 是 多 少 ?” 归 结 为 x:=8x。( 答 数 + 二 8,2) 

@ 包 “二 者 各 自 乘 和 等 于 58”， 归结 为 x? 十 21x==10x。 ( 答 数 x 
=3,7) 

昌 “ 第 一 份 的 自 乘 是 另 一 份 的 81 信 ”， 归 结 为 x 十 100= 
101x。( 答 数 z= 二 1) 

原著 又 命题 以 遍历 所 有 上 述 三 种 形式 。 

“ 根 的 三 分 之 一 与 四 分 之 一 相 乘 ， 乘 积 等 于 根 与 24 个 金币 之 
和 。 求 这 个 根 .” 归 结 为 zz 一 127z 十 288( 答 数 zx 一 241) 

从 线性 方程 方面 两 书 的 记载 ， 说 明 阿拉 伯 数 学 在 这 一 领域 内 
已 有 较 完 整 的 认识 ， 例 如 ， 

“我 严 大 麦 与 小 麦 各 几 斗 ,各 自 付款 数 之 差 与 两 种 粮食 斗 数 之 
差 等 于 付款 数 总 和 ? [ 求 大 麦 每 半价 ]”(《 代 数 》) 

原著 用 语言 解 题 , 相当 于 说 : 设 大 麦 每 半 单 价 是 x, 小 麦 单价 
是 rx, 大麦、 小 麦 分 别 买 了 n,m 斗 。 据 题 意 , 建立 方程 nx 十 mrx 


二 (rz 一 X) 十 m 一 n。| 答 数 x 二 一 一 一 一 


mr 十 2 一 r 十 1 
“ 某 人 有 4 个 儿子 , 临终 遗嘱 , 财产 分 配方 案 : 儿子 所 得 相等 
友人 得 儿子 同样 一 份 ， 还 加 上 1 个 金币 ， 还 要 给 他 全 部 财产 的 三 
分 之 一 ， 除 去 儿子 所 得 一 份 的 四 分 之 一 。 间 ， 各 人 所 得 多 少 ?” 
( 答 数 :每 个 儿子 得 57a 一 5 ,友人 得 号 o 十 外 ,其 中 是 此 人 的 全 
部 财产 ) 
原著 设 友 人 得 z， 每 个 儿子 得 y 个 金币 ， 据 题 意 建 立方 程 组 


QD 参见 副 卷 第 一 卷 第 五 编 第 一 章 ， 
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4 一 y 一 4y， 
z=y 二 二 十 a—y 十 ] 


变换 为 < at 3 2 一 y 一 二 
解 。 

“ 某 人 临终 ,遗嘱 财产 分 配方 案 ， 6 个 儿子 分 得 一 样 多 ， 友 人 
之 一 得 到 儿子 同样 多 的 一 份 之 外 ， 还 得 到 全 部 财产 四 分 之 一 与 每 
个 儿子 所 得 之 差 的 五 分 之 一 ， 另 一 友人 得 到 儿子 同样 多 的 一 份 而 
和 


的 四 分 之 一 , 问 , 八 个 人 各 得 多 少 ? 答 数 : 每 个 儿子 得 财产 的 < 


59 
二 友人 分 别 得 9056，z06。 
原著 设 每 个 儿子 ,二 友人 分 别 得 财产 为 v, x，y, 又 设 所 分 财 


产 为 1。 据 题 意 建 立方 程 组 、 


3 
二 ae 一 ?| 一 1 一 4y。 经 “复原 与 消去 ", 得 


396 


1—Xx— y= 二 6v， 
1/11 由 
rot @ 
,l/l 3) 
y= 一 站 [二 一 oz 
用 代入 法 解 题 。 先 从 中 , @ 消 去 y, 其 中 有 技巧 性 运算 , 使 变换 为 
所 十 计 一 x 一 十 一 1 一 一 一 oj =6v, 
i 主 欣 。 2 9511 | 
于 是 方程 变换 为 3 十- 3 一 并 一 7 一 6v 。 WD 


外 与 名 消去 x， 又 作 类 似 技巧 性 变换 得 
2 5 [1 1 ,1 1 | 1 


3 4t4 
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、 2 5 1 
这 就 是 3 Axi2t 4™ 


全 式 扩大 4 倍 , 得 半 十 芒 十 1 一 33v。 于 是 v= 公 ,依次 回 代 @、 


396 
@ 得 所 求 z，y。 
《 钥 》 第 一 编 为 十 进位 值 制 各 种 运算 法 ， 除 了 开平 方 、 开 立方 
以 外 ,还 介绍 开 一 个 数 a( 正 整数 ) 的 任意 次 方 , 即 数值 解 二 项 式 
方程 z" 二 a， 其 运算 步 怠 与 北宋 页 宪 发 明 的 增 乘 方法 全 相 一 致 .0 


四 不 定 分 析 


《 钥 》 含 不 定 分 析 题 多 则 ， 都 是 不 定 方程 题 ; 现 选 录 如 下 : 

百 鸡 问 题 

属于 《 张 丘 建 算 经 》 百 鸡 问 题 类 型 如 ， 

“黄金 、 珍 珠 、 宝 石 三 种 饰品 论 重 计价 ， 已 给 三 者 总 重 3 摩 斯 
卡 。.@ 三 者 单价 每 摩 斯 卡 值 4，20，30 个 金币 ， 三 者 共 值 60 个 金 
币 。 问 : 它们 各 重 多 少 ?” 

原著 设 这 三 种 饰品 ， 黄 金 重 +， 珍珠 重 y， 宝 石 重 z 摩 斯 卡 。 
列举 三 种 解法 ， 最 后 一 种 是 代数 方法 。 由 于 答 数 不 限于 整数 ， 给 
出 的 两 组 解 为 


z= 过 ( 值 2)，y 一 1 二 (人 34)， = 一 全 ( 什 24) 


@z= 和 | 值 3 工 |， y 一 号 | 值 1 和， = 一 1 二 ( 值 40) 。 

“1 只 网 值 4 个 钱币 ，5 只 麻 堂 值 1 个 钱币 ，1 只 鸡 值 1 个 钱 
币 ， 百 钱 买 百 鸟 。 间 ， 鹊 、 麻 淮 、 鸡 各 买 了 多 少 只 ?” 

原著 的 解法 说 :“ 取 1 只 鸭 与 所 值 差 乘 以 省 5 只 , 得 15, 是 党 
数 。 取 5 只 党 与 所 值 差 . 乘 以 鸡 1 只 得 4， 是 了 鸭 数 ， 百 鸟 减 去 鸭 、 


?+ 二] 


QD 见 副 卷 第 一 卷 第 五 编 第 二 章 。 
@ 波斯 衡 单 位 ，1 摩 斯 卡 =4. 64 克 。 
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涩 总 和 ， 是 鸡 数 。 鸭 、 当 加倍， 又 3，4，5 倍 ， 依 次 得 到 其 他 四 
个 答案 .” 我 们 设 鸭 、 肖 、 鸡 只 数 分 别 为 >，y，z。 这 五 组 解 是 

z 一 4( 值 16)，y=15( 值 3)，z 一 81( 值 81); 

Zz=8( 值 32)，y 一 30( 值 6) ，z 一 62( 值 62); 

Xx 二 12( 值 48)，y 二 45( 值 9) ，z 一 43( 值 43); 

zx 二 16( 值 64)，y 一 60( 值 12)，>z 一 24( 值 24); 

Z= 一 20( 值 80)，y==75( 值 15)， z= 二 5( 值 5)。 

齐 次 问题 

有 一 题 与 《 九 章 算术 ， 方程 》 第 13 题 (五 家 共 井 ) 同 型 ,“ 有 
五 个 人 ， 甲 对 乙 说 : “ 予 我 你 所 有 的 二 ， 我 所 有 值 一 匹 马 价 。， 乙 
对 两 说 :“ 巴 我 你 所 有 的 证， 我 所 有 值 一 匹 马 价 。 两 对 丁 说 ，' 子 
我 你 所 有 的 <， 我 所 有 值 一 匹 马 价 。， 丁 对 成 说 ; “ 子 我 你 所 有 的 
言 ， 我 所 有 值 一 匹 马 价 。” 戊 对 甲 说 ， ' 子 我 你 所 有 的 工 ， 我 所 有 


值 一 匹 马 价 .” 问 : 五 人 所 有 及 马 价 是 多 少 ?”( 答 数 : 甲 ,1 974; 乙 
2 250; 两 ,2 540; 丁 ,3 085; 戊 ,3 445。 马 值 3 774。) 

阿拉 伯 数 学 在 世界 数学 史 中 居 特殊 地 位 ， 跨 越 时 间 和 地 域 面 
广阔, 数学 家 众多 , 可谓 人 才 济 济 。 上 文 已 举 《 代 数 》 和 《 钥 》 与 
《又 九 章 》 有 关 的 典型 事项 ， 我 们 有 以 下 认识 。 

其 一 、 在 算术 方面 ,阿拉 们 数学 家 以 十 进 制 算 法 著称 西方 。 各 
种 和 贫 题 更 具 特 色 ,上 反映 阿拉 伯 世 界 宗教 习惯 和 社会 习俗 ,与 4 秦 九 
章 》 大 并 其 趣 。 必 须 指 出 ,在 数列 求 和 方面 的 成 绩 允 称 独步 一 时 ,为 


奈 书 不 逮 , 开 后 来 一 般 短 和 公式 和?(p 一 1,2,3,…) 之 先河 0。 


DD 阿拉 伯 数 学 家 阿尔 、 凯 拉 吉 (Al-Karaji 或 Al-Karkhi,10,11 世纪 之 交 ) 已 证 
明 其 中 某 些 公式 。 参 见 副 卷 第 一 卷 第 五 编 第 二 章 ， 
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其 二 、 在 几何 方面 有 突出 工作 ， 阿 尔 。 喀 西 《 量 圆 》 一 书 另 
辟 蹊 径 求 圆周 率 近 似 值 到 小 数 点 后 17 位 出 。 在 《代数 》 中 所 举 已 
给 边 长 为 13，14，15 求 三 角形 面积 题 与 《 秦 九 章 》 卷 5 第 2 题 
(三 斜 求 积 ) 适 相 一 致 ， 而 其 解法 与 秦 法 有 异 。 虽 为 数值 例 ， 但 有 
其 一 般 意义 。 在 图 5. 1. 2 中 如 设 人 4BC, 边 6 在 c 上 的 射影 为 xz， 
那么 BD=c 一 z。 按 照 花 拉 子 米 的 做 法 , 三 角形 的 高 大 一 ae: 一 (c 一 
XT)’ 二 Y 一 Tz*， 经 过 “复原 、 对 消 ”， 得 


2c7=b 二 cc:—a’，, C 


2 2 2Z 
于 是 所 求 z= 一， ” \ 
. /I pa 
进一步 计算 出 p= te 4 一 8 
就 易于 得 到 《 秦 九 章 》 三 斜 求 积 公 式 。 图 5.1.2 


实际 上 10 世纪 时 的 阿布 瓦 发 说 ， 三 角形 


面积 可 以 表示 为 
| ce) < 外 
2 2 : 


a+pl:’ cl 
JJ 一 全 
此 外 三 角形 中 内 容 正方 形 名 ， 有 了 矛 直 立 水 中 央 @,， 两 题 分 别 与 


义 与 三 斜 求 积 公式 等 价 。 

《 九 章 算术 ， 勾 股 》 第 6,，15 题 同 义 ， 比 鲁尼 测定 地 球 半径 @ 为 阿 

拉 伯 数学 生 色 。 但 论 其 结构 复杂 而 多 变化 ， 广 泛 而 深刻 地 联系 代 

数 运算 及 其 解法 ， 则 《 秦 九 章 》 所 设 各 种 勾 股 比例 题 远 胜 天 方 。 
其 三 ， 人 们 公认 阿拉 伯 数 学 最 大 贡献 是 代数 。 花 拉 子 米 首先 


中 ”阿拉伯 数学 家 阿尔 ， 凯 拉 吉 (Al-Karaji 或 ALKarkhi,10,11 世纪 之 交 ) 已 
证 明 其 中 某 些 公式 。 参见 副 卷 第 一 卷 第 五 编 第 二 章 。 

多 副 卷 第 一 卷 第 五 编 第 二 章 。 

加 本 《大 系 》 第 二 卷 p. 473 

@ 本 《大 系 》 第 二 卷 p. 483 
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全 面 创立 二 次 方程 求 根 公式 及 其 几何 证 明 , 他 的 工作 为 欧洲 16 世 
纪 时 创立 高 次 方程 求 根 公式 葛 定 了 基础 中 《代数 》 在 线性 方程 
(组 ) 的 建立 和 解 的 工作 中 也 值得 称道 但 有 其 局 限 性 , 与 《 秦 九 
章 》 继 承 《 九 章 算 术 》 传 统 ， 能 够 照顾 到 一 般 ， 是 为 花 拉 子 米 所 
不 及 。 在 多 项 式 数值 解 方面 的 工作 ， 人 们 盛传 阿部 瓦 法 已 经 通晓 
从 开 三 次 、 四 次 直至 开 七 次 方 的 算法 ， 而 奥 玛 尔 。 哈 雅 姆 则 能 开 
任意 次 高 次 方 。 可 惜 上 有 具体 算 法 未 见 传世 @. 在 《 钥 》 第 一 编 则 纪 载 
开 一 数 的 高 次 方 的 步骤 以 及 数值 解 的 具体 算 例 8, 最近 有 论文 全 详 
及 从 阿拉 人 数学 早期 直到 阿尔 。 喀 西数 值 解 方程 问题 ， 容 易 发 现 
在 他 们 的 工作 中 有 突出 的 局 限 性 ， 只 限于 解 二 项 式 方程 ， 即 之 一 
4 一 0， 更 不 用 说 解 含 负 系 数 的 一 般 多 项 式 方程 ， 于 此 可 见 《 秦 九 
章 》 正 负 开 方 法 是 数学 发 展 史 上 的 丰碑 。 

其 四 ， 在 不 定 分 析 研 究 方面 ， 阿 拉 伯 数学 的 建树 主要 在 解 不 
定 方 程 ( 组 )。 对 上 引 《 钥 》 三 例 中 对 于 鸭 、 尝 、 鸡 题 原著 解法 可 


试 作 解 释 ， 据 题 意 应 建立 方程 组 x 十 y 十 z= 二 100， 4z 十 二 ?十 z 一 
100。 其 中 zx，y，z* 分 别 是 所 求 鸭 、 濞 、 鸡 只 数 ， 两 式 互 威 得 
(4-Dzr=|1- 寺 jy， 


那么 5(4 一 1)z 王 1。(5 一 1)y， 

其 中 z=1， (5 一 1),y=5(4 一 1) 显 然 是 一 组 解 。 这 就 是 解法 所 说 ， 
“ 取 1 只 网 与 所 值 差 ， 乘 以 当 5 只 , 得 15， 是 党 数 ”, 而 “ 取 5 趴 
尝 与 所 值 差 , 乘 以 鸭 1 只 , 得 4, 是 鸭 数 ”。 我 们 感到 有 兴趣 的 是 ; 


人 副 卷 第 一 卷 第 六 编 第 二 章 。 

人 纺 R，Rashed， 阿 拉 伯 数学 发 展 史 ，A，F. W，Armstrong 英文 译本 ，Kluwer， 
1994 

5) 副 卷 第 一 卷 第 五 编 第 二 章 。 

WD 包 芳 助 ,阿拉伯 代数 学 若干 问题 的 比较 研究 , 1997 年 西北 大 学 博士 学 位 论文 . 
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阿尔 。 路 西 在 原著 中 虽然 没有 列 出 方程 ， 从 其 解 中 可 以 觉察 到 他 
确 是 建立 了 相同 方程 运算 的 结果 。 

对 于 五 人 互 给 后 财富 是 一 匹 马 的 例 中 ， 从 原著 的 表 2 可 以 用 
现代 数学 语言 解释 。 设 甲 、 乙 、 丙 、 丁 、 成 五 人 各 有 财产 zx, y, x， 
4，v 个 钱币 ,一 匹 马 值 1 个 钱币 ， 那 么 据 题 意 可 建立 不 定 方程 组 


z 十 二 3 一 4 (1) 
?十 二 = 一 4 《2 ) 
2 
Tut (3) 
wu 十 亡 0= (4) 
5 
po 十 < 一 (5) 
6 Le 
原著 假设 z 为 单位 1，i 为 物 ( 参 变 基 )。 从 (1) 式 知 
5 
J 4 (t ] ) ， 
， 1 5 
_213, r 5 
_ok 了】 17 
再 从 (4) 求 出 "一 26 37 12 351， 
= ogo 6, ca6 
最 后 又 从 (5) 知 r=82 34t 156 ?4。 
从 假设 获得 等 式 ， zr 二 82 ,156 一 1， 
24 24 
说 6, ry.6 
这 就 是 82 541=157 27， 


,3.774 
1 974° 
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原著 认为 不 定 方程 的 一 组 解 是 : 

1 二 3 774, 依次 得 z+==1 974，y 一 2 250, z= 二 2 540, wx 一 3 085， 
v=3 445。 

原著 的 解法 至 今 使 人 仍 感到 很 是 新 鲜 卫 。 

文献 记载 阿拉 伯 数 学 家 对 类 似 不 定 方程 整数 解 有 达 1 233 组 @ 


在 阿拉 伯 数 学 中 现在 没有 发 现 同 余 式 问题 及 其 解法 。 
第 三 节 《 数 书 九 章 》 与 中 世纪 欧洲 数学 


中 世纪 时 欧洲 沦 入 黑暗 时 代 ， 数 学 与 其 他 科学 文化 一 样 陷入 
忠 昧 无 知 。 但 为 宗教 需要 ， 偶 尔 凤 毛 麟 角 仍 有 发 现 ， 前 已 在 本 
《大 系 》 第 四 卷 述 公元 10 世纪 前 情况 。 与 秦 九 前 及 其 《 数 书 九 
草 》 相 当时 代 , 值得 称道 的 是 斐 波 那 契 (Leonardo Fibonacci) 的 数 
学 专著 。 


斐 波 那 契 (1175? 一 1250 年 ) 生 于 意大利 比萨 ， 父 亲 是 当年 比 


我 们 已 在 本 《大 系 》 第 二 卷 p. 102 记载 五 家 共 井 题 , 如 设 甲 、 乙 、 两 、 村、 成 
五 家 汲 水 强 分 别 长 z+，y，z，u，v， 而 井深 为 :， 则 据 题 意 建 立 类 似 齐 次 不 定 方程 组 


2 十 y 二 4， 
js 
dz 十 二 1， 
| 
6 十 二 1， 
从 齐 次 方程 组 的 特殊 性 ,《 九 章 算 术 》 以 “方程 ” 术 获 知 其 一 组 解 /=721, x 二 265，y 
==]9], z=148, «=129, v=76, 


如 果 我 们 用 阿尔 。 喀 西 的 解法 , 设 +=1, 而 1 为 参 变 起 ， 从 方程 组 依次 得 y 一 :一 


2, z=6—2t, Wu=9—24, v=120 一 441, 而 x 二 2651 一 720 二 1， 那么 1=Z。 如 设 :一 


721 为 方程 组 的 一 个 解 ， 那 么 ，x+，y，z，u， wv 将 得 到 与 《 九 章 算术 》 同 样 答 数 ， 
区 A， 和 Kusxepuna。， 中 世纪 数学 中 ， 俄 文 版 ， P. 223. 
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萨 共 和 国 官员 ， 曾 在 今 北 非 阿 尔 及 利 亚 布 日 伊 管理 侨民 商务 ， 斐 
波 那 契 随 父 出 使 ， 在 那里 学 会 用 印度 数字 计算 ， 需 后 又 随 父 到 埃 
及 、 叙利亚 、 希 腊 等 地 旅行 。 他 经 过 广泛 的 学 习 和 认真 的 研究 , 掌 
握 了 许多 数学 知识 。12 世纪 之 未 他 回 故乡 , 度 过 四 分 之 一 个 世纪 ， 
在 那里 著 书 立 说 , 总结 所 习 得 的 各 个 领域 的 数学 问题 。1225 年 前 
后 应 国王 腓 德 烈 二 世 (Frederich 1 ,1194~1250 年 ) 召 见 , 成 为 宫 
廷 数学 家 ， 他 同市 民 和 官员 讲授 数学 。 他 的 数学 专著 保存 至 今 的 
有 : 《计算 之 书 》(Liber Abbaci,1202)，《 实 用 几何 》(Practica 
Geometriae ,1220 年 ),《 花 朱 》(Flos ,1225 年 ),《 平 方 数 书 》(Liber 
Quadratorum ,1225 年 ), 其 中 《计算 之 书 》 曾 风行 欧陆 , 成 为 中 世 
纪 数 学 一 枝 独 秀之 作 。 由 于 商业 计算 的 需求 ， 从 13 至 15 世纪 先 
后 出 版 有 12 种 版 本 ， 全 书 十 五 章 。 第 1 至 7 章 为 记 数 法 (印度 数 
码 )、 整 数 及 分 数 四 则 运算 ， 第 8 章 货 价 计算 ， 第 9 章 货物 互 换 ， 
第 10 章 分 配 比 例 , 第 11 章 合金 成 色 , 第 12, 13 章 各 种 应 用 问题 
及 其 解法 ,第 14 章平 方 、 立 方 及 其 道 运算 , 第 15 章 几 何 及 代数 ， 


一 工 术 与 代数 


在 《计算 之 书 》 自 第 8 章 起 的 丰富 数学 内 容 中 ， 我 们 已 选 录 
知 干 代表 性 问题 在 本 《大 系 》 第 二 卷 第 四 编 作 为 世界 著名 算 题 . 例 
如 从 部 分 反 算 全 体 ( 余 数 问题 ) .从 二 次 假设 求 真 值 (盈亏 问题 ) .三 
兽 食 羊 ( 归 一 问题 )、 复 比 及 连 比 (比例 问题 )、 在 数列 问题 上 脸 炙 
人 口 的 棋盘 麦 粒 问题 及 兔子 问题 。 在 《平方 数 书 》 中 记载 两 个 和 
为 平方 数 的 数列 。 其 一 ， 对 于 奇数 a， 从 1 到 a: 一 2 的 奇数 和 是 
“村 上 | 。 其 二 ， 前 者 再 加 上 wz， 则 得 到 另 一 平方 数 +1 . 

斐 波 那 契 在 代数 方面 的 工作 ， 集 中 在 《计算 之 书 》 第 15 章 ， 
其 中 第 1 节 有 题 ， 题 中 给 定 ; 
6: X=y:9, 义 Xx 十 y= 二 21。 
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书 中 从 前 一 方程 计算 zy 二 54， 然后 运用 欧 几 里 得 《原本 》 第 2 卷 
命题 5， 得 

-到 
最 后 得 答 数 Zz 一 3，y 一 18。 

第 3 节 给 出 阿拉 伯 世 界 花 拉 子 米 六 种 类 型 的 二 次 方程 。 然 后 
举例 探讨 ,他 还 进一步 研究 能 归结 为 二 次 方程 的 高 次 方程 问题 . 例 
如 当 y 一 岂 ,z 一 沁 ， x! 一 z! 十 y 三 着 已 给 定 ， 他 变换 为 za 十 100x: 
二 10 000 得 解 。 

《 花 示 》 一 书 是 斐 波 那 契 呈献 给 腓 德 烈 大 帝 的 力作 , 刊载 他 在 
宫廷 中 举行 数学 竞赛 提出 的 试题 ,于 此 他 给 出 方程 x 十 2x? 十 10x 
二 20 无 整数 解 , 无 分 数 解 。 他 找到 一 个 准确 到 小 数 点 后 11 位 的 近 
似 值 x- 二 1. 368 808 107 85。 

斐 波 那 契 的 算术 问题 及 其 解法 与 《 秦 九 章 》 相 比 ， 东 西方 所 
处 环境 与 生活 方式 虽 大 异 , 但 数理 则 一 。 《计算 之 书 》 各 种 问题 品 
种 齐全 , 某 些 解法 还 附 几何 图 形 解释 , 可 以 补 东 方 数学 之 不 足 , 特 
别 是 所 引 两 则 数列 问题 大 放 异 彩 ， 为 秦 书 所 无 。 

辈 波 那 契 在 代数 方面 的 工作 与 《 秦 九 章 》 有 异 。 他 采 括 阿拉 
但 成 果 : .以 求 根 公 式 解 二 次 方程 及 其 有 关 高 次 方程 。 从 他 在 宫廷 
数学 竞赛 中 能 解 三 次 方程 的 根 具 有 12 位 有 效 数字 ,除了 数值 解 之 
外 用 其 他 方法 的 可 能 性 是 非常 小 的 。 可 以 说 ， 他 具有 相当 于 中 国 
止 负 开 方 的 能 力 。 如 此 推断 ， 斐 波 那 契 与 秦 九 前 应 同 是 当年 丝绸 
之 路 东西 端点 代数 学 巨 比 。 两 卷 本 《数学 史 》 作 者 斯 密 士 (D. 下 . 
Smith ) 对 此 感到 必 惑 :“ 没 有 人 知道 这 个 结果 是 怎样 获得 的 , 但 是 
这 类 数字 方程 解 ， 在 中 国 已 解决 ， 并 且 当 时 东西 方 已 有 交往 。 从 
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这 一 事实 我 们 相信 是 斐 波 那 契 在 旅游 中 学 到 的 。.? 比利时 学 者 李 
倍 始 (U. Libbrecht) 也 说 :“ 如 果 斐 波 那 契 知道 增 乘 方法 的 话 ,那么 
非常 可 能 他 是 从 阿拉 伯 数 学 家 那里 学 来 的 ， 而 后 者 师承 先行 者 
一 一 中 国学 者 。”% 


二 几 何 


裴 波 那 契 几何 方面 的 工作 集中 在 《实用 几何 ;一 书 , 书 分 8 章 ， 
第 1，3 章 和 矩形 面积 和 其 他 直线 形 面 积 及 其 证 明 ， 圆周率 取 
3. 141 818。 第 2, 5 章 论 平 方 和 立方 根 , 导致 二 次 和 三 次 方程 , 第 
4 章 论 曲面 , 第 6 章 论 体积 ( 含 正 多 面体 体积 )。 第 7 章 以 相似 图 形 
(三 角形 )， 以 有 关 比 例 性 质 解决 间接 测 其 中 的 问题 。 第 8 章 为 外 
切 、 内 接 正 多 边 形 计算 面积 及 边 长 问题 。 

从 《实用 几何 》 所 接触 的 内 容 看 , 它 属于 欧 几 里 得 《原本 》 体 
系 , 而 是 记述 其 中 较 初 级 的 部 分 。《 秦 九 章 》 是 在 中 国 几何 传统 上 
有 所 提高 ， 从 所 设 有 关 几 何 问 题 多 样 化 看 ， 胜 于 《实用 几何 》。 


三 不 定 分 析 


己 有 专题 论文 评论 斐 波 那 契 的 重要 成 果 表 现在 不 定 分 析 方 面 
的 问题 人 。 在 一 次 不 定 分 析 方 面 下 面 引 录 二 题 : 

“有 人 买 麻 沈 ，1 钱币 买 3 只 , 斑鸠 ] 钱币 2 只 ， 鸽子 2 钱币 
1 只 。30 个 钱币 买 30 只 。 我们 需要 知道 : 他 各 买 了 几 只 ?”( 麻 洛 
9 只 ,斑鸠 10 只 ,锅子 11 只 ,是 一 组 答案 ,《 计 算 之 书 ) 第 12 章 ) 

“设计 一 个 数 ， 除 以 3， 除 以 5， 也 除 以 7。 问 : 每 次 除法 各 剩 


QD D. E. Smith. History of Mathematics. Boston ，1923，2，472 

©® U. Libbrecht. Chinese Mathematics in 13th Century. M. 1. T, Bress, 1973: 
205 

图 K. Vogel. The Role of Byzantium as an Intermediary in the Transmission of 


Ancient and Arabic Mathematics in the West. thaca:， Proc. 10th IJCHS，1964，537 
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余 多 少 ? 对 于 除 以 3， 所 剩余 的 每 个 单位 1, 要 记 住 70; 对 于 除 以 
5， 所 剩 下 的 每 个 单位 1， 要 记 住 21; 对 于 除 7， 所 剩余 每 个 单位 
1， 要 记 住 15。 这 样 的 数 如 果 大 于 105， 就 减 去 105。 其 剩余 就 是 
所 设计 的 数 。 例 如 ， 设 一 数 除 以 3 余 2, 记 住 70 的 2 倍 , 或 140， 
其 中 减 去 105, 则 剩余 35。 如 果 除 以 5, 余 3, 记 住 21 的 3 信 , 或 
63， 与 上 述 35 相 加 ， 得 98。 如 果 除 以 7， 余 4， 记 住 15 的 4 售 ， 
或 60。 与 上 述 98 相 加 ， 得 158。 再 减 去 105， 其 剩余 是 53， 就 是 
所 设计 的 数 ,”(《 计 算 之 书 》 第 12 章 ) 

买 鸟 问题 与 张 丘 建 百 钱 百 鸡 问题 同型 。 它 可 以 进一步 归结 为 
二 元 一 次 不 定 方程 ， 即 一 次 同 余 式 。 

设计 一 个 数 的 问题 与 (孙子 算 经 ) 卷 下 第 26 题 几乎 完全 相同 ， 
所 示 解 题 方 案 也 相同 ， 也 是 《 秦 氏 书 》 大 衍 术 的 最 简单 例题 。 就 
书 论 由, 斐 波 那 契 在 不 定 分 析 方 面 的 成 果 与 大 本 术 及 其 相关 10 个 
算 题 总 体 比 ， 相 距 是 太 远 了 。 

如 果 我 们 把 视野 从 13 世纪 之 初 扩 大 到 整个 中 世纪 欧洲 是 ，14 
世纪 拜占庭 数学 家 阿古 尔 。 伊 萨 克 (L Argyros, 1318 一 1372 年 ) 
提出 的 一 个 问题 ,19 世纪 在 德国 发 现 的 慕尼黑 手 抄 本 (1450 年 ) 中 
的 问题 ， 都 是 上 引 翡 波 那 契 设 计 一 个 数 的 类 似 叙述 ， 没 有 任何 进 
步 之 处 。15 世纪 德国 数学 家 ， 第 一 部 独立 于 天 文学 的 三 角 学 作者 
雷 基 奥 蒙 坦 (Regiomontanus,1436~1476) 于 1463 年 与 友人 通信 
中 提出 ， 相 当 于 说 : 

rt 汪 15(mod 17)11(mod 13)==3(mod 10) 。 
友人 复 信 指 出 解答 是 1 103, 3 313 以 及 其 他 的 数 ,在 再 次 通信 中 和 轩 
氏 指 出 :你 适当 地 求 出 最 小 的 数 1 103, 就 足够 了 ,满足 问题 的 数 ， 
有 无 限 多 个 。 如 果 加 上 一 个 用 三 个 因数 ， 即 17x 13X10 的 乘积 ， 


人 ”中 进 纪 欧 洲 不 定 分 析 有 关 材 料 取 自 U，Libbrecht，Chinese Mathematics in 
13th Century, pp. 236~265,， MIT Press ，1973 
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就 得 到 第 二 个 答 数 。 用 同样 的 方法 ， 再 加 上 这 个 数 就 得 到 第 三 个 
答 数 ,， 等 等 .” 雷 氏 理 解 间 余 式 组 的 一 般 解 ,但 他 并 没有 指出 怎样 
获得 那个 特 解 。 
又 经 过 一 个 世纪 , 另 一 个 慕尼黑 抄本 , 称 哥 廷 根 抄本 ( 约 1550 
年 ) 被 发 现 。 其 中 有 一 次 同 余 式 组 问题 ， 其 代表 作 及 其 解法 : 
问题 : 解 zx=5(mod 7) 寺 7(mod 8) 三 6(mod 9) 夺 0 (mod 
11) 。 
解法 : 
(i) 求 出 8x9x1l=792， 取 792 一 7 一 1， 
7X9X1l1l= 王 693， 取 693 一 8 一 5， 
7X8X11=616， 取 616 一 9 一 4， 
7X8Xx9=504， 取 504 一 11n 一 9。 
(ii) 第 1 式 余 数 是 1， 同 余 式 已 解 。 
第 2 式 的 余数 是 5， 作 如 下 运算 


5 十 5 一 10， 
一 8 
2 十 5 一 7 

十 5 一 12 

一 8 
4 十 5 一 9 
一 8 
l 

这 就 是 693 三 5(Cmod 8) 


693 三 5(mod 8) 
2X693 皇 2(mod 8) 
693 三 5(mod 8) 
3X693 三 7(mod 8) 
693 三 5 (mod 8) 
4X693 三 4 (mod 8) 
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693 三 5(mod 8) 
5 X693 生 1 (mod 8) 
类 似 地 求 出 7X 616 圭 1 (mod 9)，5X504 寺 1 (mod 11)。 
(ii) 哥 廷 根 抄本 作者 说 : 以 同 余 因 数 
1] X792=792,5X693=3 465,，7X616 一 4 312,5X504 王 2 520 
乘 以 相应 余数 
lxX792X5=3 960,DX693X7 一 24 265,7X616X6=25 872， 
X504X0=0， 
其 和 为 54 037。 
(1v)3 960 汪 5(mod 7)=0(mod 8)=0(mod 9) 三 0(mod 11) 
24 255 尘 0(mod 7) 三 7 (mod 8) 三 0(mod 9)=0(mod 11) 
25 872 寺 0(mod 7) 尘 0(mod 8) 夺 6(mod 9) 二 0(mod 11) 


十 2 520 圭 0(mod 7) 寺 0(mod 8) 寺 0(mod 9) 寺 0(mod 11) 
54 037 短 5 (mod 7) 三 7 (mod 8) 三 6(mod 9)=0(mod 11) 


我 们 对 照 《 秦 九 章 》 大 衍 术 作 一 些 解释 。 非常 有 兴趣 地 指出 : 

解法 第 (i) 步 恰 是 大 衍 术 中 求 衍 数 M;， 当 建立 
MF=1(mod Am) 

后 ， 大 衍 术 总 是 “以 各 定 母 (jy) 满 去 入 数 ， 各 余 名 日 奇数 ” 
即 求 ”0 二 Mi' 过 ,而 M; 寺 Mi(mod mA)。 哥 廷 根 抄本 从 7X9xX 
11= 二 693, 取 693 一 8n 二 5，693 圭 5(mod 8), 恰恰 就 是 求 奇数 的 运 
从。 

解法 第 (ii) 步 ”就 是 解 M 玉 三 1(Cmod jp) 一 一 大 衍 求 一 术 的 
另 一 种 形式 。 

解法 第 Gii) 步 ”就 是 大 衍 术 “ 求 各 总 ”。 

解法 第 (iv) 步 ”就 是 “并 总 ， 满 衍 母 去 之 ”。 

但 毕竟 这 是 大 衍 术 的 初级 阶段 。 很 难 设想 ， 当 入 算数 据 相当 
大 时 , 其 计算 工作 基 之 大 是 不 言 而 喻 的 。 例如 解法 第 (ii) 步 虽然 不 
伍 在 7,= 二 1, rs+1 二 0, n 是 奇数 还 是 偶数 的 问题 ， 但 是 遇 到 像 求 开 
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禧 历 上 元 积 年 时 必须 解 377 873 了 圭 1(mod 499 067), 用 大 衍 求 
一 术 算 法 进程 中 间 数 据 愈 来 愈 小 ， 而 哥 廷 根 抄本 始终 以 377 873， 
499 067 入 算 ， 就 带 来 很 大 麻烦 。 
大 衍 求 一 术 , 即 二 元 一 次 不 定 方 程 的 通 解 , 在 欧洲 直到 17 世 
纪 初 才 有 论文 讲 清 楚 .。 这 是 巴 软 (C.G. Bachet de Meésiriac ,1581~ 
1638) 的 工作 ， 后 来 在 畅销 书 狄 克 示 (EL. 下 . Dickson,1874 一 1954 
年 ) 的 《数论 史 》(History of the Theory of Numbers) 中 作 完 整 介 
绍 ， 就 是 今日 数论 教科 书 的 常见 方法 。 这 里 不 熬 述 。 
17 世纪 中 叶 荷 兰 学 者 斯 库 廷 (Schootes ，Frans Van,? 一 1660 
年 ) 在 数学 专著 《数学 练习 》 (Exercitationum Mathematicarum， 
1657) 中 主要 用 解析 几何 方法 解决 一 些 引 人 入 胜 的 疑难 问题 . 书 中 
也 列 专 章 论 不 定 分 析 ，、 章 名 “一 数 除 以 已 知 数 剩 下 余数 ， 求 此 数 
的 方法 。” 我 们 来 剖析 其 中 一 道 典 型 的 题 及 其 解法 。 
解 r+ 寺 2(mod 7) 二 1(mod 11) 寺 9(mod 13)， 
解法 由 
(GD) 求 7，11，13 的 最 小 公 倍数 {7，11，13} ==1 001.。 
(1)1 001 一 7=143，1 001 二 11=91，1 001 二 13 王 77 。 
(ii)143 一 7 一 20……3，( 余 数 ) 
91 一 1 一 8 3， 
17 13=5"*12。 
(iv)143c=3(mod 7)， 求 得 a=5。 
91B=3(mod 11), p=4, 
777Y 志 12 (mod 13)， /一 12。 
(v)143X3，91X4，77X12。 
(vi) 斯 库 庭 最 后 列 出 表 


中 为 便于 说 明 解法 ， 次 序 已 有 改动 ， 所 有 计算 式 子 则 完全 参照 原著 。 
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除数 ”余数 ” 乘 数 乘积 


7 2 715 1 430 
11 1 304 364 
13 9 924 8 316 


”110 110 一 1 001n 二 100( 答 数 ) 

斯 库 廷 解法 比 起 一 个 世纪 前 哥 廷 根 抄本 ， 对 于 解 一 次 同 余 组 
可 题 , 取得 了 规范 化 。 步 又 (0D 求 模 数 的 最 小 公 售 数 ， Gi) 相当 于 求 
衍 数 , (ii) 简 化 M 为 M:', (iv) 解 一 次 辐 余 式 , 已 有 巴 软 法 为 工具 ， 
(v) 相 当 于 求 用 数 ，(vi) 求 “各 总 ”， 直 至 “并 总 ”， 得 答 数 。 

从 中 世纪 韭 波 那 契 《计算 之 书 》 成 书 起 算 迄 斯 库 廷 《数学 练 
习 》 问 世 ， 欧 洲 历 经 漫长 的 四 个 半 世 纪 在 解 一 次 同 余 式 组 方面 的 
进展 和 规范 化 逐渐 接近 于 《 秦 九 章 》 大 衍 术 。 但 是 毕竟 还 存在 很 
大 一 段 差距 ， 例如 大 衍 求 一 术 的 熟练 运用 ， 模 数 出 现 分 数 和 小 数 
所 么 办 ? 模 数 不 两 两 互 素 怎样 处 理 ? 对 同类 问题 解法 的 系统 完整 
的 总 结 等 等 。 经 过 叫 实 比较 ， 人 们 会 发 现 《 秦 九 章 》 大 衍 术 的 重 
要 历史 意义 。 

让 上 香 实 对 12、13 世纪 世界 两 大 数学 名 著 : 斐 波 那 契 《计算 之 
书 》( 包 括 《实用 几何 ?等 其 他 力作 ) 和 秦 九 前 《 数 书 九 章 》 作 评比 。 
某 些 内 容 例如 在 斐 氏 《平方 数 书 》 中 的 数论 论述 ; zx: 十 y: 和 x? 一 
y 不 可 能 同时 是 平方 数 ，x! 一 y! 不 可 能 是 平方 数 。 又 zx? 十 4 入? 
一 hh 同时 是 平方 数 , 仅 当 有 是 相 含 数 (congruum) 时 才 成 立 , 因 此 
妆 氏 被 从 为 斑 番 图 (Diophantus) 和 费 马 (Fermat,P. de) 之 间 在 数 
论 方面 的 杰出 数学 家 。 前 已 指出 ， 于 此 ， 秦 氏 书 为 一 空白 点 。 但 
是 秦 氏 书 在 数学 其 他 领域 内 的 广度 、 深 度 ， 中 世纪 数学 专著 无 有 
能 与 其 死敌 者 ,其 中 某 些 专题 如 线性 方程 组 的 矩阵 初等 变换 解法 、 


1 对 于 任意 自然 数 a, 5， 从 下 面 方 法 构成 的 数 户 ， 都 称 为 含 数 , hh=ab(a 十 b) (a 
一 5)， 当 a 十 6 是 侦 数 ，h==4ab(a 十 b) (a 一 5)， 当 a 十 6 是 奇数 ， 可 以 证 明 241A， 
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多 项 式 方程 的 数值 解法 ， 特 别 是 同 余 式 组 的 解法 ， 整 套 理论 迄 19 
世纪 仍 是 世界 第 一 流 的 ， 以 下 将 在 第 五 节 作出 相应 比较 。 


第 四 节 《 数 书 九 童 》 与 和 算 


在 本 《大 系 》 第 四 卷 已 曾 评价 南北 朝 数学 与 和 算 。 日 本 数学 
发 展 到 江 户 时 代 ， 即 17 世纪 至 19 世纪 中 叶 二 百 余 年 间 ， 数 学 韶 
业 尤 为 兴旺 发 达 。 江 户 时 代数 学 界 领袖 人 物 ， 人 称 和 算 之 圣 的 关 
孝 和 ( 约 1642 一 1708 年 ) 著 作 等 身 , 成 果 迭 出 .但 当时 都 师弟 相传 。 
直至 20 世纪 70 年 代 始 经 整理 有 定 本 出 版 了。 为 与 《 秦 九 章 ) 的 工 
作 作 比较 ， 以 下 主要 选 关 氏 代表 作 《 括 要 算法 》(1683 年 ) 中 两 章 

关 孝 和 ， 日 本 群 马 县 人 ， 字 子 豹 ， 号 自由 亭 。 中 算 经 典 在 隋 
唐 时 已 传 入 日 本 ， 其 后 宋元明 新 作 络 续 东 做 ， 其 中 可 考 的 有 宋 
《杨辉 算法 》、 元 朱 世 杰 《 算 学 启蒙 》、 明 吴 敬 《 九 章 算法 比 类 大 
全 》、 明 程 大 位 《算法 统 宗 》。 中 算 对 关 氏 治学 有 极 大 影响 。 关 氏 
在 十 九 岁 时 曾 手 抄 《杨辉 算法 》 一 部 三 册 @。 其 中 《 续 古 摘 奇 算 
法 》 卷 上 剪 管 术 五 间 , 对 他 研究 一 次 同 余 组 应 有 直接 借鉴 作用 。 至 
于 宋 金 元 时 期 另外 三 部 要 籍 :《 数 书 九 章 》《 四 元 玉 鉴 》 和 《 测 圆 
海 镜 》 也 有 传 入 日 本 的 痕迹 。 狩 野 亨 吉 说 ， 相 传 关 孝 和 在 奈良 某 
寺 读 中 算 书 三 年 8, 而 有 人 说 《 数 书 九 章 》 并 无 传 入 日 本 形迹 人 ®, 可 
见 关 氏 是 否 见 过 《 秦 九 章 》, 关 氏 有 关 多 项 式 方程 的 建立 、 同 余 理 
论 及 其 解法 是 否 独立 完成 是 一 未 解 之 读 。 没 有 必要 遗 下 结论 。 从 


中 平山 说 ， 等 ， 关 孝 和 全 集 ， 大 阪 ， 大 阪 教育 图 书 株式 会 社 ，1974 
@@ 中 国 科 学 院 自然 科学 史 所 藏 有 此 抄本 的 抄本 。 

图 李 全 .中 算 传 入 日 本 的 经 过 ， 科 学 出 版 社 ，1954，5:， 180 

@ 日 本 学 士 院 ， 明治 前 日 本 数学 史 ， 卷 2，p. 178 
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两 书 成 果 对 比 、 分 析 可 知 互 有 短 长 ， 而 异 曲 间 工 。 
一 多 项 式 方程 


关 孝 和 有 专著 《 开 方 算法 》 详 论 多 项 式 数 值 解 的 理论 问题 .在 
建立 方程 方面 热 练 掌握 中 算 中 的 天 元 术 ， 在 解 方程 求 根 的 精度 上 
较 中 算 为 胜 ， 现 先 选 录 一 题 : 

“ 今 有 借 金 一 干 两 ,只 云 每 年 三 百 两 。 五 年 还 旋 本 利 一 干 五 百 
两 。 别 今 以 此 利 每 年 三 百 两 , 欲 四 年 还 旋 本 利 一 千 二 百 两 。 问 : 今 
借 元 金 几 何 ?”( 答 数 今 年 元 金 852. 382 371 , 关 孝 和 《大 成 算 经 续 录 
. 缴 悦 改 答 术 ) 第 89 题 ) 

关 氏 用 日 本 式 汉语 写 的 问题 大 意 是 说 ; 以 借 本 金 1 000 两 每 年 
还 300 两 ，5 年 还 清 共 本 利和 1 500 两 的 年 利率 去 计算 每 年 还 300 
两 , 4 年 还 清 共 本 利和 1 200 两 , 应 借 本 金 多 少 两 ? 他 按照 在 13 世 
纪 时 中 国 北方 流行 的 天 元 术 口 气 说 “ 设 天 元 一 为 今 借 元 金 ”, 通过 
如 积 相 消 , 立 出 天 元 式 。 如 设 应 借 本 金 为 zx, 他 的 天 元 式 相 当 于 方 
程 

344 331 X10 zx 十 447 849X108z 十 37 422X1014z3 一 1 944 
X10r—972X10"x—81X10:=0, 

他 又 说 :“ 四 乘 方 翻 法 开 之 ， 得 今 借 元 金 ， 合 问 ”。 

经 验算 , 设 年 利率 为 y, 按 题 意 先 立 出 5 年 还 清 借 1 000 两 这 
笔 帐 ， 这 个 方程 是 

((((C1 000(1 十 y) 一 300) (1 十 轨 一 300) (1 十 y) 一 300) (1 十 
y) 一 300) (1 十 y) 一 300 二 0, 得 y**0. 152 5。 再 据 题 意 按 同一 年 利 
率 设 所 们 本 金 为 zx， 建 立 每 年 仍 还 300 两 ，4 年 还 清 本 利和 1 200 
两 这 个 方程 ， 再 求解 ， 关 氏 所 给 答 数 ， 准 确 无 误 。 

再 录 另 一 题 ， 

“ 今 有 一 十 九 角 ， 每 面 一 寸 。 问 ; 平 中 径 、 角 中 径 ， 各 几何 ?” 
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( 答 数 : 平 中 径 2. 996 335 726 寸 弱 , 角 中 径 3. 037 766 91 寸 强 岂 ， 
《 括 要 算法 ? 卷 3)。 

《 括 要 算法 》 卷 3 论 角 法 : 对 于 正 n 边 形 , 已 给 边 长 1 寸 , 建 
立方 程 求 内 接 于 圆 、 外 切 于 加 正 有 边 形 的 半径 长 (x,,R,)。 关 氏 立 
ra，R, 为 天 元 一 ， 借 助 于 几何 关系 建立 天 元 式 。 这 是 十 分 困难 而 
繁复 的 问题 。 他 对 ”一 3 一 20 作 全 面 讨论 @， 所 立 天 元 式 都 正确 无 
误 @. 然后 以 正 负 开 方法 解 方程 , 所 有 36 个 答 数 经 检验 也 都 准确 。 
以 2 一 19 为 例 ， 已 录 问 题 为 “十 九 角 ”指正 19 边 形 ,每 “ 面 ” 是 
中 算 传统 用 语 , 面 即 边 。“ 平 中 径 ”,“ 角 中 径 ” 分 别 指 x,，R,。 他 
用 象形 筹 算 数码 出 所 立 天 元 式 ， 如 用 现代 多 项 式 方程 记 法 ， 相 当 
于 : 

4 990 736r13— 63 504 385r 攻 十 190 413 152r1$— 206 389 248 
”过 十 94 595 072713—19 348 992r% 十 1 736 448r% 一 62 016r 和 ,十 
684r 名 一 1 一 0。 

19R1— 285Ris+1 254R!—2 508RS 十 2 717RI—1 729Rs 十 
665R5 一 152R 十 19R 和 一 1 一 0。 

关 孝 和 著 《 开 方 算式 》 (年 代 不 详 ) 一 书 ， 其 中 有 课 商 、 穷 商 
二 节 。 
其 一 , 课 商 关 孝 和 说 :“ 课 商 , 考 商 位 也 。 凡 量 最 初 之 商 者 ， 
有 难 考 得 适 数 于 一 般 ， 故 或 生起 于 一 个 数 … 而 窥 其 位 。… 实 余 则 
商 不 及 ， 故 逐 增 其 数 。… 若 误 而 太 过 ， 则 诸 级 反复 ， 而 难得 同名 


0 用 三 角 浮 数值 验算 ;Ris= -pcsc 23 一 3.037 766 9， 


1, 360 
"9 一 2 cot 20 一 2.996 335 6. 


@ 沈 康 身 ， 关 孝 和 列 和 解 高 次 方程 典型 算 例 赏析 ， 数 学 史 研 究 文集 第 四 辑 ， 内 
蒙古 大 学 出 版 社 、 九 章 出 版 社 ，1993，84 一 90 
@ 平山 诺 ， 等 ， 关 邦和 全 集 ， 大 阪 ， 大 版 教 育 图 书 株式 会 社 ，1974 
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之 后 商 ,” 这 里 的 课 字 有 试 测 之 意 ， 从 方程 常数 项 大 小 变化 中 来 帘 
测 用 正 负 开 方 法 所 估 根 是 太 小 或 是 太 大 ,。 关 孝 和 以 解 x 一 10zx 十 
25 二 0 为 例 ， 现 用 综合 除法 说 明 其 试 测 记 录 ; 


1 —10 25 [1 
-1 一 9 
1 一 9 16 
1 
1 8 _16 [2_ 减 根 1， 常 数 项 未 变 号 ， 再 减 根 。 
1 一 6 4 
2 
1 ”一 4 ”4 [2 再 减 根 2, 常数 项 仍 未 变 号 , 再 减 
一 一 一 一 2 一 4 根 2， 常 数 项 为 0， 


所 求 根 zx=1 十 2 十 2=5，。 
关 孝 和 还 举例 , 解 。 一 x 十 22.75x? 一 192.1875x 十 


9578. 640 625 。 


一 1 22.75 一 192.1875 578.640 625 |5. 


一 5 88.75 ”一 517.187 5 
一 1 17.75 一 103.437 5 61.453 125 
一 5 63. 75 
一 1 12.75 一 39.687 5 
一 5 
一 1 7.75 一 39.6875 61.453 125 |5 
一 5 13.75 ”一 129. 687 5 5 ， 
一 1 2.75 一 25.9375 一 68.234 375 碱 根 5， 常 数 


一 5 一 11. 25 项 未 变 号 ， 
一 1 一 2.25 一 37.187 5 
一 5 
一 1 一 7.25 一 37.1875 一 68.234 375 再 减 根 5, 党 
数 项 变 号 . 
〇 相当 于 《 秦 九 章 》 所 说 “投胎 、 换 骨 ”。 
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加 根 1， 得 新 方程 

一 好 一 4 25 一 25.687 5x—~—37.296 875=0, 
常数 项 为 负 ， 再 加 根 2 得 方程 

一 Zz: 十 1. 75zx? 一 20. 687 5z 十 5.078 125 一 0， 
常数 项 变 正 ， 于 是 原 方 程 根 第 一 位 数 应 是 5 十 5 一 3 三 7。 照 此 法 继 
续 进 行 ， 关 孝 和 解 得 原 方程 有 正 根 z=7. 25。 

其 二 ， 穷 商 ”是 秦 九 前 《 数 书 九 章 》 卷 12 第 1 题 ( 围 积 芋 

谷 ) 求 微 数 并 结合 4《 张 邱 建 算 经 ) 卷 下 第 30 题 求 近似 根 方法 以 获得 
精度 较 高 的 正 负 开 方 法 , 关 孝 和 举例 是 解 相 当 于 方程 过 十 8z 十 11 
一 0 。 


定 初 商 是 一 ] 1 8 11 | -1 
一 1 一 7 
1 7 4 
一 ] 
定 次 商 是 一 1 6 4 | 一 0.7 
定 次 商 是 一 0.7 -0.7 “一 3.71 
1 5. 3 0. 29 
一 0. 7 
1 4. 6 0. 29 
从 新 方程 Zz: 十 4. 6z 十 0. 29 一 0 


定 原 方程 的 近似 根 是 + 二 一 1. 7 一 全 全 一 一 1 7630， 
对 原 方程 减 根 一 1.763 


1 8 11 [一 1.763 
一 1.763 一 10.995 83] 
1 6. 237 0. 004 169 
一 1.763 
1 4. 474 0. 004 169 
关 沧 和 认为 原 方程 还 有 更 精确 解 是 


@ 都 是 有 效 数 字 。 
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0.004169 0 
z 一 一 1.763 一 一 117 1.763 931 89。 


上 3 引 二 例 ,前 者 与 4 秦 九 章 ;) 卷 12 第 5 题 ( 累 收 库 本 ) 同 是 百 分 
法 中 的 利息 问题 ， 但 秦 题 是 算术 题 ， 而 关 题 有 了 变化 ， 成 为 四 次 
方程 题 ， 是 新 创 。 又 课 商 术 也 是 新 创 ， 而 加 根 可 以 补 中 算 减 根 之 
不 足 。 穷 商 术 兼 有 张 、 秦 算法 优点 ， 同 时 可 以 获得 根 的 好 几 位 有 
效 数字 。 此 外 用 正 负 开 方 法 求 出 方程 的 负 根 在 方程 论 上 又 较 秦 氏 
提高 一 步 ， 关 孝 和 使 用 秦 氏 相同 术语 ， 如 “ 乘 方 翻 法 开 之 ”。 筹 算 
象形 字 记 的 天 元 式 ， 也 自 上 而 下 纵 行 : 常数 在 上 ， 一 次 项 系数 紧 
接 其 下 , 依次 直到 18 次 方 系数 ; 与 秦 氏 所 记 次 序 一 致 , 关 氏 未 列 
解 方程 演算 过 程 。 关 氏 在 《 秦 九 章 》 成 书后 四 百 多 年 ， 在 正 负 开 
方 某 些 方面 已 高 秦 氏 一 着 。 


二 一 次 同 余 式 组 


关 孝 和 《 括 要 算法 》 卷 2 为 诸 约 之 术 ， 其 中 心 问题 是 解 一 次 
同 余 式 及 一 次 同 余 式 组 ， 用 日 本 式 汉语 写 。 其 所 用 数学 名 词 ， 有 
的 与 中 算 同 义 ， 如 : 等 数 、 约 ( 分 )、 通 (分 )、 分 子 、 分 母 、 并、 法 、 
实 、 商 等 ， 有 的 虽 是 汉字 但 与 中 算 异 义 ， 如 : 互 约 、 逐 约 、 齐 约 、 
裔 约 。 下面 分 三 段 陈述 ， 

互 约 、 变 约 、 齐 约 、 遍 约 术 

诸 约 之 术 中 所 论 互 约 、 逐 约 、 齐 约 、 忆 约 四 术 是 为 剩 一 术 、 剪 
管 术 所 作 准 备 工作 .总 的 说 ， 这 六 术 与 《 秦 九 章 》 大 衍 术 各 细节 
都 有 对 应 关系 ， 以 下 用 秦 氏 术语 来 解释 ， 就 非常 贴切 。 

互 约 术 

相当 于 大 衡 术 中 对 二 元 数 (ma ,m2) 求 定 母 (ju ,ps) 的 方法 ， 我 
们 知道 作为 定 母 的 条 件 有 三 : 


人 D 都 是 有 效 数字 。 
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(p91022)=1, plm(i=1,2), pz = (m1, m2) 

《 括 要 算法 》 列 有 三 例 。 

例 1 “ 今 有 六 个 , 八 个 , 问 互 约 之 , 各 几何 ? 答 日 ; 六 为 三 ， 
八 不 约 。 术 日 ， 六 与 八 互 减 ， 得 等 数 二 ， 以 约 六 为 三 。( 自 注 ;三 
与 八 互 减 ,得 等 数 一 , 则 不 约 而 止 ,后 效 之 )。 又 术 日 ; 和 八 与 六 互 减 ， 
得 等 数 二 ,以 约 八 为 四 。 四 与 六 互 减 , 得 等 数 二 , 以 因 四 为 八 , 约 
六 为 三 ，、 合 问 。” 


本 题 mi 一 6, ms 一 8。 初 术 是 说 (mymz) 一 2， 而 | 各 ‘me 一 1， 


就 取 扩 一 裕一 3, 名 一 8。 又 术 是 说 (miymo) 一 2， 而 | mi 各 | 一 (6， 


2 
4) 一 2， 就 取 和 一 -一 ，H[ 一 4X2 一 8。 

例 2 4 仿 有 三 十 六 个 ， 四 十 人 个 ， 癌 王 药 之 ,名 几 人 让 
三 十 六 为 九 ， 四 十 八 为 一 十 六 。 术 日 : 三 十 六 与 四 十 和 八 互 减 得 车 
数 一 十 二 ， 以 约 三 十 六 为 三 ， 三 与 四 十 八 互 减 ， 得 等 数 三 ， 以 因 
三 为 九 ， 约 四 十 八 为 一 十 六 。” 

本 题 mi = 二 36，m, = 48， 术 文 是 说 (mi,m;) = 二 12， 而 


[加 ,m= (3,48)= 二 3， 就 取 j= 二 3X3=9， ms 一 今 一 16。 


例 3 “ 今 有 三 十 个 ， 五 十 四 个 ， 问 互 约 之 ， 各 几何 ? 签 日 ， 
三 十 为 五 , 五 十 四 不 约 。 又 日 : 三 十 为 一 十 , 五 十 四 为 二 十 七 。 术 
日 ， 三 十 与 五 十 四 互 减 ， 得 等 数 六 ， 以 约 三 十 为 五 。 又 术 日 ,五 
十 四 与 三 十 互 减 ,， 得 欧 数 六 ，, 以 约 五 十 四 为 九 。 九 与 三 十 互 减 , 得 
等 数 三 ， 以 因 九 为 二 十 七 ， 约 三 十 为 一 十 ,会 问 ,” 

本 题 m= 30， m2 二 54, 一 问 有 二 答 : AM 一 5，Mm 一 54; 或 和 一 


10，pm 王 27。 初 术 是 说 ， (30,54) 一 6， 而 | 他 m2) 一 1， 就 取 j= 


5，fp 二 54。 又 术 是 说 如 取 ju' ==30， pn!'— 关 =9, 而 (pa' ,pe ) = 
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关 氏 在 这 里 所 举 三 个 适当 例子 ， 所 示 出 从 一 “元 数 ”来 定 母 
的 一 般 方 法 ， 先 求 (m1 ,oaz ) 一 必 ， 取 ml， 1 如 果 二 者 互 素 ， 即 


mm， 人 | =ds， 而 心 =1, 二 者 就 是 所 求 定 母 。 如 果 心 地 1， 则 取 


mil Mi] 


do， 如 二 者 互 素 ， 即 | 全 ,ed 二 ds, 而 心 =1， 二 者 就 是 


所 求 定 母 。 如 果 ds 关 1, 还 可 以 如 法 继续 进行 , 直至 符合 定 母 条 件 
止 ， 正 如 关 氏 在 自 注 中 所 说 ;“ 后 效 之 ”。 

逐 约 术 

相当 于 秦 氏 大 衍 术 中 从 一 组 元 数 mi ，m;，…，m 求 定 母 A1， 
jp，…，ju 的 方法 ,《 括 要 算法 》 列 三 例 。 

例 1 相当 于 已 给 元 数 

mi 二 105，ms 二 112，ms 二 126， 关 氏 求 得 定 母 

t=5, j=16, j=63。 

例 2 相当 于 已 给 元 数 

二 105，m2 二 112，m3 二 126，ms 二 168， 求 得 定 母 

= p=16, j=9, pu=7 

以 下 全 录 例 3 题 文 、 管 文 和 术 文 ， 以 充分 解释 。 

例 3 “ 今 有 一 百 替 五 个 、 一 百 一 十 二 个 、 一 百 二 十 六 个 、 一 
百 六 十 八 个 、 二 百 替 四 个 ， 问 逐 约 之 ,各 几何 ? 答 日 ， 一 百 替 五 
为 五 、 一 百 一 十 二 为 一 十 六 、 一 百 二 十 六 为 九 、 一 百 六 十 八 为 七 、 
二 百 替 四 为 一 十 七 。 术 日 : 一 百 寄 五 与 一 百 一 十 二 依 互 约 术 ， 一 
百 震 五 为 一 十 五 ， 一 百 一 十 二 不 约 。 一 十 五 与 一 百 二 十 六 依 互 约 
术 ， 一 十 五 为 五 ， 一 百 二 十 六 不 约 。 五 与 一 百 六 十 八 依 互 约 术 由 
不 约 。 五 与 二 百 零 四 依 互 约 术 ， 和 皆 不 约 。 一 百 一 十 二 与 一 百 二 十 
六 依 互 约 术 ,一 百 一 十 二 为 一 十 六 ,一 百 二 十 六 为 六 十 三 。 一 十 
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六 与 一 百 六 十 入 依 互 约 术 ,一 十 六 不 约 , 一 百 六 十 八 为 二 十 一 ,一 
十 六 与 二 百 堆 四 依 互 约 本， 一 十 六 不 约 ， 二 百 堆 四 为 五 十 一 。 六 
十 三 与 二 十 一 依 互 约 术 ， 六 十 三 为 九 ， 二 十 一 为 七 。 九 与 五 十 一 
依 互 约 术 ， 九 不 约 ， 五 十 一 为 一 十 七 。 七 与 一 十 七 依 互 约 术 ， 蕴 
不 约 ， 合 问 。” 

本 例 二 105， ms 二 112，ms 二 126，ma 二 168，ms 二 204。 签 
案 ; m=5，jp 王 16，/ 一 9， 和 内 一 7， 内 一 17 符合 定 母 条 件 。 关 氏 
术 文 所 说 相当 于 秦 氏 大 衍 术 中 所 规定 的 “连环 求 等 ”, 经 四 变 、 十 
次 互 约 术 取得 结果 。 现 列表 解释 如 下 ， 


f 4 
1 105 | 5 5— 5 9 
2 112 一 112 02 | 16 一 16] 16 16 
| ,9 
3 126 126 D 126 一 63 四 53 一 9— 9 9 
OD 
4 168 168 | 168 21 1 一 7 四 7 


其 中 一 变 ， 
10 


(D0105,112)=7， 二 15，(15,112)=1, 取 pn'=15， 
12' 一 112。 
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© (15,126)=3, 5, (5,126)=1,， 取 ju' 二 5， ps 一 126。 


(5,168)=1,， 和 由 (5,204) 一 1 ， 皆 不 约 ， AI 一 50， 1u 一 168， 


Ap 一 204。 
二 变 : 
(D(112,126) 一 4， "8, (8,126) 一 2, 就 取 ys” 二 8X2==16， 
,_ 126_ 
As 2 63 
© (16,168)=8, =21, (16,21) 一 1， 取 pl 一 16， Ap 一 2。 
@(16,204) ==4, 所 一 51，(16,51) 一 1, 取 忆 一 16，A" 一 51， 
三 变 ， 
(D(63,21)=21,， =3， (3,21) 一 3， 取 jw”=3X3==9， pa 
21_ 
一 兮 一 7。 


@(9,51) 二 3， =17， (9,51)==1, 取 p=9,， pj” 二 17， 


DD(7,17)=1, 取 j=7, j=17。 

从 本 例 可 见 关 氏 逐 约 术 与 秦 氏 用 连环 求 等 正 约 、 反 约 、 约 彼 
乘 此 等 手续 是 一 致 的 。 

齐 约 术 

求 几 个 数 最 小 公 倍 数 的 方法 .。《 括 要 算法 》 有 三 例 , 其 运算 步 
骤 是 : 

例 1 (6，8} 二 3X8。 

例 2 {6, 8, 9} = { {6, 8), 9} = {24, 9) =72, 

其 中 两 数 的 最 小 公 倍数 都 借助 于 两 两 求 等 后 做 除法 ， 得 到 结 


果 ， 即 {a，5) 一 z25， 所 录 例 3 的 演算 全 过 程 ， 相 当 于 说 ， 
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例 3 {6, 14, 15, 25} 二 { (6，14)，15，25) = 


6X14 _ | 42X15 |= 
1 15, 25]= { {42, 15}, 25) 一 4742 15), 25) = {210， 
_ 210X25 | 
25} =7s10.25)™1 050。 
遍 约 术 


求 几 个 数 的 最 大 公约 数 的 方法 .《 括 要 算法 》 有 三 例 ， 其 运算 
步骤 是 依次 求 等 ， 如 
例 3 (48,72,108,128) 二 ((48,72),108,128) = (24,108, 
128)=((24,108),128)=(12,128)=4, 
剩 一 术 
相当 于 秦 氏 大 衍 求 一 术 , 即 解 一 次 同 余 式 .《 括 要 算法 》 列 二 
例 : 
例 1 解 19x 二 1(mod 27)(a<c)。 
例 2 解 179x 二 1(mod 74)(a>e)， 


其 例 1 解法 列表 对 照 如 下 : 


剩 一 术 大 衍 求 一 术 
题 文 ; 今 有 以 左 一 十 九 累加 之 得 数 ,以 | ”奇数 一 十 九 ， 定 母 二 十 七 , 求 
右 二 十 七 累 减 之 , 剩 一 , 问 左 总 数 几何 | 乘 率 
答 数 ， 左 总 数 一 百 九 十 。 答 数 : 乘 率 一 十 。 
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剩 一 术 
术 文 ; 以 左 一 十 九 (a) 除 右 二 十 七 ()， 
得 商 一 (gs), 不 尽 八 为 甲 (r;)。 以 甲 不 
尽 八 除 左 一 十 九 , 得 商 二 (gq)，, 不 尽 三 
为 乙 (r3)。 以 乙 不 尽 三 除 甲 不 尽 八 , 得 
商 二 (q,), 不 尽 二 为 丙 (r,)。 以 丙 不 尽 
二 除 乙 不 尽 三 , 得 商 一 (gs)，, 不 尽 一 为 
丁 (rs)， 力 余 一 为 止 。 
2 一 191c 一 27 
03 一 2 一 16 | 一 19 d2: 一 ] 
r3 一 3 |r;=8 
5 一 ]| 一 2 一 6194 一 2 


六 一 1 | 一 一 2 


围 商 与 乙 商 相 因 ， 加 定 一 ， 得 三 为 子 js=gqi3jz 二 及 二 ggzs 十 1 二 3 
《Js) 。 
丁 与 丙 商 相 因 ,加 甲 商 , 得 七 为 丑 (j,)。 =q4js+jz=7 


恬 与 丁 商 相 因 ， 加 子 ， 得 一 十 (js)。 Js=qsjs 二 73 二 10 
以 左 一 十 九 乘 之 , 得 左 总 数 一 百 九 十 ， 19X10=190=] (mod 27) 
合 问 ， 

剪 管 术 


解 一 次 同 余 式 组 的 方法 。 剪 管 术 一 词 首 见 杨辉 《 续 古 摘 奇 算 
法 》 卷 上 ， 以 名 孙子 剩余 定理 ,《 括 要 算法 》 列 前 管 术 九 例 , 各 有 
特色 。 我 们 记 同 余 式 组 为 

air=ri(mod m;)(i=1,2,. 1)。 


此 九 例 可 分 类 如 下 : 
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Qi 一 1 
其 一 ，(j) 一 1，(1 委 ,7/ 魏 ”) 。 
例 1 含 二 同 余 式 : x 二 1(mod 5) 圭 2(mod 7) 。 
例 3 含 三 个 同 余 式 : 
7X 三 2(mod 3) 三 1(Cmod 5)5(mod 7) 。 
例 5 含 四 个 同 余 式 : 
ZE3(mod 5) 寺 2(mod 7) 三 2 (mod 9)7(mod 11), 
其 二 ，(Cmi ,mj) 关 1，(1 坟 i < 之 j 寺 nn)。 
例 2 含 二 同 余 式 : x 二 2(mod 36) 三 14(mod 16)。 
例 4 含 三 个 同 余 式 ， 
TX 三 3(mod 6) 三 3(mod 8)=5(mod 10) 。 
a;>1, ai>>1 
其 一 ，(mi mj) 二 1 ，(1 护 i,j 所 nn)。 
例 9 含 二 同 余 式 :; 13+ 寺 3(mod 7) 二 8(mod 9)。 
例 7 含 三 个 同 余 式 ， 
87X 汪 2(mod 3), 7zx=3(mod 4)，6z= 王 3(mod 5) 。 
其 二 ，(wizo) 天 1，(1 委 ij) 和 2z) ， 都 含 三 个 同 余 式 ， 其 中 
例 8 34z= 反 6(mod 8)=14(mod 20)=23(mod 27) 。 
我 们 把 例 6 列表 解释 如 下 


前 管 术 解 释 


题 文 : 今 有 物 不 知 其 数 。 只 云 三 十 五 了 乘 ， 四 十 | 解 同 余 组 

二 除 ， 余 三 十 五 个 。 四 十 四 乘 ， 三 十 二 除 , 余 | [35x 二 35(mod 42) 
二 十 八 个 。 四 十 五 乘 , 五 十 除 , 余 三 十 五 个 。 问 | ea 32) 
总 数 几 何 ? 457+ 三 35 (mod 50) 


答 数 ， 一 十 三 答 ，xz 一 13 
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前 管 术 


续 表 
解释 


术 文 ; 三 十 五 与 四 十 二 互 减 ， 得 等 数 七 ， 以 约 | 解 ， 


三 十 五 乘 ， 四 十 二 除 ， 为 五 乘 六 除 。 

四 十 四 与 三 十 二 互 减 ， 得 等 数 四 ,以 约 四 
十 四 乘 ， 四 十 二 除 ， 为 十 一 乘 八 除 ， 

四 十 五 与 五 十 互 减 ,得 等 数 五 ， 以 约 四 十 
五 缮 、 五 十 除 ， 为 九 乘 一 十 除 。 


六 除 、 八 除 、 一 十 除 , 依 逐 约 术 得 三 除 、 八 


除 、 五 除 ， 依 图 布 算 ， 


以 五 乘 为 堪 ， 以 三 除 为 右 ， 依 剩 一 术 得 左 
二 段 。 以 一 十 一 为 左 ， 以 八 除 为 右 ， 依 剩 一 术 
得 左 三 段 。 以 九 乘 为 左 ， 以 五 除 为 右 ， 依 剩 一 


术 得 左 四 段 。 


(35，42) 一 7，(44， 
32) 二 4, (45,50) 二 5。 分 
别 约 题 设 各 同 余 式 ， 得 
同 解 同 余 式 组 
5x= 生 5(mod 6) 
| re 8) 
97x 三 7 (mod 10) 
对 元 数 是 6，8，10 的 同 
余 式 组 化 为 定 母 是 3, 8， 
5 的 同 解 同 余 式 组 
57 三 5(mod 3) 
[rnt 8) 
97 二 7(mod 5) 


571 三 ] (mod 3) 
a ole 8) 
971 尘 ] (mod 5) 
从 大 衍 求 一 术 ， 它 与 
ZI 三 2(mod 3) 
| ma 8) 
Xi 三 4(mod 5) 
同 解 
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前 管 术 


八 除 、 五 除 相 因 得 由 十 为 左 , 以 三 除 为 右 ， 
依 剩 一 术 得 四 十 ， 以 左 二 段 乘 之 ， 得 八 十 。 


三 除 、 五 除 相 因 得 一 十 五 为 左 ， 以 八 除 为 
二 百 一 十 五 ， 满 一 百 二 十 去 之 ， 余 七 十 五 。 


三 除 、 八 除 相 因 得 二 十 四 为 左 ， 以 五 除 为 
右 ， 依 剩 一 林 ， 得 九 十 六 ， 以 左 四 段 乘 之 ， 得 
三 百 八 十 四 ， 满 一 百 二 十 去 之 ， 余 二 十 四 。 


三 除 、 八 除 、 五 除 相 乘 ， 得 一 百 二 十 为 去 
位 。 

三 十 五 乘 四 十 二 除 ( 的 ) 余 ( 数 用 ) 七 约 之 ， 
以 八 十 乘 之 。 

四 十 四 胶 三 十 二 除 余 四 约 之 , 以 七 十 五 乘 
之 。 


四 十 五 乘 五 十 除 余 五 约 之 ， 以 二 十 四 乘 
之 。 

三 位 相 并 , 共 得 一 千 零 九 十 三 个 , 满 一 百 
二 十 去 之 ， 余 一 十 三 个 ， 为 总 数 。 


本 例 先 对 题 设 同 余 组 中 同 余 式 系数 
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续 表 
解 释 


化 为 互相 独立 的 同 余 趟 
40F| 涯 1 (mod 3)， 用 大 
征求 一 术 解 得 Fi=1， 
2X40F,=80 


15F,=1 (mod 8) 

用 大 衍 求 一 术 解 得 ,= 
1, 3 X15F;,= 315 生 75 
(mod 120) 
24F;s 三 1 (mod 5) - 

用 大 衍 求 一 术 解 得 已 :一 
4, 4 XxX 24F,= 384 三 24 
(mod 120) 

AMf 一 3X8X5 一 120 


党 X80=5X80 一 400 


名 X75=7X75=525 


之 X24 一 7X24 一 168 


Tr 二 400 十 525 十 168= 
1 093=13(mod 120) 


(ai 1 ) dl 先行 约 简 ， 记 ai=and, ri=rnd,， mi;=mnd,，, 则 


同 余 组 变换 为 


anX=rn (mod mn ) (1=1,2,* ,7) 
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如 “in 天 1，1 委 ;，) 委 2， 就 用 逐 约 术 求 得 相应 的 定 母 yu， 
Lz，"…，/m， 得 同 解 同 余 式 组 

anzx=rn (mod £6) 
改 解 aaz1 三 1(mod ju)， 用 大 衍 求 一 术 化 为 同 解 同 余 组 


Xl 和 =c; (mod Am )。 


从 彼此 独立 的 个 同 余 式 

MiF,=] (mod AL M;=M/p 
解 出 Fi, F,, 机 F,， 
则 z= cM.F, (mod M),， 


而 题 设 同 余 组 的 解 是 z= 这 raciMiFi(mod M)， 

秦 、 关 二 书 直接 渊源 关系 待考 ， 而 关 孝 和 诸 约 之 术 启 蒙 于 中 
华 ， 自 不 待 言 。 秦 氏 大 衡 术 除 考虑 自然 数 模 数 外 ， 兼 及 小 数 、 分 
数 为 关 氏 术 所 无 , 关 氏 所 举例 不 担 “复数 格 ”也 是 美中不足 之 处 。 
秦 书 所 设 十 题 题材 多 样 、 丰 富 多 彩 ， 秦 氏 算 题 数据 复杂 ， 同 余 式 
个 数 众多 ， 答 数 有 达 万 亿 计 。 对 比 之 下 关 氏 算 题 就 嫌 简 单 ， 而 诸 
约 之 术 立 论 之 成 熟 、 完 善 在 时 间 上 固 远 后 于 秦 术 ， 而 在 质量 上 则 
有 青出于蓝 而 胜 于 蓝 之 处 ， 现 再 指出 其 特色 

其 一 ， 在 解 同 余 式 组 问题 中 秦 氏 为 使 两 两 不 互 素 元 数 化 为 两 
两 互 案 , 发 明 连 环 求 等 方法 ,化 元 数 为 定 母 ， 定 母 互 乘 为 往 母 ,从 
而 得 以 借助 孙子 剩余 定理 求解 。 其 中 求 定 母 实 为 关键 。 关 氏 也 以 
互 约 术 、 逐 约 术 居 诸 约 之 术 之 先 ， 足 见 关 氏 认识 到 这 一 着 的 重要 
意义 ,可 谓 英雄 所 见 正 同 。 为 何 求 最 小 公 倍数 要 通过 互 约 . 逐 约 ? 
其 中 神机妙算 适 为 西方 人 士 所 难 理解 。 秦 、 关 二 氏 在 时 间 相 距 上 
下 四 百 多 年 ， 空 间 相 离 东西 数 千 里 的 不 同 环境 中 而 从 元 数 化 定 母 
的 算法 竟 如 此 相像 ， 真 令 人 惊奇 不 已 。 关 氏 互 约 术 、 逐 约 术 数 以 
百 计 的 运算 中 可 以 雄辩 地 说 明 秦 氏 所 谓 “ 约 奇 弗 约 侦 ”“ 约 个 弗 约 
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奇 ” 指 的 仅 是 元 数 所 在 位 置 ， 并 非 指数 的 单 或 双 。 自 来 读 大 衍 术 
至 此 ， 奇 、 偶 含 何 义 ? 每 使 人 大 惑 不 解 ， 众 说 纷 经 。 关 氏 立 术 几 
六 例 ， 为 作出 令 人 折服 的 解释 。 然 而 两 术 同 中 也 有 异 ， 在 连环 求 
等 中 , 关 氏 的 互 约 术 ， 只 要 求 结果 互 素 ,“ 约 奇 弗 约 偶 ”,“ 约 偶 弗 
约 奇 ”并 无 硬性 规定 ， 因 此 就 不 存在 反 约 。 这 样 做 是 合理 的 。 在 
互 约 术 例 1 中 关 氏 自 注 尤 为 精彩 ， 适 与 秦 氏 所 论 “ 续 等 "，“ 约 彼 
复 乘 此 ”一 致 。 还 须 强 调 指 出 中 算 、 和 算 俱 无 素数 概念 ， 互 约 术 
与 逐 约 术 不 用 素 因数 分 解 ， 以 解决 有 关 问 题 。 迅 速 、 正 确 ， 至 今 
有 现实 意义 。 

其 二 ， 关 于 一 组 数 的 最 小 公 倍数 求法 ， 秦 氏 “ 以 定 ( 母 ) 相 乘 
为 入 母 "， 关 氏 齐 约 术 求法 简便 ,已 合 数论 {a, b,c,，…, d}) 二 
{ {a, 6), c，……, d}) 之 理 。 关于 一 组 数 的 最 大 公约 数 求法 , 秦 氏 
无 一 定 法 则 , 关 氏 遍 约 术 则 合 数论 (e,pcy nd) 一 ((ap)，c，…， 
d) 之 理 。 

其 三 ， 大 衍 求 一 术 自 元 朝 以 后 在 中 国 即 告 失 传 ， 正如 清 代 学 
者 张 属 仁 《 求 一 算术 》(1803 年 ) 自 序 中 说 :“ 求 一 术 仅 见于 宋 秦 九 
韶 《 数 书 九 章 》 中 , 五 百年 来 无 有 知 其 说 者 侨 ”。 关 孝 和 生 当 我 国 
明 清 两 朝 之 交 ， 大 衍 术 在 中 国 绝学 已 濒 沦 亡 ， 不 意 东 邻 扶桑 异 军 
突起 ， 为 此 术 大 放 蜡 彩 。 

其 四 ,《 括 要 算法 》 剪 管 术 九 例 中 ,前 五 例 立 术 同 中 算 ， 而 数 
据 全 异 。 后 四 例 则 中 算 所 无 ， 可 谓 后 来 居 上 之 作 。 


第 五 节 《 数 书 九 音 》 与 19 世纪 欧洲 数学 


欧洲 进入 19 世纪 ， 数 学 人 才 辈 出 ， 群星 灿 料 ， 成 果 辉 煌 。 但 
其 中 《 秦 氏 书 》 中 有 二 项 工作 直到 此 时 才 被 欧洲 学 者 赶 上 。 
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一 多 项 式 方 程 


数值 解 多 项 式 方 程 与 用 求 根 公式 解 方程 是 解法 的 不 同方 式 。 
从 实用 价值 看 ， 特 别 是 高 次 方程 ， 如 众所周知 五 次 以 上 多 项 式 不 
存在 求 根 公式 。 何 况 用 公式 解 ， 从 计算 方法 要 求 看 ， 计 算 工 作 芋 
不 如 数值 解 简洁 。 到 19 世纪 数值 解 方程 就 在 欧洲 应 时 诞生 , 以 意 
大 利 鲁 菲 尼 (P. Ruffini, 1765 一 1820 年 )、 英 国 霍 纳 (W. G. 
Horner ,1789 一 1857 年 ) 工 作 著 称 于 所 。 

重 非 尼 于 1802 年 发 明 逐 步道 近 法 解数 字 系数 高 次 方程 中 。 不 
和 久 英 国 中 学 数学 教师 霍 纳 也 于 1819 年 发 表 论 文 “连续 近似 解 任 何 
次 数 数字 方程 的 新 方法 ”, 在 英国 皇家 学 会 宣读 , 并 在 当年 学 会 会 
刊 发 表 . 儿 在 论文 中 他 把 代数 方程 算术 化 , 其 计算 程序 与 我 国 北宋 
以 来 正 负 开 方 法 是 一 致 的 。 他 在 论文 中 举 了 六 个 例子 ， 前 面 五 例 
为 多 项 式 方 程 。 

例 1 求 48 228 544 的 立方 根 。( 图 5.1. 2) 

例 2 解 刀 一 2z 一 5。 

例 3 验证 例 2 方程 的 正 根 到 十 位 小 数 。 

例 4 解 x 一 7+= 一 7。 

例 $ 解 z 十 x 十 3x; 十 47: 一 57 二 321。 此 例如 果 按 照 《 秦 氏 
书 》 正 人 负 开 方法 以 及 现在 通行 的 数值 解 多 项 式 方程 方式 应 演算 如 
下 : 


原 题 1 0 0 一 48 228 544 
缩 根 ”1 000 000 0 0 一 48 228 544 估 根 


人 见 Philosophical Transaction of the Royal Society of London ，pp, 308 一 355， 
1819 

包 为 此 当年 意大利 科学 协会 为 鲁 菲 尼 颁 发 金 质 奖章 ， 说 见 李 约 瑟 《中国 科学 技 
术 史 》 中 详 本 第 三 册 ， 北 京 . 科学 出 版 社 ，1978:，285. 
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Bas fr, HORNEA'S maw method of | solirag mmerical 


the known Jritlintetical process for extracting the square 
root. 

9. At Cubic ryuun the abvrration of the old procuce of 
eyolufon conimences, 23d 2?u7 theorem places us at once or 
new ground、 We havc here 

一 4 十 和 ze 十 2 
23rd mus: hroceced thus: 


1 é a afr 十 "十 ....， 
PF b= 8 一 Ar 
机 x ^ 
， Be "= B 一 
了 Ac. 
&ce, A mo 
&e.s 


This osis to be the arichinerieal prac:ice of he cube root, 
3s an exatrnle will prove. ， ，， 

Ex. 1 ， Exiract ihe cube root of ,B2285.b 

Having distrivuted the number into tridigital periods as 
Msu3l, we uninediately perceive that the first figure of the 
root 1s 3 = Ht. Consequcntly, the first subtrzlend is Rs7， 
the firs: dvrivee sht'=87, the ccotld shi =9; the third (=1,) 
need ncs Ye written, [icnce | 


‘2935413(304 

g . 27.. 27 

6 ..-.--- 570 ”一 
~ 一 一 一 3131 吕 
96 4s70.--…--…--…-10656 

19. G192.. 一 一 一 

$ -4436 157%544 
-一 i .1573544 
19337 * 403130， 


ln this cxample the readcr will percciye that: no supple- 
mentary opcrationgs are colicealed、 The work before him is 
compleic, 3nd may be verificd nentally. I necd not inurnate 


图 5.1.2 息 纳 论文 的 一 页 
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3 000 000 3 000 000 27 000 000 


减 根 1] 000 000 3 000 000 9 000 000 一 21 228 544 
3 000 000 18 000 000 


1 000 000 6 000 000 


3 000 000 
1 000 000 9 000 000 27 000 000 一 21 228 544 
缩 根 1 000 90 000 2 700 000 一 21 228 544 |6 估 根 


6 000 576 000 19 656 000 


减 根 1000 96000 3276000 一 1 572 544 
6 000 612 000 


1 000 102 000 3 888 000 


6 000 
1000 108000 3888000 一 1572 544 

缩 根 1 1 080 ”388 800 一 ] 572 544 |4 估 根 
4 4336 1572 544 
1 1084 393 136 0 


这 就 是 说 , 例 1 方程 的 根 是 364。 对 照 图 5. 1.2 可见 霍 纳 的 计算 除 
了 排列 位 置 有 异 外 , 与 秦 氏 一 致 .这 种 算法 即使 从 秦 九 韶 起 算 , 中 
国 算法 早出 五 百 多 年 。 由 于 各 种 原因 外 国人 称 之 为 特 纳 法 了 , 实 不 
公道, 我们 查 1801~1830 这 三 十 年 间 英 国 皇 家 学 会 会 刊 所 登 数 学 
论文 , 共 41 入 ,其 中 有 新 见 的 为 3 篇 ,平均 每 10 年 一 篇 ， 
A，Babbage，R，Woodhouse，J. Ivory 等 人 的 工作 有 较 高 水 
平 。 但 真正 接受 历史 考验 而 脸 灾 人 口 之 作 ， 只 能 推 霍 纳 数值 解 方 
程 一 文 和 。 于 此 更 见 贾 宪 秦 九 前 成 果 的 重要 历史 价值 。 


二 一 次 同 余 论 
在 此 将 主要 以 《 秦 九 章 》 与 德国 高 斯 (C，F. Gauss，1777 一 
1855 年 ) 的 有 关 工 作 作 比 较 。 两 位 数学 大 师 在 时 间 、 空 间 上 虽 相 上 距 


HH，B，Fine，College Algebra， 李 士 奇 等 汉 译 本 求 益 书社 ，1939，453 一 458 
包 李 文 林 .剑桥 数学 学 派 ， 西安 ， 中 国 科学 技术 史 第 二 届 代 表 会 议 ，1983 
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如 此 遥远 ， 但 在 一 次 同 余 论 方面 的 研究 成 果 却 非常 一 致 。 在 西方 
经 过 欧 拉 (L. Euler, 1707 一 1783 年 )、 拉 格 朗 日 (]. L, Lagrange， 
1736~1813 年 )、 高 斯 三 代 人 的 勤奋 研究 ， 才 完 成 一 次 同 余 理论 。 
当时 居 学 术 界 中 心地 位 的 圣彼得堡 科学 院 和 柏林 科学 院 竞相 发 表 
有 关 论 文 。 高 斯 在 其 名 车 《算术 探讨 》 (Disquisitiones 
Arithmeticae) 中 列 专 章 (第 1 章 、 第 2 章 ) 阅 述 。 其 实 ， 他 们 相应 
的 成 果 在 五 百 多 年 前 《 秦 九 章 》 早 已 灿 然 俱 备 。2 

经 过 对 照 可 知 高 斯 在 《探讨 》 中 所 提出 的 解 同 余 式 (组 ) 七 个 
法 则 的 主要 情节 ， 秦 九 韶 在 《 数 书 九 章 》 早 有 系统 论述 ， 并 且 在 
同 书 十 道 算 题 解法 运算 中 已 炽 练 运用 这 些 理论 。 由 于 东西 方 数学 
历史 背景 不 同 , 导出 结果 所 取 途 径 和 工具 有 所 不 同 , 但 殊途同归 ， 
同 为 数学 文化 作出 奉献 。 由 于 各 种 原因 ， 过 去 东方 学 术 不 能 及 时 
传 布 于 西方 。 当 19 世纪 未 海运 初 通 , 西 人 发 现 中 国 科 学 成 就 不 能 
等 闲 视 之 。 但 是 由 于 文字 隔 疼 及 大 衍 术 本 身 艰 深 ， 当 时 西 人 所 得 
信息 一 鳞 半 爪 , 极 不 全 面 。20 世纪 60 年 代 以 来 东西 方 两 代 人 的 悉 
心 研 究 对 秦 氏 术 才 有 正确 理解 。 另 一 方面 高 斯 《探讨 》 拉 丁 文 原 
作 的 英 译本 也 已 在 1966 年 出 版 久 。 客 观 条 件 已 允许 我 们 比较 两 大 
师 的 丰硕 成 果 ， 下 面试 作 述 评 。 

其 一 , 在 解 一 次 同 余 式 (2) 时 ， 东 西方 使 用 同一 工具 ,只 是 名 
称 不 同 而 已 。 中 国 称 为 更 相 减 损 术 ， 首 见 《 九 章 算术 》 方 田 章 第 
6 题 ,此 术 原 用 来 求 两 数 的 最 大 公 因 数 以 约 简 分 数 。 秦 九 裔 古 为 今 
用 , 使 古 术 又 增 新意 。 欧 洲 则 称 为 驾 转 相 除 , 首 见 《原本 》 卷 7 命 
题 2， 也 称 欧 几 里 得 算法 。 高 斯 在 《探讨 》E ，27 说 :“ 当 ae, 6 为 


中 以 下 简称 《探讨 》。 

名 见 副 卷 第 一 卷 第 六 编 第 三 章 

@ 美国 耶鲁 大 学 出 版 社 1966 年 出 版 A. Arthur 和 S. J. Clarke 英文 译本 , 前 苏 
联 也 有 俄 文 译 本 。 
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正 ， 用 求 a, 5 最 大 公 因 数 算法 ”以 求 出 商 数 序列 。 他 又 介绍 他 的 
前 辈 欧 拉 和 拉 格 朗 日 的 成 果 : 法 则 3 和 法 则 4 的 解 题 过 程 。 可 见 
同 题解 法 中 西学 者 不 约 而 同 ， 但 同 中 也 有 蜡 : 

中 秦 氏 大 衍 求 一 术 明 确 规定 同 余 式 (2) 中 ， a 过 5。 如 遇 a>>0， 
则 从 “ 减 去 2 的 整数 倍 ， 直 至 a 减 到 ca ， 使 0 之 a1 过 5 过 a，al 尘 a 
(mod 5)， 然 后 解 a1zx 夺 1(mod 5)， 显 然 与 (2) 同 解 ， 而 法 则 4( 拉 
格 朗 日 法 则 ) 却 以 a>>6 为 前 提 ， 并 未 指出 a<6b 的 解 题 方案 。 

@ 我 们 知道 

pb 1 1 1 1 1 

a ty, 十 Gas 十 … 十 9 十 di 十 ma 
求 一 术 规 定 ra+1 二 1， 如 果 n 十 1 是 奇数 ， (2) 的 解 是 vi Juhls 如 
条 ?十 1 是 偶数 ， 就 表 做 一 次 更 相 减 损 ， 使 xi, 二 1， 而 所 求解 z 
=j,t2。 而 法 则 4 只 说 ;“ 合 去 二 后 ， 重新 化 为 普通 分 数 辽 ，zo，y。 
将 是 同 余 式 ax 志 土 1 (mod 0) 的 解 .” 事 实 上 这 儿 有 两 个 同 余 武 , 拉 
氏 没 有 讲 清 有 关键 意义 的 ”是 奇 还 是 偶 ， 所 得 解 应 隶属 哪 一 同 余 
式 。 

@ 高 斯 所 介绍 的 法 则 3( 欧 拉 法 则 ) 也 以 zc> 为 前 提 ，n 也 限 
于 偶数 ， 其 缺憾 当 如 法 则 4。 法则 3 所 引 记号 如 作 代 换 ; a(1), B 
(g2), 7Y(q3), Olga); A(N), BOj2), C(js), D(7N)，…， 那 么 
A 二 a，B= 二 pA 十 1，C==7B8 十 A4，…， 这 就 是 站 ==1,， js 二 qz 十 1， 
户 二 qs 十 i，*"…。 可 见 欧 氏 所 说 就 是 秦 氏 大 衍 求 一 术 的 重复 。 当 
n 是 偶数 时 , 求 一 术 程 序 用 欧 拉 记号 表示 就 是 zo0=j41== [gs，, 9;， 
“ dn? qn+1j。 而 欧 拉 法 则 0 [La day """» 03， qzj。 二 者 商 
数 序 列 次 序 适 相反 。 为 此 高 斯 在 《探讨 》 了 I ，27 自 注 中 说 ;“ 二 者 
次 序 可 以 颠倒 ， 即 [gi41, gs gs, gs] = [gs, gs g,， 
gn+1j，” 还 说 “我 们 略 去 证 明 ， 因 为 其 理由 是 浅显 的 。” 

其 二 , 在 解 同 余 式 (4) 时 ,《 探 讨 》 法 则 6 与 秦 氏 大 衍 术 等 价 ， 
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把 含有 nn 个 同 余 式 的 同 余 式 组 化 为 解 n 个 彼此 独立 的 同 余 式 
(组 )。 但 同 中 也 有 蜡 : 秦 氏 大 衍 术 是 改 解 n 个 形 如 MF 二 1(mod 
mi) 同 余 式 , 把 问题 归结 为 解 同 余 式 (2), 而 《探讨 》 则 改 解 个 形 
如 yj 三 1(mod M,)= 二 0(mod MD) 简化 了 的 同 余 式 组 ,把 问题 归结 ; 
法 则 5。 二 者 间 有 以 下 关系 ”Mf 二 yi。 高 斯 所 拟 个 彼此 独立 的 
简化 同 余 式 组 显然 又 与 孙子 定理 等 价 。 

其 三 , 在 解 同 余 式 组 (3) 时 , 我 国 古 代 虽 无 素数 概念 , 但 秦 氏 
定 母 术 对 (3) 中 模 作 可 能 的 三 种 情况 处 理 ， 无 非 是 反复 运算 关系 
式 : ab 二 (a,b)。 {a, 6b}。《 探 讨 》 法 则 7 用 素 因数 分 解 手段 从 合 
弃 多 余 的 同 余 式 着 手 ， 而 其 最 终 目 的 也 是 为 了 满足 定 母 条 件 ， 那 
么 (3)，(4) 同 解 ， 两 种 方法 也 是 异 途 同 归 ， 互 有 短 长 ， 不 能 贸然 
就 说 谁 是 谁 非 。 即 以 《探讨 》 ，34 所 举例 来 说 ， 高 斯 处 理 过 程 
是 


ZX 尘 17 (mod 9)， 
xX 汪 ]7 (mod 8),， TX 汪 17(mod 9),， 
r=17 (mod 7), rt 二 一 4(mod 5)， 


xX 汪 一 4(mod 35) ,~ > 
Z 三 一 4(mod 5)， Z 三 一 4(mod 7)， 


Z 三 一 4(mod 7)， \X 尘 33(mod 16)， 
X 三 33(mod 16), 
如 果 用 秦 九 部 求 定 母 算 法 处 理 ， 模 数 运 化 为 定 母 9，35，16， 
上 ee 504)， | -em 9)， 


(=m 504)， 


X 汪 33(mod 16)， 


| 


一 4(mod 35) ,7x 皇 一 4(mod 35), 
Z 汉 16(mod 16)， xs]16(mod 16)。 
遇 到 较 大 模 数 时 ， 分 解 素 因数 有 其 难处 ， 不 如 运用 秦 氏 算法 
经 更 相 减 损 ， 按 部 就 班 解决 ， 轻 便 得 多 。 
其 四 , 同 余 式 论 是 天 文学 制定 历法 的 需要 :《 数 书 九 章 》 治 历 
演 纪 题 以 21 页 篇 幅 认真 计算 开 禧 历 上 元 积 年 . 令 人 感到 有 兴趣 的 
是 ， 高 斯 在 《探讨 》E ，36 中 为 同 余 式 的 起 源 也 解释 说 :“ 这 种 问 
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题 是 从 年 序 学 产生 的 , 在 确定 颂 略 历年 序 时 ,小 纪 A ,黄金 数 B， 
太阳 周期 C 为 已 知 ， A=15，B==19, C= 二 28， 某 年 对 应 于 各 周期 
起 点 的 余数 分 别 为 a, 5,c，、， 那 么 这 一 年 年 序 是 6 9164 十 4 2002 十 
4 845c， 关 于 模 15X 19X28 二 7 980 的 最 小 数 ,” 显然 这 里 所 说 
6 916，4 200，4 845 分 别 是 三 个 彼此 独立 的 同 余 式 

yi 三 1 (mod 15)=0(mod 19X28)， 

=] (mod 19)=0(mod 15X 28), 

ys 三 1(mod 28) 三 0(mod 15 Xx 19) 
的 解 。 

其 五 , 高 斯 是 19 世纪 最 杰出 的 数学 家 。 发 表 《 探 讨 》 时 正 值 

年 富力 强 ， 风华 正 茂 。 《探讨 》 是 数论 史上 的 丰碑 ,在 同 余 理论 上 
建立 殊 勋 : 在 理论 上 填补 了 《孙子 算 经 》 卷 下 第 26 题 的 第 多 项 缺 
陷 , 给 出 必须 的 各 种 定义 、 定 理 和 法 则 , 作出 孙子 定理 的 证 明 , 大 
衍 求 一 术 证 明 ， 同 余 式 及 同 余 式 组 有 解 的 条 件 ， 阐 明 关 于 舍弃 多 
余 同 余 式 不 影响 解 的 性 质 等 等 细节 。 这 也 正 是 《 秦 九 章 》 不 足 的 
地 方 。 
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第 二 章 国内 学 者 对 《 数 书 九 章 》 
的 研究 及 其 成 绩 


第 一 节 清 代 


本 节 着 重 曾 述 18，19 两 世纪 清 代 学 者 对 《 数 书 九 章 》 的 研究 
工作 。 


一 四 库 馆 蝶 


四 库 馆 臣 在 把 《 秦 九 章 》 编 入 四 库 全 书 时 , 并 不 生 搬 硬 套 ， 而 
是 加 注 自己 的 见解 ， 有 所 增删 。 但 未 能 形成 系统 理论 。 其 主要 情 
节 已 在 第 四 编 为 数 众多 的 范 题 分 析 述 评 中 引述 ， 不 再 次 述 。 四 库 
馆 臣 为 一 学 者 群体 。 他 们 对 传统 数学 有 深入 理解 。 他 们 所 注 见 解 
按 语 ， 都 是 有 感 而 发 ， 读 秦 书 后 的 心得 体会 ， 与 一 般 考据 学 家 单 
纯 在 文字 上 校勘 大 不 一 样 ， 而 是 能 够 接受 现代 数学 要 求 检验 ， 而 
无 可 指责 。 他 们 的 工作 计算 认真 , 用 汉文 数字 立 式 , 蝇头 小 楷 , 书 
写 端正 ， 制 图 准确 。 在 当时 对 《 秦 氏 书 》 已 生 玖 的 我 国学 术 界 有 
如 此 成 绩 ， 实 在 难能可贵 。 

四 库 馆 臣 知 名 者 : 总 繁 官 纪 易 、 陆 锡 能 、 孙 士 装 ， 总 校 官 陆 
费 志 、 吴 裕 德 、 吴 敬 导 ， 校 官 胡 又 兰 ， 倪 廷 梅 ， 王 敬 年 ， 古 之 雄 
等 。 从 他 们 为 数 众 多 ， 高 质量 的 按 语 中 可 以 说 明 在 当时 八股 文 取 
十 大 气候 中 ， 仍 有 真知 灼 见 的 学 者 ， 保 好 火种 ， 使 绝学 不 绝 . 


二 焦 入 


焦 循 (1763 一 1820 年 ), 江苏 江都 (扬州 ) 人 ，1801 年 中 举 。 著 
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《天 元 一 释 》, 阐明 他 对 李 冶 、 秦 九 前 两 种 天 元 术 的 研究 及 其 成 果 。 
全 书 分 上 、 下 二 卷 。 

卷 上 主要 论 多 项 式 方 程 的 建立 和 数值 解 ， 以 李 治 《 测 圆 海 
镜 》、《 益 古 演 段 》 有 关 论 述 为 素材 ， 讨 论 建立 多 项 式 方程 的 “ 立 
天 元 一 ”, 焦 循 发 现 秦 氏 在 多 项 式 方程 方面 所 做 工作 并 不 在 李 冶 之 
下 ， 这 与 我 们 在 第 四 编 第 三 章 有 关 述 评 中 的 见解 全 相 一 致 。 焦 氏 
经 过 充分 比较 后 , 在 卷 上 结论 说 :“ 秦 道 古 《 数 书 九 章 》 述 开 方法 ， 
至 精 极 简 ， 足 补 李 氏 所 未 备 ， 其 式 如 《 益 古 演 段 》 之 列 位 ， 置 商 
于 实 上 , 以 商 生 隅 , 上 达 于 实 … 秦 氏 谓 乘 为 生 , 生 而 上 达 为 入 ， 入 
而 减 为 消 。 其 法 李 变 城 所 未 详 。 此 实 相 为 表 里 ， 精 简 贯 通 ， 一 原 
于 古 《 九 章 》。” 

另 一 方面 焦 循 指出 :“ 宋 末 秦 道 古 《 数 书 九 章 》 亦 有 立 天 元 一 
法 ， 而 术 与 李 异 。” 

卷 下 有 6 页 篇 幅 论 秦 氏 大 衍 术 。 

焦 循 率先 指出 :“ 按 大 衍 之 术 即 《孙子 算 经 》 三 三 、 五 五 ,七 
七 之 术 也 。 此 术 《 九 章 》 所 无 ， 而 见于 《和 孙子 》。 今 则 妇 人 预 子 或 
以 为 戏 。 《孙子 》 虽 详 其 术 ， 而 秦 氏 则 站 其 微 而 畅 发 之 。” 他 又 点 
明 ,“ 其 三 三 置 七 十 , 即 大 入 求 一 术 也 。” 接 着 他 说 :“ 三 、 五 、 七 ， 
元 母 也 。 约 之 得 一 , 为 无 等 , 不 用 连环 求 等 法 , 则 元 母 即 定 母 也 。” 
焦 循 又 引 《 和 孙子》 又 术 :“ 几 三 三 数 之 剩 一 ， 则 置 七 十 ,五 五 数 之 
剩 一 则 置 二 十 一 ， 七 七 数 之 剩 一 则 置 十 五 ， 一 百 六 以 上 ， 以 一 百 
五 减 之 , 即 得 。” 他 用 《 秦 九 章 》 大 衍 术 理论 解 孙子 题 ， 并 把 运算 
过 程 列 出 明细 表 包 


人 D 我 们 改 用 阿拉 伯 数 字 记 ， 括 弧 内 为 相应 的 秦 氏 用 语 ， 
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元 数 ( 即 为 定 母 ) 衍 母 
TT 
肝素 105 
nT 
和 ) 


最 后 总 结 说 :“ 一 百 四 十 、 六 十 三 、 三 十 用 数 也 ,二 百 三 十 三 ， 总 
数 也 ， 二 百 一 十 ， 衍 母 约 两 次 也 。” 这 是 孙子 题 发 表 后 1400 年 间 
最 早 一 次 知 其 所 以 然 的 正确 论证 ， 是 非常 可 贵 的 论证 。 


张 敦 候 


张 敦 仁 (1754 一 1834 年 ) 山 西 阳 城 人 , 1778 年 进士 , 与 李 锐 是 
谈 算 好 友 ， 他 的 大 术 术 工作 著录 在 《 求 一 算术 》(1803 年 ) 三 卷 之 
中 。 他 是 继 四 库 馆 臣 之 后 研究 《 秦 九 章 》 不 定 分 析 而 且 取 得 成 果 
的 又 一 位 学 者 。 在 序 文 述 研 究 经 过 ， 他 追 氢 :“ 求 一 之 术 出 于 《和 孙 
子 算 经 》 物 不 知 数 之 问 。 宋 史 艺 文大 有 龙 受 益 《 求 一 算术 》， 化 零 
歌 当即 此 本 ， 而 其 书 不 传 *， 所 以 他 创作 同名 专著 ， 在 署名 时 说 : 
“ 阳 城 张 敦 仁 重 述 。” 在 序 中 言 简 意 冕 地 点 出 求 一 术 要 旨 是 ,“ 其 法 
以 各 数 及 不 满 各 数 去 之 余 一 之 数 ， 而 后 诸 数 可 求 ， 故 日 求 一 也 。” 
当 他 着 手 研究 时 参考 文献 ,“ 求 一 术 仅见 于 宋 秦 九 韶 道 古 《数学 九 
章 》 中 ,学 者 罕见 其 书 ， 知 之 者 鲜 。” 幸 而 “ 余 宦 游 江 右 ， 上 交 学 
使 李 云 门 ( 江 ) 先 生 ， 借 录 所 藏 秦 李 诸 书 ， 力 得 宽 寻 立 天 元 一 求 一 
之 妙 。 及 来 吴 门 ， 有 元 和 诸 生 李 尚 之 锐 ， 笃 好 斯 学 ， 因 共 日 夕 讨 
论 ， 研 究 秘 奥 ， 官 曹 多 眼 ， 辑 依 秦 氏 所 说 ， 略 加 修饰 ， 推 而 衍 之 ， 
得 书 …… 名 日 求 一 算术 。” 我 们 记 其 特色 如 后 。 


1 
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卷 上 为 后 二 卷 作 准备 的 基础 材料 ， 都 说 理 深 入 浅 出 ， 极 便 初 
学 ， 共 七 节 。 

求 等 (定理 1) 出 

约 分 , 原著 说 ;“ 既 有 等 数 , 则 两 数 中 有 重 个 , 故 须 约 之 。” 原 
著 对 于 两 数 有 公约 数 时 ， 应 该 以 公约 数 约 哪 一 数 的 最 终 要 求 说 ， 
“ 按 约 分 之 法 ， 须 令 既 约 之 后 , 更 无 可 约 。…… 右 约 此 得 数 与 彼 数 
有 等 , 则 反 约 此 数 .” 再 约 (定理 6.2) 原 著 说 :“ 既 约 之 后 , 仍 有 等 
数 ， 即 须 再 约 .” 再 约 之 法 是 :“ 两 数 以 等 数 约 一 数 ， 乘 一 数 ” 又 
说 :“ 既 约 不 可 再 约 ， 今 约 一 乘 一 ， 犹 之 未 约 也 。” 文 后 还 反复 举 
例 ， 以 明 其 理 。 

连环 相约 (定理 7) 秦 氏 书 对 ”个 模 数 求 定 母 之 法 ， 只 示 原 
则 。 如 “ 约 奇 、 弗 约 偶 ”,“ 约 彼 、 复 乘 此 ”。 无 程序 性 。 张 氏 据 秦 
氏 大 街 术 九 题 草 文 ， 摸 索 出 一 整套 求 定 母 程 序 ， 使 密 不 有 漏 。 其 
所 拟 连环 相约 规则 程序 已 与 定理 7 相同 ， 原 著 说 : 

“ 置 各 问 数 , 识 其 位 (如 甲乙 、 丙 、 丁 之 类 ), 自 上 而 下 列 之 。 先 
以 上 位 与 下 位 诸 数 各 求 等 。 依 约 分 术 : 约 一 存 一 为 第 一 变 。( 若 上 
位 当 约 ， 即 以 既 约 之 数 与 下 诸位 求 等 ， 后 皆 仿 此 ) 又 以 次 位 与 下 
诸位 各 求 等 ， 约 之 ， 为 第 二 变 。 每 自 上 而 下 以 一 位 与 下 诸位 各 求 
等 ， 约 之 ， 为 一 变 〈 凡 回 数 有 三 位 ， 则 有 二 变 。 有 四 位 ， 则 有 三 
变 。 每 多 一 位 ， 则 多 一 变 ) 该 ， 各 为 泛 母 。 复 置 泛 母 ， 如 前 自 上 
而 下 求 等 ， 依 再 约 术 、 约 一 、 乘 一 为 一 变 、 讼 、 各 为 定 母 。 若 各 
定 母 俱 无 等 ， 即 以 各 问 数 为 定 母 。 若 泛 母 俱 无 等 ， 即 以 泛 母 为 定 
母 .( 按 秦 氏 原 法 … 其 复数 条 有 求 总 等 一 法 。 今 验 求 总 等 于 算 未 密 
如 程 行 相 及 问 、 衍 母 当 三 干 。 缘 求 总 等 误 ， 作 六 干 。 故 此 术 定 以 
约 分 求 泛 母 ， 再 约 求 定 母 ， 较 原 法 省 约 而 无 棘 。” 

张 氏 所 论 从 模 数 求 定 母 法 ， 大 体 上 说 ， 分 两 步 走 ， 


人 括 弥 中 的 定理 与 第 四 编 第 四 章 第 一 节 大 衍 术 ， 一 、 数 学 原理 相对 应 。 


第 五 编 ” 南 宋 时 代 ” 秦 九 训 ( 下 ) 479 


第 一 步 ， 从 模 数 按 约 分 术 ( 约 一 、 存 一 ) 求 出 泛 母 。 
第 二 步 ， 从 汪 母 按 再 约 术 ( 约 一 、. 乘 一 ) 求 出 定 母 。 
文 后 举 三 例 ， 其 一 为 求 24，30，54 的 定 母 。 用 我 们 惯用 的 记 


号 ， 原 著 相 当 于 说 : 
| 24 24 24 | 241 8 8 
30 5 | 5 5 5 | 5 
54 9 9 9 27 一 27 
- 变 去 - 变 去 
第 一 步 第 二 步 
24，5，9 为 泛 母 8，5，27 为 定 母 


在 连环 相约 这 一 节 中 没有 出 现 “ 约 奇 弗 约 偶 ” 这 句 话 ， 但 奇 
偶 的 解释 仍 纠缠 在 单 双 意 义 之 中 必 。 

大 衍 求 一 (定理 10; 秦 氏 大 衍 求 一 术 用 词 生僻 , 使 后 世 读 者 
很 难 理解 ， 望 而 生 且 。 张 襄 仁 以 其 通 透 心得 、 深 入 浅 出 阐明 此 术 
真 详 。 

他 首先 点 明 大 街 求 一 是 :“ 以 乘 率 乘 少数 , 满 多 数 去 之 ,， 必 余 
一 。 犹 大 衍 之 奇 一 各， 故 日 大 衍 求 一 。” 原 著 所 建立 的 算法 程序 与 
我 们 在 第 四 编 第 四 章 第 一 节 第 四 段 所 作 今 释 完 全 一 致 。 他 说 :“ 列 
少数 (a) 于 上 ， 多 数 (6) 于 下 。 以 上 除 下 所 得 为 第 一 数 (g,)。 有 余 
(ri1) 复 以 下 除 上 ,所 得 为 第 二 数 (q,)。 如 是 上 下 相 除 ， 所 得 以 次 命 
之 (如 第 二 数 (q;) 第 四 数 (q,) 之 类 ) 上 位 余 一 。(r,=1)。( 如 上 位 除 


@ 市 实 上 即使 把 奇 、 偶 理解 为 彼此 ， 也 没有 必要 去 规定 “ 约 此 不 约 彼 ” 或 “ 约 
彼 不 约 此 ”， 这 在 关 孝 和 《 括 要 算法 》 卷 2 已 有 正确 认识 。 张 氏 此 举 : 把 连环 相约 术 分 
两 步 走 ， 已 为 解除 这 一 不 必要 的 限制 ， 创 造 条 件 。 

@ 这 里 的 “大 衍 之 奇 ” 是 指 周易 善 草 把 法 中 的 具体 操作 
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尽 , 即 减 得 数 一 , 为 余 一 。 如 上 位 五 、 下 位 一 , 常 法 以 一 除 五 , 得 
五 ， 除 尽 。 此 术 以 一 除 五 ， 则 得 四 ， 余 一 。 与 常 法 不 同 ) 即 止 不 
除 .”% 得 到 一 系列 gi, qs，,…，, g; 后 就 在 “ 左 行 立 天 元 一 ( 广 =1)”。 
按 题 相 当 于 j=giji-1 十 ji_: 直 到 i1==n， 求 出 乘 率 j 为 止 。 

大 簿 总 数 术 (定理 17.1) 首先 以 孙子 物 不 知 数 题 按照 总 数 
术 按 部 就 班 解 出 ， 是 《孙子 算 经 》 成 书 1 400 年 来 所 作 详 尽 无 余 的 
答卷 。 他 还 另 举 二 例 ， 模 都 两 两 互 素 。 

卷 中 举 四 例 ， 模 都 不 两 两 互 素 ， 都 用 大 衍 术 解 题 。 在 连环 求 
等 时 ， 当 模 有 公约 数 时 ， 他 并 不 按照 秦 氏 大 衍 术 复数 格 处 理 。 其 
中 第 三 例 为 ， 

“ 今 有 和 丰 永 虱 四 字号 乒 吕 ， 存 米 相等 ， 每 厂 各 设 白 春 米 四 .和 
字 广 设 白 六 只 ， 每 白 容 米 五 斗 七 升 七 合 。 丰 字号 设 白 七 只 ， 每 白 
容 米 五 斗 五 升 四 合 。 永 字号 设 白 八 只 ,每 白 容 米 四 斗 九 升 六 合 。 鄙 
字号 设 白 九 只 , 每 白 容 米 四 寺 四 升 八 合 。 各 广 每 白 用 春 夫 一 名 , 大 
夫 每 名 每 日 春 米 二 白 ， 四 让 同 日 开春 ， 各 于 每 日 清晨 在 乒 取 一 日 
应 春 米 。 今 盘 验 余 米 :， 和 米 号 余 十 六 五 九 斗 一 升 二 会 ， 丰 字号 余 
米 六 五 九 斗 二 升 和 八 合 ， 永 字号 余 四 石 七 斗 六 升 入 合 ， 莉 字号 余 三 
石 二 斗 三 升 二 合 。 问 : 各 刻 共 米 及 大 过 米 数 、 白 数 、 日 数 各 几何 ?” 

( 答 数 ， 米 100 五 ) 

我 们 如 设 各 厂 存 米 x 石 ， 据 题 意 ， 是 要 解 同 余 式 组 ， 


DD 秦 氏 大 衍 求 -- 术 只 说 , “右上 末 后 奇 一 而 止 "。 张 氏 则 说 ;“ [右上 ] 除 尽 "， 即 
m=0,n 为 单数 时 ， 则 因 ra--1 一 工 ， rm, 可 改 使 


一 1， 而 ”+2= 一 0 满足 秦 氏 条 件 。 
鳃 厂 (ao)， 义 : 米 厂 。 
翅 春 (cong) 米 :去 除 糙 米糠 皮 的 操作 


2 


(2 一 1 十 1， 则 7 十 1 


rn— 
rn— 
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z==16. 912 (mod 0.577X6X2)， 

X=6. 928(mod 0.554X7X2)， 

X=4. 768(mod 0.496X8X2)， 

Z= 三 3. 232(mod 0. 448 xX 9 XxX 2), 
原著 按 秦 氏 书 收 数 格 ， 化 小 数 为 整数 。 此 外 为 简化 运算 有 两 方面 
措施 . 

其 一 ， 略 去 模 数 中 白 数 、 人 数 相 屠 积 ， 改 解 
ZX 三 ]6 912(mod 577), 
ZX 三 6 928(mod 554)， 
X 汪 4 768(mod 496), 
ZX 三 3 232(mod 448)。(z 以 合 为 单位 ) 
并 用 连环 求 等 算法 计算 四 个 模 的 定 母 依次 是 577，277，31，448。 
按照 大 衍 总 数 术 解 得 z==100 000 合 王 100 石 
相应 求 出 和 、 丰 、 永 、 盘 四 米 厂 依次 已 用 去 米 ( 即 已 春 米 )83. 083， 
93. 072，95. 232，96. 768 石 。 分 别 除 以 各 米 厂 白 容 米 数 ， 得 各 春 
白 数 依次 为 144，168，192，216。 最 后 除 以 各 米 厂 每 日 春 米 白 数 
12，14，16，18， 都 得 相同 工作 日 数 12。 
其 二 ， 当 运用 大 衍 求 一 术 对 四 个 定 母 求 出 相应 乘 率 (F,) 和 ， 
217; 丰 ，58; 永 ，6; 和 僵 ，99。 各 应 分 别 乘 其 相应 衍 数 CM;)、 余 


数 x; 以 得 各 总 MRPr ， 最 后 以 计算 z= > MFiri(mod M)。 张 氏 
认为 四 个 ~” 有 效 数字 个 数 多 , 改 以 其 关于 w 的 同 余数 x; 入 算 , 即 
和 : r==177 寺 1 二 16 912 (mod 577)， 
丰 : rr',=280 三 r, 二 6 928(mod 554)， 
永 : r'; 二 304 寺 7; 二 4 768(mod 496)， 
熏 : r', 二 96 圭 7r4 二 3 232(mod 448) 。 
这 就 减少 了 计算 工作 量 ，。 
第 四 例 为 
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“ 今 有 后 汉 四 分 术 : 木 日 率 四 二 七 百 二 十 五 , 火 日 率 一 千 八 百 
七 十 六 ， 土 日 率 九 千 四 百 一 十 五 ， 金 日 率 四 千 六 百 六 十 一 ， 水 日 
率 一 千 八 百 八 十 九 ， 襄 平 三 年 甲 富 ， 木 日 率 余 五 ， 火 日 率 余 七 十 
五 ， 土 日 率 余 四 十 ， 金 日 率 余 一 百 三 十 三 ,水 日 率 余 一 十 。 问 : 上 
元 以 来 ， 尽 豆 平 三 年 甲 窒 ， 积 岁 几 何 ?” 

我 们 如 设 高 平 三 年 (公元 174 年 ) 上 距 五 星 会 合 上 元 为 + 年 ， 
据 题 意 当 解 同 余 式 组 x+ 圭 5 (mod 4 725) 圭 75 (mod 1 876) 三 
40(mod 9 415) 尘 133(mod 4 661) 三 10(mod 1 889) .9 原著 对 五 个 
不 两 两 互 素 模 ， 用 连环 相约 ， 二 变 即 得 到 定 母 ， 其 演算 过 程 为 ; 


林 4 | 675™7 675 675 675 

火 ”1 876 一 - 1 876 ;1 876 ' 876 1 876 

土 9 415 1 883 269 269 

金 4 661 4 661 4 661 4 661 

水 1 889 1 889 1889 1889 
一 变 二 变 


张 氏 求 得 定 母 675，1 816，269，4 661，1 889 后 ， 就 按 大 征 
术 程 序 计 算 衍 数 衍 母 。 求 相应 的 奇数 ,得 626，527，175，2 566， 
507, 与 相应 衍 数 , 以 大 衍 求 一 术 求 出 乘 率 . 551, 655, 186, 1 237， 
1 658。 于 是 从 五 个 用 数 求 各 总 ,“ 并 总 , 满 生母 去 之 ”得 出 答 数 积 
岁 (上 元 积 年 ) 为 z==9 445。 

本 例 化 模 数 为 定 母 时 ， 张 氏 以 位 置 关 系 考虑 “ 奇 ” 和 “ 侦 ”。 
丛 数 虽 只 四 位 数 ， 其 运算 过 程 遇 到 许多 大 数 。 其 中 和 数 、 往 母 达 
十 五 位 ， 用 数 十 六 位 ， 而 总 数 则 为 十 八 位 。 都 以 算 筹 为 工具 ， 其 
工作 角力 ， 十 分 惊人 。 此 外 本 例 以 五 星 会 合 题材 作为 同 余 式 组 内 


D 此 同 余 式 满足 有 解 的 必要 条 件 是 模 数 中 1 889 为 素数 ， 而 (4 725,9 415) 二 
5 140 一 5 二 35 (1 876,9 415)=7 175 一 40= 二 35， 足 见 命题 者 的 审慎 ，。 
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容 ， 如 与 中 世纪 印度 的 类 似 材 料 作 一 对 比 ， 是 很 有 兴趣 的 ， 婆 罗 
摩 航 多 《 获 罗 摩 修 正体 系 }》 (628 年 ) 有 七 星 会 合 题 @。 张 氏 所 引 我 
国 公元 2 世纪 时 天 文 活动 ， 值 得 我 们 进一步 探索 。 

卷 下 举 五 例 ， 模 的 情况 益 加 复杂 ， 都 用 演 纪 术 解 题 。 在 卷 下 
之 首 , 张 氏 按 语 说 :“ 麟 德 术 以 后 , 元 授时 历 以 前 皆 用 此 术 推 求 上 
元 积 算 ”， 其 中 举 麟 德 、 大 衍 、 崇 天 、 纪 元 四 术 及 授时 附 演 一 法 为 
例 。 其 解法 理论 据 《 秦 九 章 》 卷 3 第 3 题 ( 治 历 演 纪 ) 而 有 变通 。 
其 中 钥 德 术 的 解法 我 们 已 在 第 四 编 第 四 章 第 四 节 ， 作 为 第 2 例 中 
阐述 。 

张 敦 仁 《 求 一 算术 》 的 主要 成 绩 ， 

其 一 ” 书 中 所 拟 相约 ( 存 一 、 约 一 ), 再 约 ( 存 一 、 乘 一), 连 
环 相约 ， 使 大 衍 求 一 术 各 种 程序 ， 井 井 有 条 ， 使 读者 习 秦 氏 书 有 
规定 可 循 , 钱 宝 琼 评 为 “以 浅显 之 笔 写 艰 深 之 术 , 使 尽 人 能 解 , 其 
复古 的 功臣 软 ?” 多 为 后 来 时 日 醇 等 学 者 进一步 阐述 奠定 了 良好 基 
础 。 

其 二 在 计算 方法 上 对 于 和 丰 永 盈 题 简化 运算 ,第 二 种 措施 ， 
在 求 总 等 时 ， 


z 一 之 /Mri(mod M), 
改 x;==ri(mod mm) 为 rm@， 可 以 节省 许多 计算 工作 量 。 在 理论 上 也 
是 正确 的 。 我 们 已 在 第 四 编 第 四 章 第 一 节 列 为 定理 17. 3。 
其 三 ”已 认识 到 大 衡 术 与 演 纪 术 是 两 种 不 同 的 数学 方法 ， 而 
且 在 卷 下 全 卷 接连 对 四 种 历法 的 上 元 积 年 做 了 周到 的 复原 工作 。 
还 作出 令 人 信服 的 结论 :“ 唐 麟 德 术 以 后 , 元 授时 术 以 前 皆 用 此 术 


QD 见 本 编 第 一 章 第 一 节 。 
多 钱 宝 琼 ，1921 
图 张 氏 不 取 ji 为 模 而 取 mm 为 模 的 同 余数 r;， 这 样 做 ， 可 以 使 计算 更 为 简便 ， 
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推 求 上 元 积 算 。” z 

张 氏 书 也 有 人 缺憾。 上 文 已 提 到 他 对 奇偶 纠缠 于 单 双 ， 未 能 解 
脱 。 此 外 ， 对 于 和 丰 永 登 题 简化 运算 的 第 一 种 措施 只 能 说 ， 对 本 
题 运用 ， 侦 合 而 已 ; 对 一 般 说 是 雇 误 的 。 这 是 由 于 

Tz 三 16 912 (mod 577 X 6 X 2) 沁 6 928 (mod 554 X 7 Xx 2)3= 
4 768(mod 496X8Xx2) 生 3 232(mod 448X9X2)。 
等 价 于 

zx 三 1]6 912(mod 577) 反 6 928(mod 554)=4 768 (mod 496) 三 
3 232(mod 448X9)。 
不 等 价 于 

zx 三 16 912(mod 577)6 928(mod 554)=4 768 (mod 496)= 
3 232(mod 448) 。 
注意 到 7|448; 而 448，577，554，496 都 不 是 3 的 倍数 。 


四 骆 腾 风 


骆 腾 凤 (1770 一 1841) 自称 山 阳 人 中 。1801 年 中 举人 ,湖北 锤 祥 
籍 李江 的 学 生 。 写 成 数学 专著 《 艺 游 录 》(1815 年 ) 二 卷 , 论 数 学 
22 节 ， 与 《 秦 九 章 》 有 关 且 有 成 绩 者 为 

其 一 ， 他 最 先 指出 大 衍 求 一 术 算 法 与 《 九 章 算 术 ， 方 田 》 更 
相 减 损 术 的 关系 。 在 卷 1 说 ;“ 求 一 法 与 求 等 法 同 , 但 求 等 者 必 除 
之 至 尺 。 求 一 者 则 留 一 不 除 为 奇 。” 

其 二 ， 相 当 于 悟 出 大 衍 求 一 术 所 解 同 余 式 

azr=](mod 6) 

等 价 于 求 不 定 方 程 az 一 by=1 的 正 整 数 解 。 
在 卷 1 创 “ 大 衍 奇 定 相 求法 ”, 确定 算法 程序 ， 以 解 不 定 方 程 。 他 
举例 ， 相 当 于 说 要 解 7x 一 30y= 二 1， 用 古 汉语 阐明 其 解法 。 用 现 


@ 山 阳 ， 泊 县 名 ，1914 年 改名 为 淮安 ， 
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代 方 法 解 此 不 定 方 程 ， 按 照 定理 2、 定 理 10 可 计算 为 


qi 一 0 |7 130 
6 
43 一 3 [1 


28 
2 
已 得 方程 的 一 组 解 是 (13,3) 。 
骆 氏 用 汉字 数字 列 出 横 式 ， 


ae 
= 


这 就 是 :“ 先 列 一 奇 元 于 左 ， 空 定 元 于 中 ， 奇 数 于 右 ， 在 上 位 。 次 
则 空 奇 元 于 左 , 一 定 元 于 中 ， 负 定数 于 右 。” 然 后 按 如 下 程序 运算 


(0) ] 0 7 
30 | 一 

x [20]-， 

(2) 4 0 28 
(1) 0 1 一 30 
(3) 4 1 一 2 
| 

x [了 ]-: 

(4) 12 3 一 6 
(0) ] 0 7 
(5) 13 3 ] 


运算 至 此 ， 他 说 :“ 是 为 十 三 奇 比 三 定 多 一 ， 即 九 十 一 (13x7) 比 
九 十 (3X 30) 多 一 也 。” 其 数学 原理 比照 我 们 所 作 现 代 解 释 是 显然 
的 。 


中 第 四 编 第 四 章 第 一 节 ， 大 衍 术 ， 一 ， 数 学 原理 。 
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以 下 再 举 一 例 ， 解 29x+ 震 1 (mod 67)， 即 解 不 定 方程 


297 一 67y 一 1 。 
用 更 相 减 损 术 计算 
0|129 |67 
27 | 58 
29 和 -| > 
| 型 | =s 2 9 
了 工 | .8 
1| 1|11 
按照 骆 腾 凤 的 算法 应 是 
奇 元 定 元 。” 奇数 ， 定 数 
(0) 1 0 29 
67 | 
~ 民 一 
(2) 2 58 
(1) 0 ] 一 67 
(3) 2 ] 一 9 
29 | _ 
x 22|=3 
(4) 6 3 一 27 
(0) 1 0 29 
(5) 7 3 2 
9 | 
x [9]=4 
(6) 28 12 8 
(3) 2 1 一 9 
(7) 30 13 一 1 
X ] 
(8) 30 13 一 1] 
(5) 7 3 2 
(9) 37 16 1 


则 所 求 z==37，y==16 是 29x 一 67y= 二 1 的 一 组 解 。 
骆 腾 凤 大 衍 奇 定 求法 程序 可 总 结 为 
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步 。 对 运 算 
一 按 法 列 出 (0) 行 ，(1) 行 
= (0) 行 乘 | 上 | 一 gs， 得 (2) 行 


三 (2) 行 加 (1) 行 ， 得 (3) 行 


四 (3) 行 乘 | 2 | = 得 (4) 行 

五 (4) 行 加 (0) 行 ， 得 (5) 行 

六 (5) 行 乘 [车 |=g， 得 (6) 行 

七 (6) 行 加 (3) 行 ， 得 (7) 行 

八 (7) 行 乘 | 至 |=4;， 得 (8) 行 

九 (8) 行 加 (5) 行 ， 得 (9) 行 

十 当 x 二 1 为 单数 ) 则 此 行 乘 w 得 所 求 行 。 


骆 氏 方法 与 《 秦 九 章 》 大 衍 求 一 术 相 比较 ,别具一格 。 除 了 
得 到 zx 值 外 ， 还 同时 能 得 到 相应 的 y 值 。 从 他 的 运算 程序 可 见 对 
分 数 的 渐 近 分 数 表 达 式 及 其 性 质 ( 定 理 2, 定 理 10) 的 认识 是 深刻 
的 。 

其 三 ， 在 卷 二 “ 训 分 补遗 ”又 讨论 不 定 方 程 组 与 同 余 式 的 关 
系 ， 用 大 入 求 一 术 解 张 丘 建 百 钱 百 鸡 题 。 


五 时 日 酵 
时 忽 醇 (1807 一 1880) 江 苏 嘉 定 人 。 家 学 渊源 ， 父 时 铭 1805 年 
中 进士 ， 有 数学 专著 传世 。 时 日 醇 受 家 庭 影 响 “ 少 时 入 监 ， 专 治 


九 数 ”。1861 年 与 丁 取 忠 在 武昌 湖北 巡抚 胡 林 翼 处 同 为 幕 宾 ,为 谈 
算 好 友 。 后 归 江 苏 故里 研究 不 定 分 析 , 写成 两 专著 《 求 一 术 指 》 和 
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 《 百 鸡 术 衍 》 都 得 到 丁 取 忠 帮 助 , 木刻 于 1873 年 问世 。 了 晚年 他 受 
聘 到 上 海 广 方言 馆 担任 教学 工作 。 当 时 虽 已 “年 老 仆 著 ， 仍 为 诸 
生 口 讲 指 画 ， 剖 训 析 芒 ”。 

在 前 人 基础 上 他 对 《 秦 九 章 》 大 衍 术 有 所 创新 。 

《 求 一 术 指 》 不 分 卷 。 丁 取 忠 作 序 。 自 写 例 言 11 则 。 全 书 以 
他 的 新 见解 讨论 孙子 物 不 知 数 题 、《 秦 九 章 》 大 衍 类 5 题 、 张 敦 仁 
《 求 一 算术 》2 题 。 其 突出 的 创见 有 二 : 

其 一 ， 对 《 秦 九 章 》 大 衍 术 解 题 全 过 程 在 例 言 中 总 结 为 “ 求 
一 歌 括 ”0, 他 说 ;“ 宋 龙 受 益 有 求 一 算术 化 零 歌 。 张 氏 [ 敦 仁 ] 谓 
即 此 术 。 其 书 不 传 , 今 拟 之 ,” 这 一 总 结 为 解 一 次 同 余 组 题 定 出 算 
法 程序 ， 与 今 高 等 学 校 数论 教科 书 所 说 一 致 .@ 

其 二 ， 对 《 秦 九 章 》 大 衍 术 中 化 问 数 ( 模 ) 为 定 母 ， 即 连环 求 
等 的 正确 理解 。 在 他 自 写 例 言 约 分 一 则 中 说 ， 

“ 约 分 ， 任 从 问 数 中 某 位 约 起 此 可 。 兹 概 从 第 一 位 起 。 约 遍 ， 
又 递 用 次 位 为 主 , 与 前 后 诸位 遍 约 . 旦 …… 总 之 , 两 数 相约 不 过 一 
彼 一 此 。 初 求 得 等 ， 不 妨 任意 约 之 。 既 约 彼 ， 仍 有 等 ， 则 反 约 此 
而 乘 彼 。 仍 有 等 ， 再 反 约 此 而 乘 彼 ， 必 得 之 侨 。” 时 氏 认 为 《 秦 九 
章 》 所 说 “ 约 奇 弗 约 偶 ”，“ 约 偶 弗 约 奇 ”并 非 是 单 双关 系 而 是 
“ 彼 ",“ 此 ”位 置 关 系 。 第 一 次 应 “ 约 一 、 存 一 ”， 以 后 如 彼此 仍 
存在 公约 数 ， 则 “ 约 一 、 乘 一 ”"， 目 的 是 使 二 者 互 素 。 而 且 他 还 认 
识 到 不 存在 约 谁 、 存 谁 或 约 谁 、 乘 谁 的 问题 ， 而 是 “不 妨 任意 约 
之 ”， 这 与 东瀛 关 孝 和 在 《 括 要 算法 》 中 的 观点 正 不 约 而 同 ， 与 我 
们 的 分 析 (定理 7.1) 也 不 谋 而 合 。 至 于 从 哪 一 问 数 起 算 , 他 也 作 
出 肯定 的 回答 :“ 任 从 问 数 中 某 位 起 皆 可 。 兹 概 从 第 一 位 起 *。 对 


5 此 歌 括 参 见 第 四 编 第 四 章 第 一 节 之 未 。 
多 张 德 志 .整数 论 ， 第 一 卷 . 北京 ， 科 学 出 版 社 ，1958:， 136 
岛 在 删节 号 中 ， 时 氏 历 数 前 人 把 奇偶 在 单 双 意 义 中 的 麻 失 。 共 约 三 百 字 。 
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于 以 后 的 算法 , 他 也 概括 得 很 是 全 面 :“ 约 遍 ,， 又 递 用 次 位 为 主 出 ， 
与 前 后 诸位 遍 约 .” 在 他 对 《 秦 九 章 》 大 衍 类 题 和 《 求 一 算术 》 题 
中 就 以 此 见解 ， 处 理 求 问 数 的 定 母 。 他 还 认识 到 ， 并 不 一 定 要 从 
第 一 位 起 。 我 们 录 其 解法 如 后 。 

以 秦 书 大 衍 术 ( 积 尺 寻 源 ) 题 八 个 问 数 说 ， 他 用 两 种 方式 求 定 
母 。 第 一 式 从 第 一 位 算 起 ， 而 第 二 式 从 第 五 位 算 起 。 在 两 两 求 等 
互 约 时 ， 时 氏 约 一 存 一 、 约 一 乘 一 并 举 ， 必 至 互 素 为 止 。 张 敦 仁 
程序 分 两 步 走 ， 第 一 步 约 一 存 一 ， 第 二 步 则 约 一 乘 一 。 时 氏 则 毕 
其 功 于 一 役 。 两 种 方式 中 以 中 表示 约 一 存 一 ,以 四 表示 约 一 乘 一 。 
原著 用 汉字 说 明 ， 我 们 改 用 本 书 习 惯 记 号 ， 

第 一 式 


1307 130 1] 05 ] | 131 13 一 13 


| “中 24| 24| 24] 24] 24] 2471 24] 24 24 
110 22 | 22| 22 | 
| 
100 20 一 100| 100-— 25 2571 25 | 25 
5 中， 1 
1 
| 
25 25 一 一 一 和 5 1 


一 变 ( 以 130 为 主 ) 二 变 ( 以 24 为 主 ) 三 变 


jl ll 


QD 这 里 所 说 “为 主 ”， 就 是 说 不 约 此 位 ， 约 其 他 诸位 〈 约 他 、 存 主 ) ， 不 得 已 时 
(其 间 仍 有 公约 数 》 就 反 约 〈 约 一 、 乘 一 )。 
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已 得 八 个 问 数 的 定 母 为 13, 24, 11,，25。 时 目 醇 运算 至 此 , 总 
结 说 :“ 一 十 三 、 二 十 四 、 一 十 一 、 二 十 五 互相 求 等 ， 皆 得 一 ， 不 
约 ， 各 为 定 母 。” 

第 二 式 


130 13 13 13. 


120 1207 2 “| | | 8 一 8 
110 i : oy | 1 


! 
100 100 了 00 po 10 25 
Y 
] 


60 60 一 60 -30- 5 TT -| 


一 变 ( 以 60 为 主 ) 二 变 ( 以 8 为 主 ) ”三 变 


已 得 八 个 问 数 的 定 母 为 13，8，11，25，3。 显 然 两 种 方法 对 
于 用 大 衍 总 数 术 所 得 结果 是 一 致 的 。 

《 百 鸡 术 衍 》 分 上 下 两 卷 。 以 “ 旧 学 商 其 加 还 密 ,新 知 培养 转 
深沉 ”十 四 字 为 序 ， 每 字 设 两 题 ， 共 28 个 题 。 每 题 先 用 “方程 ” 
术 解 , 次 用 求 一 术 解 。 本 书 是 时 氏 推 广 张 丘 建 百 钱 百 鸡 题 之 作 , 也 
是 《 秦 九 章 》 大 衍 术 的 应 用 。 我 们 知道 百 鸡 题 是 三 元 一 次 不 定 方 
程 组 。 时 氏 先 把 它 化 为 二 元 不 定 方 程 ， 然 后 用 大 衍 求 一 术 解 其 等 
价 的 一 次 同 余 式 。 我 们 举 其 中 “ 旧 字 上 ”和 “ 沉 字 下 ”两 题 及 其 
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解 ， 以 见 一 斑 。 

旧 字 上 题 ;“ 今 有 鸡 箱 一 、 值 钱 五 , 鸡 母 一 、 值 钱 二 , 鸡 雏 三 、 
值钱 一 ， 凡 百 钱 、 买 鸡 百 只 。 问 : 鸡 笨 、 母 、 积 各 几何 ?” 

其 求 一 术 解 说 :“ 先 以 锥 分 母 二 , 通 其 钱 一 百 ， 得 三 百 ， 为 通 
分 共 鸡 。 母 、 斧 较 ， 笃 雏 较 相 求 : 委 分 母 三 、 通 等 值 五 ， 得 一 十 
五 。 以 共 鸡 一 百 习 , 得 一 干 五 百 。 为 通 分 共 鸡 减 , 余 一 千 二 百 。 以 
较 之 等 二 约 之 ， 得 六 百 为 共 较 实 。 母 俩 较 三 稚 碱 之 适 尽 。” 

如 设 鸡 倘 、 鸡 母 、 鸡 锥 各 有 x，y，z 只 ， 那 么 据 题 意 ， 可 列 
出 方程 组 / 

| 


5z 十 3? 十 本 * 一 100。 


上 文 解 法 相当 于 说 。 3zx 十 3y 十 3z 二 300， 
15x 十 9y 十 z 二 300， 


15z 十 15y 十 15z 一 1] 500 
一 (15z 十 9y 士 z) 一 一 300 
6y 十 14z 一 1 200 
3y 十 ?z 一 600， 
原著 相当 于 解 此 不 定 方 程 等 价 的 同 余 式 
3y 沽 600 尘 5(mod 7 ) 。 (x) 
从 同 余 式 3y 三 1 (mod 7) 的 解 ( 乘 率 为 5) 得 (* ) 的 最 小 正 整数 解 
为 4( 鸡 翁 数 ), 回 代 不 定 方程 得 >( 鸡 和 骏 数 ?为 84, 就 易于 得 完整 的 
一 组 解 12，4，84。 又 引用 张 丘 建 之 说 :“ 鸡 例 每 增 四 、 鸡 母 每 减 
七 ， 鸡 锥 每 益 三 ”( 只 数 、 所 值 数 ) 不 变 之 说 ， 获 得 其 余 两 组 解 。 
时 氏 推 广 百 钱 百 鸡 题 ， 其 中 
沉 字 下 题 ;“ 设 物 大 八 值 二 十 一 , 中 六 十 二 值 六 十 三 , 小 五 十 
五 值 二 十 八 。 共 物 一 千 四 百 六 十 三 , 共 值 一 千 四 百 六 十 三 。 问 ; 物 
大 、 中 、 小 各 几何 ?” 后 列 三 组 答 数 。 
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原著 先 用 “方程 ” 术 解 ， 然 后 用 求 一 术 解 ， 相 当 于 说 
设 大 、 中 、 小 物 数 各 为 +，y，z， 据 题 意 列 出 方程 
ZX 十 y 十 z= 二 1] 463， 
[a 463。 
求 {8，62，55) 二 13 640P。 原 方程 变换 后 ， 消 去 z+， 得 
165y 十 217z 一 243 815， 
解 同 余 式 217z 寺 243 815(mod 165) 原 著 认 为 等 价 于 
52z 寺 1]10(mod 165) 。 (x x%) 
求 52z 志 1(mod 165) 得 乘 率 73， 知 (* x ) 有 人 解 
z 一 110。( 小 物 数 ) 
回 代 不 定 方程 得 >=1 333( 中 物 数 )， 就 易于 得 完整 的 一 组 解 20， 
1 333，110。 原 著 还 给 出 另外 三 组 解 : 72, 1 116, 275; 176，682， 
605;，280，248，935。 我 们 知道 日 本 江 户 时 代 和 算 易 盛 ， 在 不 定 
分 析 方 面 ， 特 别 是 解 不 定 方 程 组 尤为 热 闪 。 松 永 良 弹 (? 一 1744 
年 ) 著 《桃李 蹊 径 术 》， 所 命题 与 《 百 鸡 术 和 本 》 结 构 一 致 @, 可 谓 姐 
妹 和 锯 。 但 时 旦 醇 有 一 般 解 法 ， 质 量 允 称 胜 于 松永 。 


黄 宗 宪 (1805 约 一 1900 约 ) 名 湖南 新 化 人 ,校订 丁 取 忠 主 编 的 
《 白 匡 堂 算 学 从 书 》23 种 。 继 时 白 醇 数学 专著 出 版 的 次 年 ， 他 的 
《 求 一 术 通 解 》(1874 年 ) 出 刊 。 三 年 后 1877 年 至 1882 年 他 随 郭 党 
春 出 使 英国 。 可 见 《 求 一 术 通 解 》 是 创作 .《 求 一 术 通 解 》 全 书 分 
上 下 两 卷 ， 对 秦 氏 大 入 术 的 见解 不 同 凡 响 ， 其 突出 者 有 三 。 


@ 原 着 误 刊 为 1463。 
@ 参见 副 卷 第 一 卷 第 六 编 第 二 章 ， 
图 许 康 ，1987 
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其 一 ， 化 两 两 不 互 素 模 为 定 母 的 新 算法 

据 张 敦 仁 、 时 日 醇 的 解释 和 改进 ， 秦 九 靖 连环 求 等 算法 已 有 
明确 程序 可 循 ， 可 以 把 m; 化 为 满足 三 条 件 的 ys。 对 于 m; 相当 大 
时 ， 这 种 算法 有 其 优点 。 黄 宗 宪 《 通 解 》 又 别 立 蹊 径 ， 对 同一 问 
题 自 创 新 法 。 当 时 数 根 ( 素 数 ) 概 念 已 传 来 中 国 ， 康 巾 皇 帝 编 《 数 
理 精 比 》 书 末 附 有 1~105 自然 数 的 素 因 数 乘积 表 。 他 的 新 法 就 是 
分 解 已 给 模 为 素 因 数 乘积 ， 然 后 据 三 条 件 各 自 化 为 定 母 。 这 和 与 高 
斯 《算术 探讨 》 卷 2 定理 32 册 所 说 不 谋 而 合 。 这 种 新 算法 他 称 为 
“ 析 泛 母 ( 模 ) 法 ”， 在 《 通 解 》 序 中 记 其 思想 的 来 源 ;“ 骆 氏 春 池 、 
张 氏 古 轴 各 有 专 书 。 然 求 等 约 分 头绪 不 一 ， 初 学 茫然 。 近 日 时 君 
清 甫 《 求 一 术 指 》 立 法 稍 简 ， 亦 仅 识 其 当然 ， 而 于 所 以 然 终 缺 如 
也 。 同 治 癸 西 (1873) 左 君王 奥 《 衍 通 分 捷 法 》 一 幢 将 分 母 分 子 析 
为 各 数 根 ， 任 以 多 项 通 分 ， 需 刻 可 得 。……。 余 因 悟 大 衔 术 析 各 泛 
母 以 求 定 母 ， 形 迹 显 露 ， 术 理 朗 然 。 较 之 旧 术 ， 简 而 愈 详 .” 他 的 
析 分 母 法 是 :“ 析 分 母 毕 ， 乃 遍 视 各 同根 ( 素 因数 )， 取 某 行 最 多 者 
用 之 。 余 行 折 有 弃 之 不 用 。 再 视 本 行 所 有 异 根 或 少 于 他 行 ， 则 弃 
之 。 抑 或 多 于 余 行 亦 用 之 ， 或 与 他 行 最 多 者 等 ， 则 此 两 行 随意 用 
之 。 以 所 用 数 根 连 乘 之 ， 即 得 本 行 定 母 。 若 某 行 各 根 皆 少 于 他 行 
者 ， 则 此 行 无 定 母 .” 容 易 验 证 此 析 泛 母 法 符合 yi 是 m; 定 母 的 条 
件 。( 定 理 7)。 在 《 通 释 》 一 书 中 一 再 用 此 法 析 泛 母 为 定 母 ,以 所 
举 秦 氏 书 大 簿 类 积 尺 寻 源 题 , 对 泛 母 ( 模 )130, 120, 110, 100, 60， 
50, 25, 20 列表 求 定 母 (用 人 入 表 示 用 之 , 即 保留 ,我 们 改 用 阿拉 伯 数 
字 记 数 ,) 时 昌 醇 《 求 一 术 指 》 认 为 定 母 有 两 种 方式 ， 黄 宗 宪 则 以 
为 可 以 有 多 种 方式 。 


@ 即 本 编 第 一 章 第 五 节 法 则 7。 
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其 二 ， 对 孙子 定理 或 称 中 国 剩余 定理 真实 性 的 正确 理解 。 

我 们 已 在 第 四 编 第 四 章 第 一 节 ， 一 、 数 学 原理 中 作为 定理 14 
记述 孙子 定理 全 文 : 

定理 ， 如 果 (m;,m)) 二 1]，1 坊 i， Js 和 2， 那 么 


Xri(mod mi)=r;, (mod m,)= Er, (mod m,) 


的 解 是 
二 Mr (mod M), 
其 中 


M= 下 ，， MX 一 冯 ， PF; 是 同 余 式 MiF;=1 (mod mi) 的 解 。 


现代 数论 教科 书 对 命题 的 证 明细 节 , 在 《 通 解 ) 黄 氏 论述 中 
都 有 相应 说 明 。 我 们 把 证 明 分 为 五 段 ， 在 括 弧 中 纪录 他 的 见解 以 


D 张 德 元 .整数 论 ， 第 一 卷 . 北京 , 科学 出 版 社 ，1958; 135 一 136 


第 五 编 “ 南 宋 时 代 “” 秦 九 韶 ( 下 ) 495 


为 对 照 。 

证 明 ， 

人 G) 因 为 ( mi mr)) 二 1]， 于 是 ( Mi, mi) 二 1, 而 mr;|M;， 当 i 关 
j。( 衍 数 ( M,) 为 (其 ) 余 定 ( 母 ) 连 乘 所 得 ， 必 为 余 定 ( 母 ) 度 ( 除 ) 尽 
之 数 ， 而 诸 定 ( 母 ) 皆 无 等 ( 互 素 )， 故 独 为 本 定 度 不 尽 。) 

(ii) M;F 三 1 (mod mi) 必 有 和 解 : F;==0, 1,，2, …,， FPF, 一 1。 

( 求 乘 率 亦 无 深 理 , 是 必 使 无 行 千 无 等 (( M;,m;)==1), 方 可 为 
为 求 一 之 理 ) 

Qi) 由 于 mj|M;， 当 i 关 j， 则 

MiF ri=r;(mod m;), MFir=0(mod m,)。 

( 凡 置 一 个 用 数 (Mi;F,) 为 实 , 以 本 位 定 母 累 减 必 余 一 , 以 他 位 
定 母 累 减 必 无 余 ……; 由 是 推 之 ， 三 个 用 数 以 往 ， 无 不 第 然 。 以 
剩 数 乘 用 数 为 总 者 ， 是 倍 用 数 中 之 余 一 与 剩 数 等 ， 仍 为 他 定 所 度 
尽 也 ) 于 是 可 得 结论 


(iv) 所 求 数 x 二 2 MiFri(mod M), 

( 满 入 母 CM) 去 之 者 , 衍 母 中 所 涵 之 数 循环 相同 .每 减 一 次 , 仍 
合 题 骨 。 故 答 数 无 穷 。) 

其 三 ， 他 创立 求 一 术 表 式 岂 , 取 时 白 醇 歌 括 同样 算法 ,， 有 条 不 
紊 。 在 《 通 解 》 中 设 题 云 :“ 今 有 数 不 知 总 。 以 五 累 减 之 ， 无 剩 。 
以 七 百 一 十 五 ， 累 减 之 ， 剩 一 十 。 以 二 百 四 十 七 累 碱 之 ， 剩 一 百 
四 十 。 以 三 百 九 十 一 累 减 之 , 剩 二 百 四 十 五 。 以 一 百 八 十 七 累 减 
之 ， 剩 一 百 〇 九 。 问 : 总 数 若 干 ?( 管 数 10 020) 。 

在 解 题 过 程 中 , 他 首先 把 一 组 模 (5,715,247,391,187 经 素 因 
数 分 解 , 按 照 他 拟定 的 规则 , 弃 、 留 素 因数 。 他 确定 的 定 母 有 16 种 


@ 张 德 声 ， 整 数论 ， 第 一 卷 ， 北京 : 科学 出 版 社 ，1958， 136， 称 为 黄 宗 宪 求 -- 
术 表 式 。 
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不 同方 式 。 选取 其 中 一 组 , 求 答 数 。 本 题 他 的 求 一 术 表 式 可 以 归结 
如 下 : 


泛 母 
加 1 
5 311 735 
人 i 本 
和 一 
| | 0 | 2 96105 | 584155 | 
利 数 下 
#8 mn er io0 [8 hr 5 


578 989 136 
攻 10 020 


当 定 母 出 现 1, 黄 宗 宪 就 称 之 为 废 位 , 减少 了 同 余 式 组 中 的 同 
余 式 个 数 ， 而 不 影响 所 求 数 。 

黄 守 宪 解 题 明细 表 是 节约 时 间 和 篇 幅 的 答卷 。 

其 四 ， 乘 率 与 反 乘 率 及 其 在 解 同 余 式 组 中 的 妙用 。 


秦 氏 书 大 本 求 一 术 ， 如 果 把 算法 用 习惯 的 欧 几 里 得 算法 使 2 


列 为 竖 式 ， 则 必须 左 侧 最 后 余数 为 1， 即 x,=1， ra+! 二 0，n 为 单 

数 。 然 后 按 规 则 随 乘 随 加 ， 即 乘 率 j, 二 gj,_1 十 j,-: 是 
az= 王 lt(mnod b) 

的 解 。 黄 宗 宪 发 现 当 右 侧 最 后 余数 为 1， 即 x,_1==1, r= 二 0, nn 为 

单数 时 j,-1 二 qn-1js-z 十 有 -3 应 是 az 圭一 1(mod 0) 的 解 。 也 就 是 说 

jn-1 王 一 1。 为 有 区 别 于 前 者 , 他 仍 称 前 者 为 乘 率 , 后 者 为 反 乘 率 。 

他 说 :“ 求 乘 率 , 恒 以 衍 数 (一 侧 , 即 a) 余 一 而 止 。 兹 增补 求 反 乘 率 


第 五 编 ”南宋 时 代 “” 秦 九 韶 ( 下 ) 497 


法 ， 却 以 定 母 (一 侧 , 即 0) 余 一 而 止 .” z 
他 借助 于 反 乘 率 ， 用 代入 法 ， 逐 次 消 元 解 一 次 同 余 式 组 : 
ZE7i(mod mi) =r, (mod m,)="% Sr, (mod 7 ) 。 

在 《 通 解 》 中 , 他 从 特殊 情况 解 题 中 得 到 启发 ， 获 致 一 般 解 法 。 他 
说 ， 当 解 

r 汪 12(mod 995)， 

Xr 三 0 (mod 996), 

TX 三 0(mod 997 ) ， 

Xx 尖 12(mod 998 ) ， 

ZX 三 36(mod 999) 
以 其 中 两 个 模 数 的 乘积 996 Xx 997= 二 993 012 关 于 第 三 个 模 数 995 
的 剩余 993 012 三 2Cmod 995)。 又 以 此 剩余 除 第 三 式 的 剩余 12 二 2 
一 6.。 那 么 商 与 乘积 的 乘积 993 012 xX 6 二 5 958 072 就 是 同 余 式 组 的 
一 个 解 。 他 说 :“ 此 题 取 数 最 速 ， 然 必 题 中 有 两 位 适 尽 者 ， 始 能 取 
之 。 由 此 推 之 ， 更 立新 术 如 后 。” 

他 的 新 术 用 而 汉 语 写 ， 用 甲 、 乙 、 丙 … 天 于 记 m1，ms，m;， 

… 用 子 、 了 丑 、 寅 … 记 73，72，73， … 用 现代 数学 语言 相当 于 说 ; 
“ 先 取 题 中 mi; 中 的 最 大 者 , 不妨 说 是 mi， 又 取 略 小 于 mi 的 mm, 不 
妨 说 是 Pil2o 二 者 相应 的 余数 是 ri 72o。 又 以 ml， 7 2 作 变 换 ， 使 成 
定 母 AI， Pa 。 取 rl' 寺 ri (mod Hi2) 。 解 jx 圭一 1(mod pz ) 。 设 反 乘 
率 为 j,_1， 这 里 一 1 为 偶数 ,= 一 1,， mm 一 0，mji 一 一 1。 那 么 
工 尘 ni (mod m1) 三 rs(mod my) 的 解 就 是 z+ 二 ri 十 jj_1(r' 一 ry) 
(mod pup)”D。 原著 这 一 论断 是 正确 的 。 因 为 对 于 十 pjs_iCry 
一 7 ) 来 说 ， 除 以 Ais 它 有 余数 ri 而 jj-1 二 一 1， ri ppai lr 
—7r2)=ri—r +rs, 由 于 jy]r 一 ri' ,所 以 它 除 以 A2 就 有 余数 r2。 命 
题 已 证 。 


@ 原著 说 当 ri' 一 rs 之 0 时， 就 收取 71 一 rs 十 pp。 这 样 做 ， 对 解 并 无 影响 。 
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黄 守 宪 接 着 说 :“ 以 上 为 一 次 求法 。 凡 题 中 有 三 次 减 数 者 ,其 
求法 有 二 次 。 有 四 次 减 数 者 , 其 求法 有 三 次 。 以 后 减 数 每 增 一 次 ， 
其 求法 亦 每 增 一 次 。” 也 就 是 说 , 这 种 解法 连续 运用 , 对 有 个 同 
余 式 的 同 余 式 组 也 可 以 获 解 。 

他 连 举 二 例 以 为 应 用 ,其 中 一 例 为 :“ 今 有 物 不 知 总 ,以 一 十 
一 数 之 ， 剩 三 ; 以 一 十 九 数 之 ， 剩 五 ; 以 二 十 七 数 之 , 剩 一 十 七 ，; 
以 三 十 五 数 之 ， 剩 二 十 一 。 问 : 物 几 何 ?”( 答 数 :21 266) 

我 们 以 现代 数学 记 法 前 述 原 著 解法 全 过 程 : 

ZX 尘 3(mod 11)， 
ZX 汪 5 (mod 19)， 
ZX 汪 17(mod 27)， 
xX 汪 2] (mod 35), 

(i) 解 ”zx 硅 21(mod 35) 圭 17(mod 27) 。 

ri 三 3(mod 27) =35, J 二 27 的 反 乘 率 为 71-1 一 10。 于 是 
第 二 、 四 同人 余 式 的 解 是 三 让 十 jar 一 rz2)(mod AiAz ) 。 这 就 是 
zx 二 21 十 35X10(21 一 17)==1 421 硅 476 (mod 35X27) 。 

(ii) 解 >z 王 476(mod 945) 寺 5(mod 19) 。 

这 里 (945,19) 王 1， 取 内 一 945，j 一 5 mr 一 476，r? 一 5， 
于 是 x' 二 1(mod 19)，m，Am 的 反 乘 率 是 六 ;一 4。 
它们 的 解 是 z 圭 476 十 945X4X (1 一 5 十 19)==57 176(mod 945X 
19) 二 3 311(mod 17 955) 。 

(iii) 解 x 寺 3 311(mod 17 955) 圭 3(mod 11)， 

(17 955,11) 王 1， 取 m=17 955，m 一 11， 

于 是 ni' 志 0(mod 11)， AI ， az 的 有 反 乘 率 是 7， 那么 它 的 解 ， 也 就 
是 原来 有 四 个 同 余 式 的 同 余 组 的 解 是 
zr 三 3 311 十 17 955X7X (0 一 3 十 11) 
二 3 311 十 1 005 480(mod 17 955X11) 
尘 1 008 791(mod 197 505) 


列 式 
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三 21 266(mod 197 505 ) 。 
以 上 陈述 了 清 代 学 者 对 《 秦 九 章 》 的 主要 研究 成 绩 。 经 过 七 
十 多 年 的 不 断 努 力 ， 对 一 次 同 余 式 组 的 解 探 索 细 致 ， 特 别 是 在 化 
问 数 为 定 母 方面 取得 确定 的 算法 ， 在 解 同 余 式 组 方面 提出 过 三 种 
不 同 考虑 ， 大 本 术 、 演 纪 术 和 反 乘 率 法 比 高 斯 《算术 探讨 》 所 总 
结 的 西方 成 就 ， 有 过 之 者 。 


第 二 节 20 世纪 ( 运 60 年 代 止 ) 


本 节 并 述 辛亥 革命 之 后 迄 60 年 代 国 内 学 者 的 研究 工作 。 
一 依 种 了 


傅 种 孙 (1898 一 1962)? 江 西高 安 人 。 曾 任 北京 师范 大 学 校长 .名 
著 希 尔 伯 特 (D. Hilbert)《 几 何 基础 ) 和 罗素 (B. Russel) 《数学 后 
学 导论 》 译 者 。 他 于 1916 年 最 先 用 现代 数学 语言 阐述 大 衔 术 , 扎 
成 论文 “大 衍 求 一 术 ” 在 《北京 高 师 数 理 杂 志 》 第 1 期 pp.70 一 77 
发 表 。 文中 阐述 此 术 部 分 内 容 。 在 文 后 还 举 了 三 个 例题 , 其 中 二 、 
二 两 便 有 其 特色 。 

例 2 “ 某 将 将 兵 不 及 二 万 人 ， 操 时 列 为 五 路 纵队 ， 末 行 仅 3 
人 ; 列 为 十 一 路 纵队 , 末 行 仅 7 人 ; 列 为 十 七 路 纵队 , 末 行 仅 8 人 | 
列 为 二 十 三 路 纵队 ，, 末 行 仅 12 人 。 问 : 总 故 数 若干 ? 此 淮阴 @ 点 
兵 遗 法 也 。”( 答 数 18 113) 

例 3 “ 某 孩 生 于 民国 五 年 (1916 年 ) 甲 子 日 曜 日 (星期 日 )。 
问 : 至 民国 六 年 于 寅 土 曜 日 (星期 六 ) 该 若干 日 疾 .9” 

原著 解说 : 天 干 数 十 , 而 甲 至 于 为 8; 地 支 数 十 二 ， 而 子 至 实 


中 韩信 ， 汉 初 建国 功臣 ， 江 苏 淮 阴 人 ( 今 江 苏 清 江 县 填 ) 。 善 用 兵 ， 任 大 将 ， 初 
为 刘邦 封 楚 王 ， 后 降 为 淮阴 个。 
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为 2， 故 大 衍 表 如 下 。 

团 四 团 四 四 四 四 区区 
EEE 
[or 


大 衍 表 并 总 


| ol el 
答 数 398 三 4 178(mod 420) 。 
二 高 均 


高 均 ， 江 苏 人 金山 人 ,身世 不 详 ，1920 年 在 上 海 复 旦 大 学 院 学 
报 发 表 论 文 “ 大 衍 术 论 ”。 全 面 论述 秦 氏 大 衍 术 得 失 、 各 命题 所 以 
正确 的 理由 、 其 不 足 处 或 雇 误 所 在 ,论文 有 独到 见解 ， 至 今 对 理 
解 《 秦 九 章 》 仍 有 启迪 意义 。 论文 虽 成 于 80 年 前 , 其 牵涉 面 之 广 、 
之 深 、 江 论 之 严 并 ,是 这 80 年 来 有 关 秦 氏 书 研究 最 佳作 之 一 。 可 
惜 此 文 束 诸 高 阁 , 鲜 有 人 知 。 从 行文 中 知 高 均 曾 受 西方 数学 教育 
训练 ， 又 销 研 中 算 多 年 ， 对 清 人 专著 尤 多 研究 。 他 博古 通 今 ， 文 
章 措 词 贴切 ， 如 数 家 珍 ， 深 中 秦 术 原意 。 

论文 前 言 认 为 孙子 物 不 知 数 题 术 文 “ 虽 不 立 其 名 , 省 有 其 实 ， 
似 秦 术 大 纲 早 为 孙子 所 总 揽 。…… 但 问题 三 、 五、 七 两 两 无 等 , 以 
非 整 数 或 非 无 等 之 问题 求 无 等 之 定 母 、 在 总 术 言 之 甚 详 。 秦 氏 之 
发 明 殖 在 此 乎 ?” 高 均 用 近代 数学 知识 检验 秦 氏 术 ， 他 说 :“ 罗 列 
大 衍 术 九条 , 以 论 理 求 之 , … 以 观 中 西 之 异同 也 . 大 衍 术 之 是 非 ， 
了 如 观 火 人 疾 。” 论 文 把 大 衡 术 厘 为 九条 , 以 本 卷 第 四 编 分 段 对 照 如 
表 5. 2. 1 。 


1999 年 暮春 李 迪 教授 提供 材料 . 
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家 5.2.1 


一 ( 间 数 分 类 ) Ee 

二 ( 论 元 数 ) 1~5 “| 法 近 密 , 而 非 尽 窗 
三 ( 论 收 数 ) | ”2.2 | ”6~7 | 得 数 应 退 复原 位 
四 ( 论 通 数 ) | ”2.3 | ”8~10 | 得 数 以 共 母 收 之 
TXT 

六 (i 生母 | 31 | 15~18 | 原 术 密 

七 ( 论 奇数 、 TREE 19，20 | 原 术 密 

八 (大 条 求 一 术 ) | 32 | 21, 22 | 原 术 密  ， 
九 (大 衍 总 数 术 ) | 《4 《| ”23~30 ”| 正 用 、 借 用 和 次 


论文 在 《工科 杂志 》1920(2)pp. 7 一 64， 全 文 约 三 万 字 ， 分 
七 市 : 

问 数 分 类 第 一 

求 泛 母 第 二 

求 定 母 第 二 

求 衍 母 第 四 

求 衍 数 、 奇 数 、 用 数 、 各 总 、 并 总 、 求 率 第 五 

总 论 大 入 术 条 理 及 玻 密 第 六 

大 本 术 与 西法 等 剩 术 异 同 第 七 

我 们 依 此 序 述 主要 论点 。 

问 数 分 类 

高 均 说 ;“ 大 衍 问题 发 间 总 式 之 意 … 可 作 


z=r;(mod 1 ) 1 二 ]，2， “"*"» 1 (1) 
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式 中 心 z 为 所 求 之 未 知 数 。z 可 有 无 穷 多 个 解 各 , 而 大 衍 术 求 其 最 
小 者 , 谓 正 解 中 之 最 小 者 。 各 问 数 (xm;) 及 余数 (7;) 皆 整 ,， 则 解 不 得 
不 整 。 盖 以 非 整 数 去 兰 干 倍 整 数 ， 决 不 能 得 整数 也 。 故 复数 、 元 
数 两 格 ， 解 必 为 整数 。 其 在 他 格 则 解 亦 不 能 限于 整数 。 璧 如 气 骨 、 
装 骨 而 求 上 元 以 来 春 干 年 天 正 冬 至 之 积 日 (以 日 为 单位 )， 则 大 概 
不 为 整数 而 带 有 … 余 ， 顾 又 不 能 不 名 此 数 为 解 也 。” 

求 泛 母 

高 均 指 出 :“ 大 衍 题 问题 既 不 皆 为 元 数 , 故 第 一 步 即 以 他 格 问 
题 化 为 元 数 ， 乃 以 元 数 格 入 之 。 而 所 求 率 不 因 之 而 俱 变 ,或 虽 变 
而 得 数 后 ， 有 定 法 以 复归 原 数 ， 则 亦 可 用 也 。 问 数 既 化 ， 秦 氏 不 
立 专 名 … 谓 之 泛 母 。” 按 ， 泛 母 一 词 最 早 是 黄 宗 宪 《 求 一 术 通 解 》 
所 拟 。 本 节 高 均 讨 论 对 收 数 、 通 数 变换 为 元 数 后 对 所 求 率 的 影响 。 

其 一 ,“ 第 三 条 命 末 位 分 厘 作 单 零 者 ， 是 以 十 之 乘 方 乘 其 数 ， 
即 以 进 其 位 也 。… 今 考 原 书 积 尺 寻 源 题 , 其 草 日 , 有 分 为 小 者 ， 皆 
通 之 为 单 。 是 以 分 为 小 数 也 ， 而 下 文 问 数 与 剩 皆 以 分 为 单位 ， 可 
见 秦 意 : 数 之 之 数 (m;) 与 数 余 之 数 (x;) 同 进位 ， 是 秦 意 化 (1) 为 

X=(10)fr(mod 10*m,), (2) 

高 均 提 出 质疑 :“(2) 式 果 可 以 代 (1) 式 而 得 原 题 所 求 率 数 平 ?” 在 
论文 中 证 法 大 意 : 

设 ze 是 人 1) 的 解 ， 则 

Xo=r;(mod zz;)， 
把 所 有 项 都 扩大 10* 倍 ， 则 
10*zo=10*7y, (mod 10*m,). 


如 果 (1) 的 解 也 扩大 10* 倍 ，X。 二 10*zo 是 (2) 的 解 。 


DD 我 们 改 用 本 卷 已 用 的 、 等 价 于 商 均 的 表达 式 。 
外 高 均 原文 称 得 数 ， 这 里 改 为 解 。 
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反 过 来 , 如果 X。 是 (2 的 解 , 当 z= 直入 时 ,zo 也 是 (1 的 解 。 


高 氏 就 总 结 说 ;“ 收 数 收 位 法 密 。 惟 得 数 后 ， 应 退 复原 位 ， 则 术 文 
未 明言 。” 他 又 补充 说 ;“ 秦 术 原 文 虽 不 明言 得 数 后 退 复原 位 ， 然 
实 已 用 此 意 。 盖 古书 小 数 缘 注 名 称 ， 如 寸 分 升 合 之 类 。 和 细 如 本 以 
二 为 单位 ， 而 进 一 位 以 分 为 单位 … 是 不 痊 已 复原 位 人 锋 。 故 积 尺 题 
草 日 ， 不满 一 干 二 百 三 十 分 ， 约 之 为 一 百 二 十 三 寸 ， 即 得 数 退 位 
之 意 也 。” 
其 二 ,“ 第 四 条 有 分 子 、 母 谓 之 通 数 … 既 约 、 既 通 之 后 ， 则 问 
题 可 作 
z 一 大 mod | » (3) 
乃 设 尸 为 请 分 母 之 一 公 倍 (不 必 最 小 )， 以 书 遍 乘 各 端 ， 即 得 
P 


Pr= pr 


mod Em, 
di 


则 ri， Tm 者 率 皆 成 整数 。 命 
P P 
Pzx=X,， pr R, gM, 
X=R(mod M,), (4) 

用 类 似 于 收 数 的 处 理 , 高 均 证 明 ;“ 凡 (3) 式 之 得 数 共 母 (P) 乘 
之 ， 即 为 (4) 式 之 得 数 , 而 凡 (4) 式 之 得 数 共 母 约 之 , 即 为 (3) 式 之 
得 数 ， 是 一 一 相当 也 。” 

其 三 , 他 论 复数 格 :“ 第 五 条 , 复数 即 整 数 也 ， 本 可 以 元 数 格 
一 例 求 之 ， 而 秦 氏 必 先 化 为 元 数 格 者 ， 似 欲 用 其 总 数 术 以 费 省 算 
耳 。”0 


@ 他 在 求 定 母 论述 中 探讨 复数 格 之 误 。 
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求 定 母 

高 均 说 :“ 泛 母 既 得 ， 则 诸 问 数 化 为 整数 , ”原先 已 可 按 部 就 
班 解 题 , 他 深 有 见地 地 指出 :“ 惟 诸 沁 母 若 非 两 两 无 等 , 则 秦 法 向 
后 诸 步 仍 不 可 用 。 故 必 先 化 诸 母 , 令 两 两 无 等 后 , 可 按 步 推 求 也 。 
如 是 所 化 诸 母 ， 谓 之 定 母 。 各 剩 数 不 变 ， 亦 不 必 篆 小 于 各 定 母 。” 

为 讲 清 术 中 有 关 定 母 各 命题 ， 他 先 给 出 两 定理 。 

定理 一 对 于 xz=”(mod mi) Gi 一 1,2,…,n)，m; 不 两 两 互 
素 ， 而 tm，m2，…，m,) 二 M， 如 果 zo 是 (1) 的 解 ， 那 么 

(Dzo 十 KM 都 是 (1) 式 的 解 ，K 为 整数 ， 可 正 可 负 。 

@ 除 此 以 外 (1) 式 无 别 的 解 。 
他 用 同 余 式 的 充分 必要 条 件 作 出 完整 的 证 明 。 

推论 一 在 [0，MJ 间 (1) 式 有 惟一 解 。 

推论 二 在 [0，M] 间 (1) 式 无 解 ， 则 (1) 式 无 其 他 解 。 

定理 二 同 余 式 组 


T=ri(mod Am) 一 1，2，…)72)， (5) 
如 果 (5) 式 中 ，j 与 (1) 式 中 mm; 有 以 下 关系 
Li |m; 
且 Cp pa mi me p11)}=M, 那么 (1) 式 与 
(5) 式 等 价 
他 的 证 法 大 意 是 ， 


”如 果 (1) 式 的 解 是 ze 即 ze 三 ~r (mod m;)， 从 条 件 pe |m;:， 则 必 
存在 整数 KK;, m; 二 Kip， 因此 zo 也 是 (5) 式 的 解 。 反 过 来 如 果 x'。 
是 (5) 的 解 ， 则 其 通 解 为 x'o 十 LM' 。 从 刚才 证 的 结果 ，zo 如 为 (1) 
式 的 解 ， 在 (5) 式 中 必 有 x'o 十 LM' 诸 值 之 一 ， 设 


Xo=X 二 iM 9 
而 M=M, 7X' 二 Xo 十 (一 站 MM， 
已 证 zx'o 也 是 (1) 式 中 之 解 。 


两 定理 引进 后 ， 高 均 提 出 


第 五 编 ”南宋 时 代 ” 秦 九 韶 (下 ) 505 


定 母 应 满足 的 三 条 件 : 

“第 一 条 ， 定 母 能 除 尽 相当 之 证 母 (ml )。 

第 二 条 ,和 定 母 之 最 小 公 倍 等 于 泛 母 之 最 小 公信 
{ms m2 Ta ) 一 {fay pa hn} 

第 三 条 , 定 母 两 两 无 等 (jp) 二 1，(1<&i,j 才 n)。” 

为 什么 要 使 定 母 具备 这 三 条 件 ? 他 精辟 地 解释 说 :“ 具 第 一 、 
二 条 , 则 据 上 论 定 理 及 推论 , 从 定 母 所 推 之 求 率 即 泛 母 之 求 率 , 或 
以 泛 母 与 求 率 验 与 剩 数 不 符 , 则 可 决 (1) 式 无 得 数 , 故 倘 泛 母 本 未 
误 求 ， 则 是 已 得 原 题 之 求 率 ， 或 决 原 题 不 符 也 。 具 第 三 条 则 用 大 
衍 术 ， 求 率 可 推 。 故 此 三 条 为 定 母 之 满足 (充分 ) 条 件 。” 

“ 倘 缺 第 一 或 第 二 条 , 定 母 之 求 率 不 足 据 为 泛 母 之 求 率 , 则 亦 
不 足 据 为 原 题 之 求 率 。 倘 缺 第 三 条 ， 则 大 衍 求 一 术 不 能 应 用 ， 故 
此 三 条 又 为 定 母 之 必要 条 件 。” 

高 均 尤 为 精辟 地 有 畅 论 求 定 母 西法 与 秦 法 的 特色 ;“ 按 就 理论 言 
之 ， 则 求 定 母 ， 法 以 析 数 根 为 最 简 当 ， 备 具 上 三 条 件 甚 易 见 。 此 
术 黄 氏 尝 用 之 .由 劳 氏 ( 玉 初 ) 谓 如 遇 泛 母 甚 多 (大 ) 之 数 , 数 根 不 能 
一 览 而 知 ， 则 考 求 数 根 ， 转 繁 于 原 ( 秦 ) 法 。 其 说 是 也 , 均 @ 谓 宋 
元 人 未 知 有 数 根 ， 秦 氏 能 离 数 根 而 立 求法 ， 此 正 宜 详 考 者 也 .” 

接着 他 就 重点 讨论 :“ 论 秦 氏 术 所 求 定 母 果 具 上 论 三 条 件 否 ?” 
成 为 整 篇 论文 最 精彩 部 分 。 他 根据 秦 术 第 二 条 ( 论 元 数 )、 第 五 条 
( 论 复 数 ) 有 关内 容 分 五 层次 进行 。 

其 一 ， 求 等 与 古书 (《 九 章 算术 》) 的 关系 ， 他 说 ; “中 法 自古 
《 九 童 》 以 来 , 求 等 皆 用 轧 转 相 除 , 秦 氏 不 言 求 等 法 ， 盖 仿古 法 
之 旧 耳 … 所 谓 又 相 减 者 , 求 等 缘 辊 转 相 除 而 得 。 夫 除 , 即 累 减 也 ， 


QD 见 本 编 第 二 章 第 二 节 ， 六 、 黄 宗 宪 的 工作 。 
名 此 均 字 是 高 均 自称 。 
国 按 即 更 相 减 损 。 
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求 相 等 ， 亦 用 累 减 ， 故 日 义 。” 

其 二 ,， 论 “连环 求 等 、 约 此 存 彼 ”， 分 人 至 @ 点 ， 

届 秦 氏 术 中 之 所 以 连环 求 等 约 此 乘 彼 的 原因 :“ 既 得 泛 数 ,用 
以 等 数 约 一 母 、 存 一 母 ，… 约 后 之 两 母 ， 易 于 无 等 耳 。” 

所 “连环 求 等 , 约 此 存 彼 ”的 步 又:“ 任 意 取 两 泛 母 求 其 等 数 ， 
或 所 取 、 既 与 他 母 求 等 约 过 者 ， 则 用 既 约 之 数 ， 不 用 原 泛 母 。 以 
秦 书 题 草 考 之 ， 缘 然 。 又 云 两 两 者 ， 是 遍 取 任 何 两 个 之 意 ， 而 未 
明言 其 取 之 之 次 序 也 。?” 

昌 质 疑 :“ 约 奇 弗 约 偶 云 云 者 ， 既 得 等 数 ， 约 一 母 ， 存 一 母 。 
其 应 约 此 、 存 彼 ? 抑 应 约 彼 、 存 此 ? 则 秦 氏 意欲 以 原 母 之 奇 ( 单 ) 
偶 ( 双 ) 定 之 。 此 端 实 于 法 未 密 。” 他 对 第 二 条 ( 论 元 数 ) 提 出 与 所 求 
结果 有 无 影响 事 。 

“第 一 于 ,连环 求 等 ,以 诸 母 两 两 求 访 为 度 , 而 不 定 相 求 之 次 
序 。 

第 二 事 ， 以 等 数 约 此 则 乘 彼 ， 而 约 与 不 约 之 彼 、 此 ， 则 以 奇 
偶 决 之 。 

第 三 事 ， 泛 母 者 皆 奇 ， 则 存 、 约 之 彼此 无 定 例 ， 而 可 任 约 其 
一 ， 存 其 一 。” 

9 定 检验 标准 ， 使 约 此 、 存 彼 后 的 定 母 不 影响 原 题 的 解 。 高 
均 说 . 

“假设 a fap， a 为 诸 泛 母 G{ sms,… ,ms), 其 了 
为 数 根 之 一 。 诸 ai(i 二 1,2,…,n) 中 更 无 /， 诸 a 为 正 整 数 ， 亦 可 
为 0。 又 设 w ， a ;，…， a 为 相当 诸位 约 母 2 中 了 之 指数 ， 亦 皆 
为 正 整 数 , 或 0。 则 所 当 论 者 , 即 诸 a; 之 和 是 否 等 于 诸 a 中 之 最 


OD 约 母 ， 指 经 约 此 存 彼 变换 后 之 数 ， 在 第 四 编 第 四 章 第 一 节 ， 一 、 数 学 原理 定 
理 7. 1， 我们 称 为 准 定 母 。 
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大 者 也 。” 高 均 所 定 的 检验 标准 就 是 ， 之 , w ,一 max ai。 

加 高 均 指出 秦 术 第 二 条 以 奇偶 定 约 谁 存 谁 (第 二 ,三 事 ) “能 
然 ， 非 言 其 必然 。” 他 以 反例 证 秦 术 “未 密 ”， 例 中 过 两 奇 ， 任 选 
“ 约 此 存 彼 ”"， 册 


例 1 甲 243(3 ) 1 81 3 3 3 

Z 165(3 ,5.11) 165 165 一 ; 55 55 

| 

两 54(2。3 ) 54 54 54 54 
丁 77(7，11) 77 

所 得 约 母 : 3，5。11，2. 33，7。 他 说 :“ 其 3 之 指数 和 小 于 甲 中 

指数 5。 而 243，165 俱 奇 ， 改 以 3 约 165， 存 243， 则 


2 5 
例 甲 243(3 ) | 243 一 | 9(3“) 
1 


© 165(3*5°11) 59 55(5。 11) 


丙 54(2 .3 ) 54(2。3 ) 

丁 77(7 .11) 77(7。11) 
所 得 约 母 ; 9，55，54，77 中 ,各 数 根 之 指数 和 又 各 等 于 泛 母 中 之 
最 大 者 。 至 此 高 均 说 ;:“ 观 例 可 见 虽 用 秦 民 限制 以 定 存 , 约 之 彼此 ， 
而 每 数 根 约 母 指数 之 和 仍 能 等 于 、 亦 能 小 于 泛 母 中 本 数 根 数 之 最 
大 者 ， 故 未 合 于 约 母 之 必要 条 件 ， 是 其 术 之 朴 也 ”高 均 又 特别 申 
明 : “举例 中 求 等 相约 , 本 无 庸 假 道 于 数 根 , 效 附 列 之 ,以 备考 天 。?” 
G@) 为 补救 秦 术 之 芯 ， 他 “ 试 拟 两 两 求 等 密 术 。 术 日 : 以 诸 谤 
母 (m;) 上 自 上 而 下 列 出 (或 自 下 而 上 ) 以 首位 Gxm0) 与 次 位 Gm,_1) 以 下 
C12 9 Pn 9 M29801) 求 等 ( 设 (m， ?Hn -1 一 di)。 但 约 次 位 以 下 ， 


而 存 首 位 不 约 。 首位 与 次 位 以 下 求 遍 ， 万 以 次 位 | 2 一 mr， 与 


第 二 位 Gm',-,) 以 下 求 等 。 人 恒 约 三 位 以 下 , 而 存 次 位 不 约 。 如 是 遍 
求 ， 至 于 末次 位 与 末 位 终 夏 。 自 下 而 上 者 ， 即 以 最 下 者 为 首 ， 最 
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上 为 末 ， 以 下 者 皆 易 以 为 上 、 则 连环 求 等 之 事 已 记 ， 而 所 得 约 母 
指数 之 和 必 等 于 泛 母 中 本 数 根 指数 之 最 大 者 。” 

证 明 :“ 以 图 证 之 ， 按 术 制 图 ， 则 见 凡 有 一 段 存 者 ， 必 能 令 其 
正 下 诸 段 划 尽 , 而 划 法 则 不 离 平 上 下 , 则 所 存 诸 段 丝 必 左右 嘲 接 ， 
而 不 相 掩 。 故 连 之 ， 适 等 于 最 长 之 长 方形 ， 即 可 知 约 母 每 数 根 指 
数 之 和 必 等 于 泛 母 中 本 数 根 指 数 之 最 大 者 ,” 这 是 说 , 如 以 小 方块 
表示 泛 母 中 某 数 根 f, 则 户 有 ) 个 小 方块 .图 5. 2. 1 中 如 果 中 
有 产 ， ms 中 有 万， 则 按 密 术 “ 约 此 、 存 彼 ” 运 算 ， 小 方块 a, 4。， 
c,d; e,， gh j,k 上 ，L，m 只 存 a,， b,c，d, 上 1，m 七 小 块 ， 
同 理 mm 与 mms 中 有 瑚 ) 运 算 的 结果 存 ec, 6, c,d; mi 与 mi(m 
中 有 产 ) 运 算 后 ， 存 w， 色 。 然 后 my';( 含 和 Lm) 与 m'1( 伟 wv,w) 运 
算 ， 存 ,lL，m。 长 方形 条 段 中 共存 a,， 5b, c,d; 有 ,l,m 七 小 方 
块 就 是 ms，m:，m;，mi 中 的 最 长 长 方形 ms 所 含 方块 数 。 


NS 
NS 
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高 均 又 指出 :“ 此 就 一 数 根 言 之 ， 然 此 论 施 于 诸 数 根 莫不 然 。 
故 用 斯 术 ， 则 约 母 之 连 乘积 必 等 于 泛 母 之 最 小 公 倍 也 。 是 约 母 之 
条 件 具 侨 , 故 新 术 可 以 补 秦 氏 之 政 也 。” 他 还 回答 了 质疑 中 的 第 一 
事 , 即 约 此 存 彼 的 次 序 问题 :“ 按 求 等 之 序 , 秦 术 总 数 术 虽 未 明言 ， 
而 细 考 各 题 草 , 实 即 用 斯 术 所 定之 序 …… 然 上 文 举例 亦 用 此 序 ,而 
其 疏 不 免 , 故 秦 氏 之 朴 在 存 、 约 之 彼此 , 而 不 在 求 等 之 次 序 .” 文 
中 还 用 新 术 求 出 143，265，54，77 和 253，3 750，270，25 两 例 
的 定 母 为 例 。( 图 5, 2. 2) 


泛 母 “一 变 二 = 变 约 母 
甲 | 【三 出 LE 中 三 让 站 三 册 35) 
Z | 三 TSEO | 一 IEO | 一 1EO | 一 作 EO (2.5)) 
两 | LO 一 〇 .| | (0) 
于 | | (1 
图 5.2.2 


其 四 ， 论 “ 求 续 等 ， 约 此 乘 彼 。” 

高 均 指出 ， 经 过 连环 求 等 ， 约 此 存 彼 手续 之 后 “ 假 令 约 母 所 
求 不 误 ， 则 依 续 等 术 所 求 定 母 ， 其 连 乘积 必 仍 等 于 泛 母 之 最 小 公 
倍 ， 则 定 母 之 第 二 条 件 具 侨 。 又 续 等 一 变 或 数 变 必 至 诸 母 无 等 而 
止 ， 则 定 母 之 第 三 条 件 亦 具 矣 。 惟 续 等 约 一 数 ， 复 乘 一 数 ， 不 限 
彼此 ， 则 令 定 母 不 尽 相 当 之 泛 母 ， 则 第 一 条 件 缺 全， 是 续 等 原 术 
亦 未 密 也 。” 于 是 他 ;“ 今 亦 为 补正 其 玖 漏 续 等 新 术 如 下 ， 先 用 第 
一 层 拟 术 求 初 (次 ) 等 记 ， 乃 求 续 等 ， 以 首位 (ms) 与 次 位 (zi) 求 


等 (Comvm-D=d)。 约 首位 , 复 乘 次 位 | 宇 ,dim,| 。 再 相 求 ,天 


® 指 p.443 例 
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等 即 止 ， 有 等 则 仍 约 首 位 。 复 乘 次 位 ， 再 求 等 ， 再 约 、 乘 ， 必 有 至 
无 等 而 止 。 乃 以 首位 与 他 位 各 相 求 论 ， 是 为 一 变 。 叉 以 次 位 与 三 
位 以 下 各 相 求 旋 , 为 二 变 。 至 于 末次 与 末 位 , 相 求 终 焉 。 凡 约 、 乘 ， 
皆 约 上 位 ， 复 乘 下 位 ， 必 至 无 等 而 止 。” 

于 泛 母 中 此 根 最 高 指数 。 是 拟 术 所 得 定 母 ， 无 异 于 泛 母 中 取 各 数 
根 指数 之 最 高 者 , 而 弃 其 余数 根 也 。 然则 定 母 三 条 件 丝 备 狂 。” 他 
特别 补充 说 :“ 拟 术 、 求 约定 母 丝 不 析 数 根 ， 与 古 法 同 。” 这 就 解 
决 了 不 满足 第 一 条 件 的 问题 ， 

其 五 ， 求 定 母 捷 法 。 

这 是 高 均 的 一 项 创见 。 论 文 标题 :“ 论 求 约 母 可 省 诸 变 为 一 变 
求 之 ”。 他 先 指出 :“ 连 环 求 等 原 术 及 前 拟 术 ， 皆 须 展 变 得 之 。 凡 
位 数 为 n, 则 变数 为 n 一 1。 其 实 可 省 诸 变 为 一 变 求 之 ,” 他 的 捷 法 
是 :“ 诸 泛 母 自 上 而 下 列 甲乙 位 为 泛 、 甲 乙 于 左 行 。 重 列 泛 甲 于 右 
行 子 位 。 乃 以 子 与 泛 乙 求 等 ， 约 泛 乙 为 约 乙 。 从 约 乙 复 乘 子 ， 入 
丑 位 。 乃 以 丑 与 泛 两 求 等 ， 约 泛 丙 为 约 两 ， 以 约 丙 复 乘 丑 ， 入 袖 
位 。 如 是 递 推 .至 于 末 位 而 止 ， 则 左 行 即 约 母 ,” 术 后 举例 (图 


左 行 变 | 左 行 | ”有 行 
约 母 | 泛 母 


| 夺 出 | 三 il LE 
潮 相 | 二 JJ 项 ，1 三 村山 | 
由 | 如 必 | LTEO 
于! 十 和 1 一 下 二 1 一 O ( 即 筒 母 


图 5.2.3 
5, 2. 3) 用 中 国 数 码 字 记 数 据 ， 对 于 泛 母 253，165，54，77 一 变 到 
位 地 获得 定 母 243，55，2，7。 同 时 也 获得 入 母 187 110。 如 以 
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《 秦 九 章 》 卷 2 第 8 题 ( 积 尺 寻 源 ) 有 汉 母 八 个 ,130, 120, 110,100， 
60, 50, 25, 20 原 草 有 七 变 2, 改 用 高 均 捷 法 只 需 一 变 就 得 到 结果 ， 
13, 24, 11, 25, 1, 1, 1, 1。 

高 君 心细 如 发 , 还 指出 重要 二 点 ;“ 左 行 约 母 之 积 为 诸 泛 母 之 
最 小 公信 也 。 此 术 亦 人 须 求 续 等 ， 与 前 拟 术 同 ,。” 以 积 尺 寻 源 题 说 ， 
其 运算 应 是 : 


续 等 ”| 左 行 变 有 行 
定 母 

24 120 130X12=1 560 

11 110 1 S60X11=17 760 
25 100 17 760X5 一 85 800 
1 85 800( 术 母 ) 


这 一 捷 术 ， 我 们 已 列 为 第 四 编 第 四 章 第 一 节 ， 一 、 数 学 原理 定理 
7. 3。 

高 均 在 论述 其 优 于 秦 术 的 创见 后 , 又 恰当 地 指出 :“ 按 以 此 术 
求 约 母 多 者 ， 较 前 拟 术 简捷 多 全 ， 而 不 废 前 术 者 ， 以 与 原 术 最 近 
也 .” 

其 六 ， 论 复数 ， 其 主要 论点 为 

中 复数 格 不 必 设 立 : “复数 为 赣 设 ,此 格 不 特 歼 设 , 是 多 致 误 .” 


@ 见 第 四 编 第 四 章 第 二 节 积 尺 寻 源 题 分 析 ， 
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@ 复 数 格 中 有 约 此 乘 彼 出 之 说 ,高 均 批 评说 ;“ 依 复数 条 约 此 、 
复 乘 彼 ， 则 约 母 指数 之 和 将 与 泛 母 指数 之 和 等 ， 而 定 母 指 数 之 和 
亦 与 泛 母 指数 等 , 则 和 定 母 连 乘 积 必 大 于 泛 母 之 最 小 公 倍 。” 不 满足 
定 母 条 件 之 二 ， 因 此 此 说 启 误 ，。 

按照 元 数 格 中 对 复数 的 定义 或 诸 数 箔 不 可 尽 类 ， 则 以 诸 
元 数 ， 命 日 复数 。“ 不 可 尽 类 ” 指 有 公约 数 ， 秦 氏 称 为 总 等 。 高 均 
也 说 :;“ 复 数 有 总 等 一 层 也 。” 秦 氏 在 大 衍 术 中 两 次 提 到 对 复数 的 
处 理 方案 : 以 诸 数 求 总 等 ， 存 一 位 ， 约 众 位 ， 始 得 元 数 。 高 均 指 
出 :“ 复 数 于 连环 求 等 之 前 ， 皆 先 求 总 等 。 存 一 位 ， 约 众 位 ， 又 以 
程 行 二 题 考 之 ， 元 数 有 总 等 者 ， 亦 先 求 总 等 ， 此 层 前 人 已 司 其 于 
算 未 密 。 劳 氏 ( 玉 初 ) 从 之 ， 省 去 不 用 ， 是 也 ”高 均 为 此 作 剖 析 : 
所 谓 存 一 位 ， 约 众 位 ， 仅 在 特殊 情况 下 正确 。 他 说 :“ 试 明 其 所 以 
致 误 之 由 : 苟 所 存 一 位 非 本 数 根 指数 最 高 之 位 ， 则 最 高 指数 必 被 
约 减 。 连 环 求 等 后 ， 约 母 指数 之 和 必 小 于 泛 母 最 高 指数 ， 而 求 续 
等 后 , 定 母 指数 之 和 亦 将 小 于 谤 母 最 小 公 倍 中 本 根 之 指数 侨 .” 他 
指出 :“ 惟 所 存 之 位 适 为 指数 最 高 之 位 , 上 且 必 总 等 所 有 诸 数 根 悉 于 
此 位 得 最 高 之 指数 ， 而 后 约 母 定 母 ， 可 偶 含 下 .” 他 的 结论 是 ; 
“然则 总 等 一 层 ， 非 通 法 ， 审 矣 1 

高 均 又 以 4 秦 九 章 》 卷 1 第 2 人 
1 372 340(22。3。5。47，487), 朔 分 111 036(22.， 3。19。487)， 
纪 分 225 600(25。3。5?:。47) 为 例 , 验 证 其 论点 。 二 等 四 12 人 

，3)。“ 今 借 数 根 考 之 , 则 总 等 所 有 数 根 为 2 与 3, 其 最 高 指数 告 在 

第 三 位 纪 分 中 ,本题 原 草 以 总 等 约 气 . 朔 ,而 存 纪 分 , 适 存 指数 最 高 
之 位 , 故 得 气 定 487, 朔 定 19, 纪 定 225 600(2f。3。5?。47), 衍 母 
2 087 476 800(26。3。5?。47。19。487) 诸 数 丝 不 误 ,@2” 


人 见 大 入 术 第 2.4 第 12 和 全 。 
多 见 第 四 编 第 四 章 第 三 节 ,而 历 会 积 题 分 析 
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“ 倘 约 朔 、 纪 而 存 气 分 不 约 ， 则 2 之 最 高 指数 6 被 减 为 1， 得 


气 元 1 323 340 气 定 68 667 
朔 元 “9 253 如 法 连环 求 等 又 求 续 等 ， 得 ” 朔 定 19 
纪元 18 800 纪 定 ”400 


衍 母 421 869 200(24。3。52。19。47。487) 此 生母 不 能 以 纪 分 约 
尽 ， 则 定 母 之 不 可 用 可 见笑 ， 而 其 致 误 之 由 ， 即 在 求 总 等 也 。?” 
我 们 补 作 说 明 : 
(1) 以 卷 2 第 2 题 ( 程 行 计 地 ) 为 例 , 复数 300(22:。3。5:)， 240 
(2 。3，5)，180(2。3:。5)， 其 总 数 为 22。3。5。 如 按 高 均 法 则 


”要 在 三 数 中 选择 一 个 使 2，3，5 的 指数 都 不 小 于 其 他 两 数 ， 以 为 


仓 数 。 此 例 存 数 不 存在 ， 因 此 原 题 草 谓 :“ 先 求 总 等 ， 得 六 十 。 只 
存 三 百 ， 勿 约 ， 乃 约 二 百 四 十 ， 得 四 。 次 约 一 百 八 十 ,得 三 。 各 
为 元 数 , 连环 求 等 ”。 草 中 得 定 母 分 别 为 25, 16, 9, 生母 为 3 600。 
”这 仅仅 是 偶合 。 检 视 原 划 运算， 并 非 按 元 数 化 定 母 规则 ， 约 此 存 
彼 , 而 是 按 续 等 规则 ; 约 此 乘 彼 了 ,无 异 已 先 承 认 三 数 经 存 一 约 二 
之 后 连 乘 积 已 是 泛 母 的 最 小 公 倍数 ， 以 续 等 变换 ， 以 满足 定 母 的 
第 三 条 件 ， 两 两 互 素 。 

(2) 以 同 卷 第 3 题 ( 程 行 相 及 ) 为 例 , 复 数 300(2? 。3 .5?),250 
(2，5 )，200(2，。527， 其 总 数 为 2。5:。 如 按 高 均 法 则 要 在 已 给 
三 数 中 选择 一 个 使 2，5 的 指数 都 不 小 于 其 他 两 数 , 以 为 存 数 。 此 
例 存 数 也 不 存在 。 原 草 说 :“ 甲 乙 丙 三 名 日 行 ， 求 总 等 ， 得 五 十 。 
先 约 甲 . 丙 存 乙 , 得 甲 六 、 乙 二 百 五 十 、 丙 四 。” 各 自 含 2。3,2。5;， 
2 。 经 连环 求 等 ， 约 此 存 彼 ， 得 定 母 2?，3，5;。 数 根 2 的 指数 已 
小 于 原来 泛 母 中 的 最 高 指数 3。 不 符合 定 母 条 件 。 至 于 原 术 草 文 把 
人 存 一 、 约 二 的 三 数 求 续 等 、 约 此 乘 彼 变 换 ， 错 上 加 错 ， 我 们 已 有 


中 见 上 间 编 、 章 、 节 程 行 计 地 题 分 析 。 
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述评 .9 

大 衍 求 一 术 

高 均 以 治 历 演 纪 题 原 草 解 

377 873Xx 二 1(mod 499 067) 。 

用 中 国 数码 字 录 全 图 @ 并 作 说 明 :“ 观 于 此 草 , 则 求 一 之 术 , 条 段 
自明 。 然 古人 本 题 运 以 筹 策 ， 故 各 层 转变 ， 居 其 所 而 不 动 ， 不 竺 
需 言 而 自 解 。 载 之 柑 素 ， 则 不 得 不 按 步 分 图 ， 顿 觉 繁重 。 盖 法 重 
运筹 ， 本 不 求 利 笔墨 耳 .” 他 用 相当 于 第 四 编 第 四 章 第 一 节 ， 一 、 
数学 原理 定理 2, 定理 10 方法 证 大 衔 求 一 术 之 真 。 他 还 指出 :“ 故 
知 奇 定 相 求 ， 必 至 奇 一 而 止 。 所 谓 求 一 者 ， 即 求 此 一 也 。 

关于 大 衍 求 一 术 的 运算 工具 ,高 均 能 数 典 念 祖 ,他 说 :“ 按 十 
《 九 章 算 术 》 约 分 术 日 : 可 半 者 半 之 ,不 可 半 者 副 置 分 子 、 母 之 数 ， 
以 少 碱 多 , 更 相 减 损 , 求 其 等 也 。 以 等 数 约 之 。 此 即 求 一 术 之 种 ， 
惟 古 用 减损 ， 今 则 商 除 ， 稍 趋 简捷 耳 。 然 则 求 一 术 之 渊源 ， 亦 可 
寻 矣 。” 

大 衍 总 数 术 

高 均 对 泛 用 、 正 用 有 正确 的 认识 , 他 说 ,“ 泛 用 以 本 定 母 约 之 ， 
余 一 。 以 他 定 母 约 之 ， 沸 尽 。 故 诸 泛 用 并 ， 以 各 定 母 约 之 ， 崇 余 
一 (数学 原理 ,定理 18), 即 泛 用 为 一 个 或 数 个 衍 母 多 一 也 。 秦 氏 则 
以 容 一 个 衍 母 者 为 正 用 。 容 两 个 以 上 者 ， 复 设法 损 之 ， 令 只 容 一 
个 而 止 …… 不 分 正 用 、 泛 用 而 于 理 尼 合 ，…… 不 必 损 减 也 。 

对 定 母 为 一 及 借用 的 认识 :“ 定 母 得 一 者 ， 无 论 得 数 为 何 ,以 
定 母 数 之 ， 皆 能 得 问题 所 设 之 本 位 剩 数 也 。 然 则 本 定 母 与 本 剩 数 
缘 可 不 计 ( 恒 等 间 余 式 )， 而 只 用 他 位 定 母 与 剩 数 以 求 得 数 也 。 是 
总 并 中 可 缺 本 位 一 总 ， 是 无 异 令 本 位 之 用 数 为 0 也 .…… 秦 氏 欲 令 


同 编 、 章 、 节 程 行 相 及 题 分 析 。 


中 见 上 
多 见 第 四 编 第 四 章 第 四 节 附 表 。 
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各 位 皆 备 用 数 ， 故 立 借用 数 法 。 然 亦 自 知 可 省 ， 孝 日 : 或 欲 从 省 ， 
勿 借 ， 任 之 为 空 可 也 。” 

高 均 还 作出 相当 于 数学 原理 定理 17. 2 的 判断 。 

“定理 ” 若 泛 母 者 干 位 有 等 ( 专 指 此 若干 位 之 总 等 , 非 谓 诸 母 
全 局 之 总 等 ) 。 约 衍 母 得 商 数 乃 于 所 论 诸位 证 母 内 各 损益 若干 倍 商 
数 , 但 使 损益 总 数 相 消 , 或 合 一 个 、 或 数 个 衍 母 , 则 求 率 仍 无 变 。” 
对 此 还 作证 明 ( 咯 )。 

他 还 指出 相当 于 数学 原理 定理 13 的 判断 :“ 设 泛 母 若干 位 有 
等 , 则 此 诸位 剩 数 之 各 较 ( 差 ) 悉 能 以 总 等 约 尽 ,否则 问 数 无 得 数 。” 
并 作证 明 ( 格 )。 

他 还 指出 秦 氏 术 (4. 1 段 第 25 句 ) 之 订 失 :, “ 验 元 数 奇偶 同类 
者 ， 损 其 半 倍 ; 或 三 处 同类 ， 以 三 约 衡 母 ， 于 三 处 借 之 .,” 他 说 ; 
“ 约 其 义 ， 则 其 于 用 数 内 各 损 天 也 .@ 此 数 确 成 一 个 全 衍 母 . 但 kK 
为 位 数 ， 未 必 为 诸位 之 总 等 。 则 总 并 共 损 ， 亦 未 必 是 全 衍 母 ， 则 
得 数 不 能 无 误 也 。” 

总 论 大 衍 术 政 密 

高 均 总 结 秦 氏 术 计 算 算 程序 一 如 时 日 醇 “ 求 一 歌 括 ”或 第 四 
编 第 四 章 第 一 节 末 之 表 。 他 还 总 结 全 文 对 秦 氏 术 的 分 条 童 见 ， 我 
们 在 表 5，2. 1 后 作 了 摘要 。 

大 衍 术 与 西法 等 剩 术 ( 同 余 论 ) 异 同 

论文 说 : “等 剩 式 《congruences ) 创 于 德 人 高 斯 多 ， 清 嘉 庆 、 道 
光 间 (1796w1851 年 ) 人 也 。” 当 ma 一 6， 则 称 4 二 bp(mod m) 为 等 
剩 式 。“ 此 式 倘 函 未 知 数 ， 命 之 日 余 程 ax 寺 6(mod m) (一 次 同 余 
式 )。” 他 指出 大 衍 术 所 涉 数 域 不 限于 整数 ,“ 余 程 中 已 知 未 知 诸 数 


@ 论文 笔 误 ， 作 K 党 ， 我 们 据 意 改正 ， 
@ 原文 译 为 果 斯 ， 
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丝 以 整数 为 限 , 未 见 有 论 分 数 者 。 此 界 说 视 大 衍 术 为 隘 。” 论 文 分 
两 方面 比较 中 西 异 同 。 
其 一 ， 一 次 同 余 式 
ar 三 (mod ma ) 。 (6) 
“假定 a 与 mw 有 等 ,而 等 数 不 尽 5b， 则 余 程 必 无 得 数 。 假 令 等 
数 亦 能 尽 65, 则 以 之 约 a, 6b, m 三 数 后 , 所 得 之 余 程 必 与 原 式 同 其 
得 数 ”( 数 学 原理 定理 9* 故 可 专 论 a,m 之 无 等 者 ”) 。 


论文 用 相当 于 数学 原理 定理 2 方法 化 之 为 连 分 数 
pb ] 
a gt 
然后 化 为 个 渐 近 分 数 ， 称 x 级 近 分 数 。 得 (6) 之 特 解 
To= (~1)"7,_1w, 
它 的 通 解 是 
Zz 二 zo 十 mt(t 为 任意 整数 )， 
对 照 大 衍 术 所 得 特 解 
Xo=(—1)" "7b 
相差 1. 高 均 为 作 精 湛 的 对 比 ， 和 解释 说 :“ 试 与 大 衍 求 一 术 比 而 
观 之 ， 则 余 程 之 a 与 m 即 求 一 术 奇 、 定 也 。 连 分 数 之 诸 偏 商 (q1， 
gs， ,qr) 即 求 一 术 之 诸 商 也 . 惟 求 一 术 奇 不 满 定 , 故 gi 常 为 空 , 连 
分 数 之 诸 级 近 分 母 (j1 ,js，… ; 广 ) 即 求 一 术 之 左 率 也 ， 其 推 率 之 两 
两 相当 可 证 也 。 其 次 末 级 近 母 j,_! 即 求 一 术 之 乘 率 2 也 。 惟 求 一 
术 常 令 右 上 奇 一 , 乃 取 左上 为 常 率 。 是 能 令 n 常 偶 也 。 则 (一 1)"j,_i 
常 正 侨 。 此 则 两 术 之 途径 稍 殊 而 仍 同 归 者 也 。 盖 余 程 法 所 取 者 
(一 1)" 或 正 或 负 。 而 求 一 术 之 乘 率 则 为 正 。(n 偶 则 乘 率 ,)_ ,jz 奇 
则 乘 率 ,m 一 j,-1) 乘 率 常 正 , 故 用 乘 奇 , 亦 常 为 正 , 而 满 去 定 母 , 常 


@ 按 大 衍 术 取 ( 一 1)"+!， 故 乘 率 的 序号 应 是 wx， 即 乘 率 为 j,。 
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得 正 一 。 若 余 程 之 (一 1)"aj,-! 则 虽 不 常 正 , 而 其 负 时 , 可 累 增 法 数 
(m)， 而 亦 得 正 一 ， 故 日 殊 途 而 同 妇 也 。” 

其 二 ， 一 次 同 余 式 组 

高 均 讨论 。 z 二 ri(mod mi) (i 二 1,2,*…,n)。 
他 认为 :“ 法 数 (m;) 两 两 无 等 , 在 大 衍 则 谓 定 母 , 同 泛 母 也 。.” 在 这 
种 情况 下 ， 他 介绍 西法 ， 相 当 于 说 


z= 2 FiriM.(mod M), 
其 中 ，F; 是 MF 三 1(mod mi) 的 解 
Mi 到 ， M= |] mn.. 
当 他 对 照 秦 氏 术 中 西法 相通 , 深 有 体会 地 说 :“ 惟 大 衍 须 求 最 小 得 
数 ， 故 复 满 入 母 去 之 为 所 求 率 数 。 而 余 程 取 总 式 。 故 任意 增 碱 衍 
母 也 。 然 则 两 术 之 层 层 相 印 ， 真 有 闭门造车 而 合板 之 妙 侨 。” 
高 均 又 讨论 (2) 式 中 “法 数 非 两 两 无 等 ”。 他 说 ;“ 在 大 衍 为 有 
证 母 ， 宜 求 定 母 。” 而 西法 :“ 不 论 泛 母 求 定 母 法 。 其 于 法 数 不 必 
两 两 无 等 之 通 法 ”。 先 取 二 行 
Zr (mod mi),， 
[0 Mi2 ) ， 
“ 则 据 第 一 行 有 <z=zat 十 ri( 为 整数 ) ， 代 入 第 二 行 ， 得 
mtiri=r;, (mod zy ) 。 


若 d = (zz 17212 ) [rs—7 9 则 


借以 求 得 上 的 特 解 如。 其 通 解 当 为 
1 一 1 十 本 S， 于 是 


ni, 
Sa 


d 


mim, 
T=mitoTni 十 一 ys 二 Xo 十 
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mod 


此 即 二 Xo (7) 


“此 式 (7) 与 (1) 式 之 第 三 行 相 和 ,如 法 求 之 ,… 可 代 其 首 三 行 。 
如 是 递 推 ,， 则 可 尽 诸 余 程 ， 而 以 一 余 程 代 之 。” 高 均 介绍 两 法 解 同 
余 式 组 通 法 之 后 ， 他 又 兴致 勃勃 地 对 照 《 秦 九 章 》 有 关 成 果 和 清 
和 人 的 工作 ,他 说 :， 按 此 递 推 之 法 与 秦 氏 有 证 求 定之 法 殊 科 ( 异 ) 侨 。 
而 秦 氏 实 亦 有 递 推 之 法 ， 特 不 著 于 总 术 九 条 之 中 ， 而 治 历 演 纪 一 
题 ， 其 法 尽 在 侨 。…… 题 极 宛 长 。… 沈 氏 钦 裴 有 改定 术 ; 极 简明 。 
时 与 原 术 稍 有 出 入 , 然 用 递 推 之 意 ， 则 犹 原 术 也 。” 高 均 就 用 沈 氏 
术 讲 明 秦 九 姜 也 曾经 用 逐次 消去 去 解 题 ， 

“多 率 、 纪 率 、 朔 率 皆 以 分 为 单一 。 分 者 、 以 日 法 (16 900) 分 
一 日 之 时 间 也 .。 故 命 上 元 以 来 积分 为 zo, 则 z= 积 年 xX 岁 率 , 而 以 
余 程 译 题 ， 则 有 


17717712 
0 


ZX 三 气 骨 (mod 纪 率 )， 

Z 三 国 骨 (mod 朔 率 )，。 
沈 术 先 以 岁 余 ( 即 岁 率 满 去 纪 率 ) 与 纪 率 求 等 ， 是 犹 以 岁 率 (m) 与 
纪 率 (ms) 求 等 也 。 乃 得 气 等 率 (d)、 郁 率 及 入 元 岁 。 其 药 率 即 气 等 


率 约 纪 率 | 加 也。 其 入 元 岁 即 冬至 与 甲子 日 首 一 会 以 来 积 年 也 ， 


(= 岁 率 )， 


故 得 竹 率 X 岁 率 一 一“ ， 入 元 岁 X 岁 率 一 zo， 此 即 先 用 首 二 余 程 


求 zo 及 ”之 意 也 ， 
,， |X 夺 入 元 岁 X 岁 率 (mod 邦 率 X 岁 率 )， 
用 可 以 [2 静 率 ) 
相 和 求 之 ,或 先 求 z'==xz 一 xz。, 则 用 
人 蔓 率 X 岁 率 )， 
Ps 国 骨 (ze 满 去 朔 率 )(mod 朔 率 ) 。 
下 端 谓 之 图 缩 ,其 x' 即 朔 积 年 x 岁 率 也 。 故 以 元 闽 与 朔 率 相 求 ,得 
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朔 等 数 .因数 .和 蔡 数 、. 朔 积 年 诸 率 , 帮 以 朔 积 年 与 入 元 岁 相 并 (> 十 
zo) 即 得 所 问 积 年 侨 。” 高 均 又 说 ,此 术 当 是 唐 宋 演 扎 家 所 习 用 , 惟 
袭 方程 之 名 。 秦 氏 颇 加 修改 ， 而 非 创设 ， 则 于 术 文 下 自 言 之 者 。” 

读 完 高 君 论文 ， 深 受 教 益 。 是 否 可 以 这 样 说 如 果 此 文 早日 
被 发 现 和 被 深入 理解 , 那么 70 年 代 比 利 时 学 者 李 倍 始 的 名 著 《 十 
三 世纪 中 国 数学 》2 必 将 有 根本 性 改观 ; 曾经 在 80 年 代 ，90 年 代 
对 某 些 问题 的 争论 也 成 为 没有 必要 了 。 此 外 如 果 我 们 把 高 均 论 文 
与 第 四 编 第 四 章 第 一 节 ， 一 、 数 学 原理 十 九条 定理 作 一 比较 ， 其 
主要 方面 均 已 有 论述 ， 而 且 作 出 严密 推导 ， 足 证 他 对 数学 和 数学 
史 造 谓 之 高 。 


三 钱 宝 玉 


” 钱 宝 琼 (1892~1974 年 ) 浙 江 嘉兴 人 ,浙江 大 学 教授 , 中 国 科 
学 院 研究 员 。 他 于 1921 年 在 《学 艺 》 杂 志 发 表 “ 求 一 术 源 流 考 ” 
有 关 《 秦 九 章 》 的 第 一 篇 论文 ， 以 后 继续 深入 研究 ， 有 独到 见解 。 
1955 年 从 浙江 上 调 北 京 后 ， 继 《 九 章 算 术 》 校 点 本 、《 中 国 数学 
史 》 完 稿 , 他 又 紧 接 着 主编 《 宋 元 数学 史 论 文集 》(1966 年 出 版 )， 
其 中 “ 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 研 究 ” 为 对 秦 氏 书 研 究 成 果 的 代表 作 。 
文中 考 订 和 全 面 介 绍 秦 氏 身 世 , 又 从 一 次 同 余 式 、 多 项 式 方程 、 线 
性 方程 组 、 色 股 测量 等 方面 阐述 《 数 书 九 章 》 的 突出 成 就 。 这 是 
我 国文 化 史上 的 重要 工作 ， 为 以 后 国内 外 研究 工作 者 奠定 了 重要 
基础 。 


四 李 癸 


李 促 (1892 一 1963 年 ) 福 建 闽 全 人 ， 从 事 铁 路 工程 建设 工作 ， 
中 国 数学 史 为 其 副业 。1955 年 上 调 中 国 科学 院 任 研究 员 、 中 国 自 


中 在 李 倍 始 书 第 327 页 曾 提 到 高 均 ， 但 文献 目录 中 无 高 均 论 文 . 
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然 科 学 中 研究 室 主 任 ， 有 《中 算 史 论 从 》 一 至 五 集 。 在 秦 氏 书 的 
研究 方面 , 力作 “大 和 本 求 一 术 之 过 去 与 未 来 ”1925 年 在 《学 艺 》 杂 
志 发 表 由 ,全面 介绍 秦 氏 大 衡 术 。 文 中 对 有 关 材 料 联系 非常 广泛 
宋 以 前 的 不 定 分 析 、 大 衡 术 与 连 分数 、 不 定 方程 、 历 法 、 大 衍 术 
的 世界 意义 ， 特 别 是 对 日 本 的 影响 。 此 文 同 样 为 国内 外 研究 工作 
者 奠定 了 重要 基础 。 


五 许 部 谣 


许 芋 盘 (? ~ 一 1965 年 ) 江 苏 无 锡 人 ， 胡 家 渡 胡 氏 中 学 教师 。20 
世纪 30 年 代 在 中 华 书局 出 版 《 古 算法 之 新 研究 》( 共 11 章 )。 以 
后 在 中 国 青 年 出 版 社 出 版 《中 算 家 的 算术 (代数 . 几何) 研究》， 对 
国内 外 学 术 界 有 较 大 影响 。 国 外 文献 多 次 引用 其 著述 。 他 对 古 算 
理论 的 解释 的 创见 ， 很 有 说 服 力 。 如 在 《数学 通报 》(1965 年 ) 著 
文 讨论 沈 插 隙 积 术 便 是 著 例 名 。 对 秦 氏 书 他 在 《 古 算法 之 新 研究 》 
中 有 两 处 ， 值 得 称道 。 

其 一 ， 第 二 章 求 一 术 许 氏 新 创 求 一 术 简 法 三 种 。 

第 一 简 法 “ 取 题 中 剩 数 最 小 者 ， 遍 减 诸 他 组 剩 数 ， 使 本 位 剩 
数 为 零 ， 则 本 位 乘 率 、 用 数 均 可 免 求 。 但 就 他 组 求 得 总 数 ， 加 此 
最 小 数 ， 所 得 亦 同 .” 他 以 孙子 物 不 知 数 题 为 例 


XxX 三 2(mod 3) 王 3(mod 5)=2 (mod 7), (C(x) 
其 中 1 一 rs3 二 2 为 最 小 ， 据 此 第 一 简 法 ， 原 题 可 改 为 
ZE 三 0(mod 3) 三 ] (mod 5)=0(mod 7) (Xx x) 


只 需 解 x 三 1(mod 5), 以 衍 数 3xX7==21 与 余数 差 1 相 习 ,(* * ) 
的 解 是 21， 因 此 (* ) 的 解 是 21 十 ri=21 十 2 二 23。 
我 们 认为 此 简 法 一 般 也 正确 9 即 当 rn 如 为 min ri(1=],2,: 9 


中 后 收入 《中 算 史 论 从 》 第 一 集 。 
@ 许 些 盘 ， 从 刍 音 求 积 到 队 积 和 四 角 吉 级 数 ， 数 学 通报 ，1965(1)，47 一 49 
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n)， 则 z 夺 ri(mod mi) 寺 7r, (mod 1 ) 二 三 (mod mr ) 。 (1) 
改 解 ”zr 一 ri 尘 0(mod mi) 寺 rs 一 rj (mod m,) 
=rs—ri(mod m3) 三 "Sr,—ri(mod m,)。 (2) 


那么 (2) 的 解 为 。 MiFi(ri—ri) (mod M)， 


则 (1) 的 解 为 n+ MPF,r—n) mod M). 


这 一 命题 我 们 称 为 定理 17. 4。 

第 二 简 法 “二 剩 数 相等 者 , 取 二 组 泛 母 之 最 小 公 倍数 为 泛 母 ， 
以 等 剩 数 为 剩 数 ， 两 组 并 为 一 组 ， 亦 可 省 算 。” 

对 于 上 面 同 余 式 组 ， 不 妨 设 ,=r,， 此 简 法 认为 与 同 余 式 组 
Xl 三 ri(mod mim;) 三 rs (mod m3) 三 … 三 7, (mod m,) 等 价 。 

第 三 简 法 “ 求 得 乘 率 后 ， 各 乘 剩 数 ， 得 用 数 ， 满 本 位 定 母 去 
之 。… 以 各 剩 数 乘 之 ， 得 各 总 ， 并 之 ， 满 衔 母 去 之 ， 得 所 求 数 。?” 

这 一 简 法 与 张 敦 仁 法 (定理 17. 3) 一 致 ， 但 许 氏 法 取 Fx, 二 R 
(mod mi) 较 张 民 取 盖 二 mmod mi) 计 算 工 作 基 方面 衡量， 当 各 有 
利弊 。 

其 二 ， 第 十 章 三 斜 求 积 术 ”三 角形 已 给 三 边 求 面积 术 世 称 海 
伦 (Heron) 公 式 。 许 氏 最 先 指出 :“ 南 宋 之 时 ， 大 算 学 家 秦 九 韶 氏 
亦 曾 以 其 他 方法 单独 发 见 此 三 斜 求 积 之 术 ， 于 是 海伦 氏 乃 不 能 专 
美 于 前 锋 。” 

为 证 明 秦 氏 术 ， 他 作出 不 少 推 导 。 下 面 录 其 有 特色 者 .: 

证 明 一 ”相当 于 角 的 余弦 定理 推导 ， 图 5. 2.4 中 

b=a’:+c:—2accos B=a’++c:— 2arx, 
于 是 
+o 
2a ， 
从 勾 股 定理 如 =c? 一 x 一 (c 十 xz)(c 一 zx) 把 xz 信 代入 ， 
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C 


c 


图 5. 2.4 
又 从 底 高 乘积 之 半 就 能 导出 三 斜 求 积 公式 。 
证 明 二 ” 许 氏 还 从 三 角形 内 切 圆 、 旁 切 圆 半径 关系 推导 。( 图 
5. 2.5) 他 设 人 A4BC 三 边 和 之 半 为 *， 内 切 圆 、 旁 切 贺 半径 分 别 为 
r， pi。 从 AODCACEO, 建立 比例 关系 OD : CD=CE : O,E, 于 
是 


rr (5 一 C) 一 (一 CC) :reo (1) 


图 5.2.5 
又 QOD: BD=O,E : BE, 
各 7 : (ss—b)=r,: s, (2) 


(1)(2) 两 边 相 乘 ” 壮 : (G5 一 bp)(s 一 c)= 二 (5 一 a)， 
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也 就 是 说 ris:=s(s—a)(s—b)(s—ce), 
再 从 面积 和 ABC 一 广 ar 十 FO oer (athbtorrs 就 得 到 
海伦 公式 。 

证 明 三 ”他 还 在 《中 算 家 的 几何 研究 》 一 书 中 ， 以 符合 秦 九 
韶 生 活 的 时 代 背 景 的 出 入 相 补 原理 证 法 。 

图 5. 2. 6 中 由 《 九 章 算 术 。 方 田 》 圭 田 术 可 得 
A4BC 的 面积 A= 方 ah， 自 乘 得 

] 


4 一 一 0 
4 后 
又 由 勾 股 定理 有 h’=c— ps, 
以 (2) 代 入 (1) 得 


人 一 全 az(c2 p) = cia!—aip’) ， 


又 从 (2) 得 = 及 十 gq?:==c? 一 p: 十 gq?。 (4) 
在 图 5.2.7 中 以 出 入 相 补 原理 ， 知 


ap 7 
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gq =a’++ pi—2ap, (5) 
以 (5) 代 入 (4)， b’=c!a’— 2ap, 
c+a:—pb’ 
p= 
以 (6) 代 入 (3) 就 是 三 斜 求 积 公 式 。 

这 一 复原 设想 是 合情合理 的 2， 

六 王 守 义 

王 守 义 (1912~~1976 年 ) 山 东 临 清 人 。1939 年 齐鲁 大 学 天 算 系 
毕业 , 兰州 甘肃 师范 大 学 数学 系 教 师 。 在 50 年 代 中 期 完成 《 数 书 
九 章 新 释 》 一 稿 ，1958 年 科学 出 版 社 已 列 入 出 版 计划 。 因 故 撤消 
出 版 , 退回 。 后 来 此 稿 重 起 , 由 1992 年 合肥 安徽 科技 出 版 社 出 版 。 
王 守 义 因 故 于 1957 年 离开 教学 岗位 。 从 情况 推测 他 只 读 到 李 人 有 
关 论 著 ， 钱 宝玉 1966 年 发 表 的 代表 作 “ 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 研 
究 ” 论 文 未 能 读 到 ， 所 以 《新 释 》 中 绝 大 部 分 是 他 自己 的 研究 心 
得 。 这 是 我 国 第 一 部 全 面 、 系 统 地 用 现代 数学 语言 解释 《 秦 九 
章 》 的 专著 ， 是 难能可贵 之 作 。 

全 书 615 页 ， 约 52 万 字 ， 按 秦 氏 书 原来 章 、 卷 、 题 为 序 。 

每 章 之 前 一 般 都 有 王 守 义 用 现代 数学 语言 解释 全 章 主 要 内 
容 ， 有 详 、 有 了 略 。 例 如 第 一 章 大 衍 类 多 达 36 页 , 第 九 章 市 物 类 12 
页 ， 而 第 二 章 天 时 类 1 页 半 ， 第 六 章 钱 谷类 仅 半 页 。 

每 题 的 《新 释 》 体 例 : 题 问 、 术 文 之 后 用 字母 代表 未 知 数 、 用 
公式 写 出 术 文 实际 意义 ， 使 原来 艰深 的 文言 文 变 得 平易 近 人 。 这 
样 做 , 必然 难度 很 大 , 但 这 样 做 使 某 些 数学 史上 有 争论 的 间 题 , 昭 
然 奢 的。 比如 秦 氏 有 建立 方程 和 恒 等 变 换 方面 的 熟练 技巧 并 非 
“不 氢 明 怎样 从 问题 所 给 的 条 件 导 出 这 个 方程 式 的 逻辑 思维 ,而 枝 


(6) 


QD 对 照 日 本 今 村 知 商 的 成 果 ， 参 见 副 卷 第 一 卷 第 六 编 第 二 章 ， 
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枝 节 节 地 说 明 实 、 方 、 廉 、 隅 的 数字 计算 程序 .”《 新 释 》 的 细致 
工作 使 秦 氏 这 一 功勋 显现 无 遗 。 举 例 说 ， 卷 6 第 2 题 ( 环 田 三 积 ) 
术 文 :“ 各 置 环 圆 径 自 乘 为 幕 。 进 位 为 实 ， 以 一 为 隅 ， 开 平方 ,得 
周 。 各 置 圆 环 周 自 乘 为 医 ， 退 位 为 实 ， 以 一 为 隅 ,开平 方 ， 得 径 。 
以 周 寡 或 径 霸 乘 各 实 ， 以 一 十 六 约 之 ,为 实 。 以 一 为 隅 ， 开 平方 ， 
得 圆 积 。 置 环 周 医 ， 乘 径 实 ， 十 六 约 之 ， 为 大 率 。 置 虚 径 窟 ， 乘 
内 周 实 , 十 六 约 之 , 为 小 率 , 以 二 率 相 减 之 , 余 以 自 乘 ， 为 实 。 并 
二 率 ， 倍 之 ， 为 从 上 廉 、 一 为 益 隅 ， 开 三 乘 方 ， 得 环 积 。 置 环 周 
自 滋 ， 退 位 为 实 ， 一 为 隅 ， 开 平方 ， 得 通 径 。 以 虚 径 减 通 径 ， 余 
为 实 径 。 其 有 开 不 尽 者 ， 约 而 命 之 .”《 新 释 》 文 顺 字 从 地 译 为 现 
代数 学 语言 说 ， 
设 直径 为 4， 贺 周 为 C，x=~M10， 则 有 

C= 10d’, 

2_C 

“一 10 
又 设 圆 积 为 4， 则 

d20C2 10d CC: 


2 iva 
A= 116 16 10.16° 


复 设 环 田 积 为 十， 外 圆 积 为 4i， 内 圆 积 为 A,, 通 径 为 外 周 为 
Ci， 内 周 为 C,， 虚 径 为 4;:， 则 得 


A a /Ca /Ca 
T=A A 16 16 ， 
-CC » /Cd ， /cid 

16 16。 


Gd G4 od, ew 
16 16 ~“/ “16 16° 


两 端 平方 ， 得 
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化 简 ， 得 
Ca | | C2g? < 2 
~ yd ll | 2%2 2 | 一 1 一 2 一 2| 
zt 16 + 16/* \16 16)™° 
而 环 田 实 公 = 二 di 一 d;。 


《新 释 》 并 不 是 逐 句 解释 ， 而 是 有 选择 地 作 重 点 阐述 。 

草 文 及 筹 算 图 式 之 后 用 阿拉 伯 数 字 横 式 列 出 相应 演算 ， 使 读 
者 明了 术 文 的 实际 意义 。 

正如 第 三 编 第 二 章 第 二 节 ， 对 《 数 书 九 章 》 评 说 中 所 记 秦 氏 
书 有 数 以 百 计 的 庇 漏 和 笔 误 。 对 此 王 守 义 的 处 理 是 ;:“ 原 问 术 草 小 
有 论 误 进行 改正 时 ， 均 随 文 修改 ， 并 附 原文 。 图 中 筹码 ， 则 照 改 
正 数字 列 出 , 其 中 这 误 较 大 的 , 则 另 列 更 正题 问 术 草 , 并 为 新 释 。” 

《新 释 》 作 者 发 挥 他 的 专长 , 在 第 二 章 天 时 类 有 关 题 新 释 中 尤 
有 精辟 见解 ， 对 于 秦 氏 所 处 南宋 社会 人 文 历史 背景 的 理解 也 是 深 
入 的 。 

对 于 历来 有 争议 的 秦 氏 题 王 守 义 提出 新 的 更 正 见解 ; 

其 一 , 卷 1 第 2 题 ( 古 历 会 积 ) 前 人 已 有 多 次 更 正 ， 但 改动 
过 多 。 王 守 义 认为 :“ 为 了 说 明 古 历 会 积 这 类 问题 的 实质 , 并 尽量 
保存 原文 字 起 见 , 特 为 更 正如 次 :“ 问 十 历 冬至 以 三 百 六 十 五 日 四 
分 日 之 一 、 朔 策 以 二 十 九 日 九 百 四 十 分 日 之 四 百 九 十 九 、 甲 子 六 
十 日 各 为 一 周 ; 假 令 天 正 ( 原 为 “至 淳 禧 丙午 十 一 月 ”) 丙 展 朔 ， 初 
五 日 康 申 冬至 ， 初 九 日 甲子 ,欲求 古 历 气 朔 甲子 一 会 积 年 积 月 积 
日 及 历 过 、 未 至 年 数 各 几何 ? 管 日 ， 
一 会 积 1520 年 , 18 800 月 , 555 180 日 , 历 过 1268 年 , 未 至 252 年 ， 


但 必须 是 交 正 末 刻 冬至 和 展 刻 33 刻 72 分 34 蕊 秒 即 8 2 时 
交 朔 。” 

其 二 , 卷 2 第 3 题 ( 程 行 计 及 ) 前 人 也 有 多 次 更 正 。 王 守 义 认 
为 :“ 原 问 各 数 应 该 有 机 地 联系 起 来 , 惟 按 原 设 数字 , 却 发 生 了 一 
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个 不 可 能 问题 , 这 个 不 可 能 的 产生 , 主要 的 是 秦 氏 没有 掌握 x; 寺 x， 
(mod (mi,mj)) 的 规律 , 而 任意 设 数 的 结果 ; 这 和 十 历 会 积 题 的 
朔 不 及 8 日 ， 气 不 及 4 日 的 无 解 情况 是 相 类 似 的 ， 这 样 一 来 ， 本 
间 若 不 略 改 是 无 法 统一 的 。 本 问 改 之 如 次 : 

问 有 急 足 三 名 , 甲 日 行 300 里 , 乙 日 行 250 里 ,两 日 行 200 里 。 


先 差 丙 往 他 处 下 文字 , 既 1 日 。 又 有 文字 遗 乙 追 付 , 已 1 日。 复 


有 文字 续 令 甲 赶 付 乙 。 三 人 各 不 相 及 ， 力 同时 俱 至 彼 所 。 先 欲 知 
乙 果 及 丙 、 甲 有 果 及 乙 , 得 日 并 里 , 次 欲 知 彼 处 去 此 里 数 各 几何 ? 答 
日 ; 乙 果 和 追 及 两 ， 6 日, 行 1 500 里 ， 甲 果 追 及 乙 ，5 日 ， 行 1 500 
里 ， 彼 此 去 1 500 里 。” 

王 守 义 的 工作 是 开创 性 的 ， 由 于 受 历 史 条 件 的 限制 ， 有 些 地 
方 ， 特 别 是 秦 氏 书 中 要 害 部 分 的 新 释 未 能 涉及 本 质 。 例 如 关于 模 
数 化 为 定 母 的 秦 九 韶 定 理 ( 定 理 7), 他 仅 是 沿用 50 年 代 苏 联 维 诺 
格拉 多 夫 (N. M. Butorpanos) 著 (应 光 明 译 )《 数 论 基础 》 观 点 及 黄 
宗 宪 析 因 数 法 求解 ， 这 与 我 国 宋 时 数学 处 理 习 惯 大 相 运 庭 ， 当 时 
并 无 素数 概念 。 又 如 他 力图 更 正 前 人 更 正 的 不 足 ， 但 上 引 两 处 更 
正 仍 误 。 以 古 历 会 积 题 而 言 ， 既 求 出 答 数 : 历 过 为 1268 年 ， 即 自 
士 元 至 制 历年 冬至 点 ( 亥 正 末 刻 ) 时 间 应 为 

365 十 X1 268 王 363 137 晶 
更 正题 中 措 出， 交 朔 在 丙 辰 ( 初 一 ) 交 正 末 刻 后 8 序 6 时 ， 
从 图 5. 2. 8 知 
8 22 
499 235 951 


29 940 应 整除 363 137 一 4 十 一 一 363 1337 870 


QD 等 价 于 (rami) lri—r;, 


528 第 二 章 ”国内 学 者 对 《 数 书 九 章 》 的 研究 及 其 成 绩 


60 应 整除 363 137 十 4 二 363 141 
但 两 者 都 不 能 达到 要 求 ， 程 行 计 及 题 的 更 正 也 未 尽 人 意 。 


七 其 他 学 者 的 工作 


在 三 斜 求 积 公式 方面 有 燕 霞 (1955)、 李 迪 (1962) 文 ， 在 其 雨 
测 雪 方面 有 程 廷 投 专 文 (1963)。 杜 石 然 撰文 讨论 数值 解 方 程 与 阿 
拉 伯 数学 的 关系 (1966)。 白 尚 恕 则 全 面 讨论 了 测 望 类 九 题 
(1966) .© 


第 三 节 20 世纪 (80 和 90 年 代 ) 


1980 年 之 冬 中 国 科学 技术 史学 会 第 一 届 全 国 代表 大 会 在 北 
京 召 开 ， 会 上 产生 首届 中 国 科学 技术 史学 会 常务 理事 领导 班子 。 
1981 年 夏天 中 国 数学 史学 会 代表 大 会 在 大 连 举行 。 两 会 犹如 一 对 
艳丽 的 报 春花 ， 科 学 史 ( 含 数学 史 ) 的 活动 从 此 健康 展开 。 众 多 书 
刊 的 出 版 ， 频 繁 的 学 术 会 议 ， 展 现 数学 史 的 深入 研究 成 果 ， 

秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 的 研究 工作 也 不 后 人 ， 在 一 些 文集 和 杂 
志 上 对 秦 氏 书 的 讨论 是 其 中 最 热门 的 课题 之 一 。 此 外 经 过 长 时 期 
酝酿 ，1987 年 在 北京 师范 大 学 还 召开 了 “ 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 成 
书 740 周年 纪念 暨 学 术 研 讨 国际 会 议 ”( 图 版 四 ) 。 

会 议 由 北京 师范 大 学 、 内 蒙古 师范 大 学 、 杭 州 大 学 、 西 北大 
学 联合 发 起 筹备 , 是 国家 自然 科学 基金 项 目 .5 月 21 日 至 24 日 在 
北京 师范 大 学 图 书馆 大 楼 举行 ,出席 代表 55 人 。 其 中 国内 学 者 50 


@ 括 弧 内 数字 为 文章 发 表 年 代 , 文 题 可 查 本 卷 末 文 献 目 录 . 20 世纪 60 年 代 何 洛 
〈 何 章 陆 ) 在 浙江 病 范 学 院 数 学 系 任 教 ， 曾 有 《 数 书 九 章 选读 》 稿 本 。 有 独到 见解 ， 未 
及 发 表 ，70 年 代 他 不 幸 去 世 。 
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人 来 自 全国 19 个 省 市 自治 区 : 北京 (25) 中 , 天 津 (2), 上 海 (1), 湖 
南 (2)， 湖 北 (2)， 陕 西 (4) ， 山 西 (3)， 山 东 (2)， 黑 龙 江 (2)， 吉 
林 (1)， 辽 宁 (1)， 河南 (1)， 内 蒙古 (4)， 四 川 (3)， 江 西 (3), 福 
建 (1)， 新 疆 (1)， 江 苏 (4)， 浙 江 (4)， 外 国学 者 5 人 来 自 美国 
(2), 日 本 (2), 比利时 (1), 济济 一 堂 , 真是 少 长 威 集 ， 群 贤 毕 至 。 
会 议 共 收 到 论文 56 篇 ,其 中 总 论 21 篇 , 大 衍 术 18 篇 ,其 他 课题 
17 篇 ， 这 些 论文 不 少 已 在 杂志 和 文集 发 表 。 

此 外 为 秦 氏 书 还 出 版 专著 《 秦 九 韶 与 〈 数 书 九 章 》》， 吴 文俊 
主编 ， 北 京师 范 大 学 出 版 社 出 版 ，1987。 是 《中 国 数学 史 研 究 从 
书 》 中 继 《 刘 徽 与 ( 九 章 算术 )》 之 后 的 第 二 部 专著 , 收 论文 32 简 ， 
这 是 综合 研究 秦 氏 书 的 第 一 部 专著 。 

这 20 年 间 对 秦 氏 书 的 工作 情况 我 们 分 三 段 总 结 。 


一 秦 民 其 人 其 书 的 研究 


李 迪 (1987a)2、 解 延 年 (1987)、 葛 绍 把 (1989)、 沈 康 身 
(1989) 都 为 秦 氏 立 传 , 严 敦 杰 (1987) 发 表 他 工作 了 36 年 的 秦 九 前 
年 谱 ， 邵 启 昌 (1988) 考 证 秦 氏 籍贯 。 

关于 《 数 书 九 章 》 分 项 作 了 钻研 。 

1， 流 传 与 版 本 

李 迪 (1986b)、 沈 康 身 (1987a) 还 作 部 分 订 论 正 误 。 

2， 与 其 他 学 科 的 关系 及 其 比较 

一 一 与 中 国 传统 名 著 ”和 白 尚 恕 、 李 兆 华 (1987c) 论 与 《 九 章 算 
术 》 的 关系 ， 李 迪 (1996b ) 论 与 祖冲之 缀 术 的 关系 。 

一 一 与 哲学 ” 周 瀚 光 (1987) 


中 括 弧 内 数字 表示 人 数 。 
@@ 括 弧 内 数字 为 论文 发 表 年 份 ， 字 母 为 作者 同年 发 表 论 文 序 号 ， 论 文 文 题 见 本 
卷 末 文 献 。 
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一 一 与 理学 ” 周 瀚 光 (1983) 

一 一 与 道学 ” 周 瀚 光 (1989) 

一 一 与 数学 教育 ” 张 素 亮 (1987) 

一 一 与 南宋 社会 ” 李 迪 (1987) 

3， 比 较 数学 史 

一 一 与 印度 数学 ” 沈 康 身 (1986d,1987b,c)、 李 培 业 (1987)、 
许 康 (1995) 

一 一 与 阿拉 伯 数 学 ” 杜 石 然 (1987) 

一 一 与 和 算 ” 沈 康 身 (1986c ,1987d) 

一 一 与 Avicenna 劳 汉 生 (1988) 

一 一 与 欧 拉 的 同 余 式 解法 ” 王 翼 勋 (1996) 

一 一 与 高 斯 《算术 探讨 》 沈 康 身 (1992) 

4. 数学 史学 史 

一 一 李 倍 始 《13 世纪 中 国 数学 》 述 评 白 尚 恕 、 沈 康 身 
(1987) 

一 一 西方 对 《 数 书 九 章 》 的 认识 ” 沈 康 身 (1988)， 汪 晓 勤 
(1999) 

一 一 国内 研究 情况 ” 李 迪 (1992a,1996a ) 

s$， 向 外 国 宣扬 秦 氏 书 的 成 就 

沈 康 身 撰文 分 别 在 印度 (1986d) , 在 日 本 (1986c) , 在 德国 、 美 
国 (1988b) 发 表 。 


二 分 类 研究 


我 们 按 《 秦 九 章 》 所 分 类 曾 述 

1， 大 衍 类 

为 数 众多 的 学 者 发 表 论 著 讨论 ， 主 要 成 果 表 现在 

一 一 大 衍 术 通论 ” 李 继 闵 (1987e,1996b)、 莫 绍 接 (1989， 
1993)、 王 翼 勋 (1990) 
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一 一 从 数论 全 面 考虑 大 衍 术 ” 沈 康 身 (1986a) 

一 一 大 衍 术 的 推广 ” 刘 钝 (1987) 

一 一 从 问 数 变换 为 定 母 的 研究 ” 继 高 均 之 后 ， 李 继 闵 最 先 考 
虚 把 奇偶 概念 从 单 双 解释 为 位 置 (彼此 ) 关 系 (1987e)， 钱 克 仁 
(1982,1990), 梅 荣 照 (1987), 王 渝 生 (1987), 李 兆 华 (1988), 王 
翼 勋 (1992)。 他 们 都 各 抒 己 见 ， 而 且 坦 率 地 指出 自己 可 能 的 不 足 
处 ， 有 的 还 作出 统计 比较 

一 一 大 衍 术 与 大 簿 求 一 术 王 翼 勋 (1990a)， 汪 德 营 (1987)， 
段 邦 宁 (1987) 考 虑 计算 机 处 理 

一 一 对 正 用 的 研究 ” 王 翼 勋 (1990)， 尚 智 众 (1993) 

一 一 与 清 代 学 者 研究 成 果 的 比较 ” 王 愤 勋 (1990b) 对 张 敦 
仁 、 时 昌 醇 、 黄 宗 宪 等 人 的 工作 作 了 探讨 。 

一 一 与 天 文 历法 的 关系 ，” 李 文 林 、 圳 向 东 (1987)， 李 继 阅 
(1987f{，1996a ) 

众所周知 ,本 类 第 1 题 ( 善 卦 发 微 ) 是 学 习 秦 氏 书 的 拦路 虎 , 是 
不 得 其 门 而 入 的 、 令 人 生 晨 的 路 障 ， 罗 见 今 (1987)， 李 继 闵 
(1987c) 作 了 通俗 易 晓 的 中 肯 解 释 , 又 董 光 壁 (1988) 解 释 了 大 衍 数 
第 7 题 ( 程 行 相 及 ) 题 文艺 盾 ， 曲 安 京 (1991) 在 同 余 式 范围 内 作 了 
解释 

2， 天 时 类 

一 一 演 纪 术 是 与 大 衍 术 相辅相成 的 一 次 同 余 式 组 解法 ， 在 前 
人 基础 上 李 继 闵 (1987a), 王 荣 彬 (1998b), 王 翼 勋 (1997) 对 第 3 题 
( 治 历 演 纪 ) 作 了 进一步 探讨 
查 有 梁 (1987) 讨 论 第 4 题 (级 术 推 星 ) 

3， 田 域 类 

-一 三 斜 求 积 夏 明 德 (1981)， 许 康 (1987), 程 金 华 
(1987) 用 多 种 方法 探讨 公式 的 推导 

一 一 党 田 推 积 王 愤 勋 1987 年 在 一 篇 题 为 No Parallel line 
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but the gougu and the chongcha in Qin Jiushao's surveying 
problems 用 英文 写 的 论文 中 讨论 秦 氏 术 文 的 推导 。 

4， 测 望 类 

_ - 勾 股 测 其 李 培 业 (1987)， 李 文 铭 (1988)， 汉 立 升 
(1996) 

-一 正 负 开 方术 李 俊 秀 (1987)， 李 兆 华 (1993)， 王 荣 梢 
(1998)， 吴 文俊 (1997)， 罗 见 今 (1996) 还 讨论 了 与 计算 机 程序 的 
关系 

一 一 遥 度 圆 城 ” 郭 书 春 (1982)， 高 宏 林 (1987) 

-一 临 台 测 水 王 要 勋 1987 年 那 篇 英文 写 的 论文 阐述 此 题 
与 漂 田 推 积 公式 间 的 因果 关系 ， 能 够 反映 秦 氏 造 术 原 貌 ， 

s， 赋 役 类 

6， 钱 谷类 

李 迪 (1987c), 许 康 、 张 杰 恒 (1998) 指 出 米 谷 粒 分 一 题 是 最 早 
的 统计 学 样本 文献 。 

7， 和 营建 类 

-与 北宋 李 诚 《 萤 造 法 式 》 的 比较 ” 沈 康 身 (1987f) 

-一 第 4 题 ( 计 浚 河渠 ) 向 尚 恕 (1986) 

-第 5 题 ( 计 作 清 台 ) 郭 世 荣 (1988) 

8.， 车 旅 类 

李 兆 华 (1987)， 莫 绍 抒 (1992) 

9， 市 物 类 

一 一 线性 方程 组 解法 ” 郭 书 春 (1982) 

-一 第 2 题 ( 均 货 推 本 ) 沈 康 身 (1987) 

一 -第 3，4,，5 题 ( 互 易 推 本 、 茂 票 互 易 、 推 计 互 易 ) 沈 康 身 
(1987) 
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第 三 人 章 《 数 书 九 章 》 研究 在 国外 


《 数 书 九 章 》 原 系 手 抄 本 。 经 1842 年 上 海 郁 松 年 发 起 木刻 印 
刷 ， 才 能 大 量 流 传 ， 有 志 于 此 的 外 国人 才 有 可 能 方便 地 购 读 。 我 
们 按 国家 、 分 段 论 述 域外 学 人 对 秦 氏 书 专心 致 志 钻 研 实况 ， 以 及 
他 们 对 秦 氏 书 的 认识 评价 。 


一 美 国 


鸦片 战争 结束 , 1842 年 签订 了 丧 权 辱 国 的 南京 条 约 。 五 年 后 ， 
即 1847 年 4 月 6 日 英国 传教 十 伟 烈 亚 力 (A. Wylie 1815 一 1887 
年 ) 从 伦敦 出 发 , 经 过 4 个 多 月 的 航行 , 于 8 月 26 日 抵达 上 海 , 他 
的 任务 是 经 营 教会 主办 的 黑海 书馆 ， 来 华 后 他 勤奋 学 习 ， 很 快 党 
握 汉 语 。 虽 然 在 照顾 书店 ， 家 庭 多 故 的 困难 条 件 下 ， 他 还 是 坚持 
学 习 。 不 但 学 习 汉 语 , 他 深 知 经 典 著作 对 中 国人 思想 的 深刻 影响 ， 
他 就 研读 四 书 五 经 ， 特 别 对 书 、 诗 、 礼 、 易 、 春 秋 况 作 了 全 文英 
译 ， 然 后 他 又 广泛 习 读 中 国 历史 、 地 理 、 宗 教 、 哲 学 、 艺 术 ( 含 金 
石 ) 和 科学 ( 含 数 学 ) 。 他 嗜好 购书 ， 以 臻 《教会 新 报 》 说 他 :“ 先 
生平 素 不 独 重 外 国 书 籍 ， 而 以 中 国 书 为 至 宝 。 西 藏 佛 碑 ， 宗 教 经 
轴 ， 三 坟 五 典 ， 无 不 俱 备 。? 
1852 年 6 月 , 也 就 是 他 来 华 后 五 年 ， 伟 烈 就 与 新 结识 的 中 国 
数学 大 家 李 善 兰 (1811 一 1882) 合 作 翻 译 欧 几 里 得 《原本 》 后 九 卷 ， 
全 1857 年 才 木 刻 出 版 。 翻译 方式 是 由 伟 烈 口述 , 李 善 兰 笔录 , 可 


@ 汪 晓 勤 博士 毕业 论文 。“ 伟 烈 亚 力 与 中 西数 学 交流 ”， 中 国 科学 院 自然 科学 史 
研究 所 ，1999 
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见 经 过 五 年 自学 ， 他 的 汉语 水 平 之 深 人 之。 今 人 更 为 惊异 的 是 在 西 
学 东 传 工作 的 同时 ， 他 还 着 手 做 中 学 西 播 的 反 向 传导 。 在 当时 西 
方 视 中 国人 及 其 文化 是 轧 昧 无 知 的 代名词 , 伟 烈 这 种 反 潮 流 意识 ， 
是 值得 引起 我 们 重视 的 。 他 在 1852 年 8 月 起 , 以 “O” 为 笔名 , 陆 
续 在 《 北 华 捷报 》( 即 《 字 林 西 报 》,North-China Herald) 发 表 他 研 
究 中 国 传统 数学 的 心得 体会 , 题名 “中 国 科学 札记 ”。 其 算术 部 分 
(Jottings on the Science of the Chinese，Arithmetic) 刊 载 在 8 月 
至 11 月 第 108，111~113，116，117，119 一 121 期 2， 

伟 烈 曾经 系统 地 习 读 中 国 传统 数学 ,《 秦 九 章 》 是 其 熟知 的 中 
分 一 个 组 成 部 分 。 他 又 通 五 经 ( 含 周 易 )， 因 此 他 在 介绍 大 衡 术 时 
竟然 以 对 中 国人 来 说 也 是 拦路 虎 和 路 障 的 善 卦 发 微 题 为 例 ， 

他 同 西 方 介绍 秦 氏 大 衍 术 之 前 详细 介绍 了 孙子 物 不 知 数 题 。 
他 说 :“ 在 追溯 这 个 解法 的 发 展 过 程 时 ， 我 们 发 现 ， 直 到 宋 未 ， 它 
才 逐 渐变 得 更 为 清晰 ， 此 时 秦 九 前 在 他 的 著作 中 给 出 了 完整 的 原 
理 , 使 我 们 能 够 解 开 上 面 那 一 大 堆 神 秘 数字 之 谜 。” 他 用 几乎 与 张 
收 仁 、 焦 循 同样 的 口气 用 秦 氏 大 衍 术 解释 孙子 的 两 处 术 文 。 

接着 他 介绍 大 衍 类 九 题 。 其 中 有 详 有 上 略 。 第 3 至 第 8 题 只 作 
简介 ， 第 2、9 题 详 译 题 文 ， 而 略 去 答 数 、 术 文 及 草 文 ， 对 第 1 题 
先 录 题 文 然 后 解释 说 : 

“一 开始 用 四 个 主要 的 数 作为 元 数 一 一 老 阳 1， 少 阴 2， 少 阳 
3， 老 阴 4。 在 第 二 行 ， 在 每 一 个 数 的 相应 位 置 上 列 出 另外 三 数 的 

元 数 ] 2 3 4 

入 数 24 12 8 6 z 
第 二 行 的 数 相 加 ,得 50, 即 是 《 易 经 》 中 所 指 大 衍 之 数 。 因 50 为 
偶数 , 因此 不 适合 取 为 用 数 、 元 数 两 两 连环 求 等 , 约 奇 弗 约 偶 , 最 


中 注意; 伟 烈 西 学 东 传 、 中 学 西 播 工作 是 同时 进行 的 。 
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后 所 得 结果 为 定 母 ， 算 得 衍 数 如 前 。 

定 母 1 1 3 4 

衍 数 12 12 4 
以 各 定 母 满 去 衍 数 ， 各 得 奇数 

定 母 1 1 3 4 

奇数 1 1 1 3 
凡 奇 数 得 一 者 便 为 乘 率 。 今 左下 衍 是 3, 乃 与 本 母 4 用 大 衍 求 一 术 
入 之 ， 得 乘 率 3。 以 乘 率 对 乘 衍 数 得 沁 用 数 

定 母 1 ] 3 4 

泛 用 12 12 4 9,.” 
下 面 他 几乎 一 字 不 漏 地 英 译 秦 氏 书 原文 直至 “ 乃 画 少 阳 单 关 ”, 他 
还 对 大 衍 类 其 余 八 题 或 多 或 少 地 作 了 解 题 联系 。 伟 烈 此 举 对 西方 
人 人 研究 中 算 看 法 的 影响 非常 深刻 ， 起 到 “一 石 激 起 干 重 浪 ， 万 紫 
干 红 从 此 春 ” 的 作用 。 

此 外 伟 烈 还 十 分 推崇 秦 氏 书 中 的 正 负 开 方 术 ， 他 熟 读 宋 元 数 
学 。 秦 氏 虽 未 用 立 天 元 一 布 列 方程 , 但 于 实 上 已 借以 写 出 方程 , 并 
子 邹 练 代数 变 换 ， 伟 烈 深 知 此 妙 在 不 言 中 之 理 。 他 介绍 说 :“ 在 排 
列 了 诸 项 以 后 ,未 知 数 用 一 种 被 秦 九 韶 称 为 玲珑 开 方 的 方法 求 得 ; 
这 种 方法 欧洲 直到 最 近 才 为 人 所 知 。 秦 氏 著 作 中 有 一 例 将 很 好 地 
说 明 这 种 方法 ,要 求 方 程 一 x 十 1 534 464zx? 一 526 727 677 600 一 0 
的 根 .” ( 书 影 图 5. 3. 1 之 右 ) 

接着 他 用 秦 氏 记号 及 其 计算 方法 列 出 竖 式 。( 书 影 图 5. 3. 1 之 
左 ) 

接 者 他 不 厌 其 详 地 阐述 原著 的 算法 :“ 在 上 面 的 例子 中 , 有 好 
几 项 旁边 注 明 实 、 方 、 廉 等 中 文 名 称 ， 每 一 项 的 个 位 数 比 它 上 面 
一 项 的 个 位 数 向 左 移 两 个 数位 。 因 为 根 是 一 个 三 位 数 ， 根 的 首位 
数 7 置 于 最 上 方 , 然后 用 7 乘 隅 1, 乘积 加 入 下 廉 0, 注意 到 它 所 
在 位 置 , 得 700。 用 7 乘 下 廉 700, 乘积 加 入 上 廉 1 534 464， 仍 旧 
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保持 列 中 位 置 不 变 ， 得 1 044 464。 又 用 7 乘 此 数 ,乘积 加 入 方 0， 
得 731 124 800, 用 7 乘 , 乘积 加 入 实 , 得 一 14 940 217 600。 如 此 
等 等 。 求 得 根 的 第 二 位 数 2, 把 所 有 项 向 右 移 动 一 位 , 二 位 , 三 位 ， 
等 等 ， 然 后 重复 同样 过 程 。” 

伟 烈 敏锐 地 看 到 并 向 西方 人 指出 ， 

“在 这 一 运算 过 程 中 ,读者 立即 觉察 到 了 和 霍 纳 先生 最 初 发 表 于 
1819 年 的 “ 解 所 有 次 方程 的 著名 定理 , 德 肉 根 (De Morgan ,1806 
一 1871) 评 价 这 定理 是 ' 必 使 发 明 人 因为 发 现 了 被 前 人 忽略 了 的 简 
单 而 普遍 合适 的 算法 而 置身 于 重要 发 明 家 之 列 ' ,评价 出 自 这 样 一 
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位 大 家 之 口 几 可 称 殊荣 。 应 该 对 霍 纳 的 发 明 权 提出 质疑 ， 对 于 欧 
洲 朋 友 来 说 ， 发 现 来 自 天 朝 帝 国 的 、 有 着 十 分 合理 机 会 获得 优先 
权 的 竞争 者 ， 或 许 会 是 一 件 意 想不到 的 并 。 在 上 面 的 例子 中 ， 负 
数 与 正 数 合 并 ， 两 数 都 写 出 ， 但 是 由 于 这 个 过 程 的 基本 原理 对 于 
热 悉 霍 纳 方法 的 人 来 说 都 已 十 分 清楚 , 为 避免 吧 嗪 , 已 给 省 略 , 而 
秦 氏 书 中 则 对 算法 过 程 中 每 一 步 都 附 有 细致 的 文字 交待 。 

作为 比较 ， 我 们 给 出 同一 方程 的 截 纳 解法 。?” 

伟 烈 还 指出 这 种 数值 解法 更 早 的 作者 :“ 应 该 看 到 , 同一 时 代 
的 杨辉 在 他 的 《详解 九 章 算 法 》 中 精确 地 给 出 了 开平 方 和 开 立 方 
的 类 似 法 则 ， 称 为 增 乘 方 。 这 些 法 则 引 自 贾 宪 的 著作 。?” 

我 们 如 实 引 了 伟 烈 论文 中 关于 秦 氏 大 衍 术 和 正 负 开 方 术 的 陈 
述 。 显 然 他 详 于 后 者 ， 而 略 于 前 者 。 对 前 者 的 介绍 过 于 简短 ， 无 
大 衍 求 一 术 的 术 文 和 具体 运算 过 程 ， 无 大 衍 总 数 术 的 完整 解 题 过 
程 ， 更 谈 不 上 对 不 两 两 互 素 模 的 连环 求 等 法 则 。 估 计 当 时 西方 人 
读 了 他 的 论文 能 够 准确 理解 前 者 ， 还 有 一 大 段 距离 。 有 可 能 伟 列 
自己 对 同 余 式 组 解法 未 涩 说 ， 以 致 在 译文 中 出 现 重要 遗漏 。 这 就 
是 早期 西方 人 对 大 衍 术 引 起 各 种 误解 的 主因 。 

一 百 多 年 后 李 约 瑟 (]. Needham 1900~1995 年 )《 中 国 科学 
技术 史 》(Science and Civilisation in China ) 第 三 卷 于 1959 年 出 
版 。 李 约 瑟 指 出 :“ 在 [中 国 ] 历史 上 ， 不 定 分 析 被 称 为 大 衍 术 ， 
公元 8 世纪 头 十 年 僧 一 行 在 他 的 《大 衍 历 》 中 大 概 就 曾 应 用 过 不 
定 分 析 。” 他 据 张 敦 仁 《 求 一 算术 》 的 探索 ,认为 一 行 “ 寻 求 的 从 
上 元 开始 到 开元 十 二 年 (724 年 ) 所 经 过 的 年 数 ， 用 现代 形式 表示 
就 是 

1 110 343y 三 44 820(mod 60X3 040) 


@ 德 摩根 剑桥 大 学 博士 . 1836 一 1866 年 期 间 任 伦敦 大 学 数学 系 教授 , 1883 年 任 
第 一 任 伦敦 数 学 会 会 长 ， 对 19 世纪 数学 有 很 大 影响 的 学 者 ， 
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=49 107(mod 89 773) 

五 个 世纪 以 后 ， 秦 九 韶 在 他 的 《 数 书 九 章 》 中 对 这 个 问题 作 了 完 
整 的 解释 ， 这 正 是 伟 烈 亚 力 之 所 以 能 够 理解 它 的 原故 “ee 《 数 书 
九 章 》 卷 3, 特别 是 第 3 题 最 接近 于 一 行 的 方法 , 虽然 所 用 的 术语 
不 同 ,但 凭借 其 中 所 提供 的 线索 ， 我 们 可 以 了 解 到 一 行 的 方法 。” 

李 约 瑟 也 注意 到 正 负 开 方 问题 , 他 说 :“ 高 于 三 次 的 数字 方程 
最 早出 现在 1247 年 前 后 的 著作 中 ， 非 常 明确 地 处 理 了 如 下 方程 : 

一 x 十 763 200x: 一 40 642 560 000 一 0。” 

何 丙 郁 ( 现 任 李 约 瑟 研 究 所 所 长 )( 图 版 三 ) 在 《科学 家 传记 辞 
典 》(C.C. Gilispie Dictionary of Scientific Biography ) 为 秦 九 韶 立 
传 ， 全 文 7 页。 这 是 秦 氏 跻身 于 世界 科学 家 行列 的 首次 传记 ， 传 
记 大 致 按照 钱 宝 琼 (1966a) 论 文 的 框架 布局 .西方 人 获知 秦 氏 的 身 
世 、 学 术 思 想 所 自 。 文 中 举 了 治 历 演 纪 题 。 在 解法 方面 先 讲 模 互 
素 ， 然 后 讲 不 两 两 互 素 ， 只 重复 了 马 贡生 的 解法 ， 没 有 阐明 连环 
求 等 即 第 四 编 第 四 章 第 一 节 定 理 7 的 内 容 ， 在 大 衍 求 一 术 方 面 的 
交代 是 清楚 而 细致 的 。 他 又 重新 解释 当年 伟 烈 亚 力 几乎 逐 字 逐 名 
葛 译 的 蔷 封 发 微 题 前 半 部 分 。 何 丙 郁 的 分 析 能 说 明 其 中 要 害 ， 令 
人 信服 。 题 后 还 附 了 明细 表 , 分 14 项 ,对照 三 上 义 夫 、 李 约 瑟 论 
述 之 后 各 家 学 说 的 异同 。 何 丙 郁 的 论文 还 肯定 秦 九 韶 应 用 了 与 其 
同 代 人 李 冶 所 用 的 天 元 术 ， 虽 然 二 者 是 有 蜡 的 : 秦 用 算 筹 从 不 同 
位 置 列 出 他 的 代数 方程 。 何 文 指出 秦 氏 书 中 有 20 多 个 问题 , 需要 
数值 解 方程 ,具体 地 说 有 4 608x; 一 300 000 000X30X800=0, 一 
rz'—1] 534 4647°—526 727 577 600 王 0， 一 15z8 十 72z6 一 864x4 
一 11 664z 一 34 992=0 等 。 

何 文 还 为 西方 介绍 艰 汐 的 术语 ， 如 玲珑 开 方 ， 并 再 一 次 强调 
秦 氏 是 数值 解 任意 次 方程 的 发 明 人 。 文 中 介绍 了 有 特色 的 三 斜 求 
积 、 想 田 求 积 、 般 度 圆 城 、 漂 田 计 积 和 等 差 数 列 、 线 性 方程 组 等 
问题 何 丙 郁 在 1985 年 还 在 《中 华文 史 论 丛 》 扎 文 比 较 秦 九 前 与 
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意大利 卡 当 诺 的 工作 。 在 其 中 指出 西方 址 界 对 秦 九 毅 创 造 发 明 的 
认识 和 接受 过 程 。 他 说 ;“ 伟 烈 亚 力 在 1852 年 最 先 指 出 秦 九 前 的 
数值 解 高 次 方程 ,并 和 1819 年 西方 的 堆 纳 方法 作 比 较 。1912 年 日 
本 学 者 三 上 义 夫 详细 分 析 《 数 书 九 章 》 里 的 一 个 
一 4 十 763 200z2 一 4 064 256 000==0 

四 次 方程 题 , 并 作 结 论说 : “还 有 谁 可 以 否定 霍 纳 的 辉煌 方法 在 比 
欧洲 早 六 个 世纪 已 经 在 中 国 出 现 了 。’ 可 是 西方 学 者 还 说 他 们 所 得 
资料 不 足 ， 不 能 证 实 这 个 数学 方法 是 发 生 在 中 国 。 三 上 义 夫 曾 经 
替 秦 九 韶 辩护 ， 但 是 对 欧洲 某 些 人 没有 发 生 作 用 ， 因 为 他 的 文章 
是 用 日 文 写 的 ; 犯 了 自己 看 不 见 就 不 存在 的 毛病 。 所 幸 的 有 了 两 
位 中 国 数学 史家 李 健 和 钱 宝 琼 对 秦 九 前 《 数 书 九 章 》 作 出 许多 有 
启发 性 的 研究 , 这 些 研究 对 李 约 瑟 所 撰写 的 《中 国 科 学 技术 史 》 第 
三 卷 数学 篇 有 一 定 影 响 。 这 部 巨著 在 推广 西方 对 中 国 数学 的 认识 
方面 获得 很 大 成 功 。 苏 联 尤 什 山 维 契 稍 后 作 了 比较 详细 的 研究 。 
1973 年 比利时 人 李 倍 始 的 《13 世纪 中 国 数学 》 把 秦 九 前 的 计算 程 
序 详细 排列 。 从 此 好 像 再 没有 西方 学 者 对 秦 九 前 的 高 次 方程 解法 
发 表 辩 论 了 。?” 


英国 伟 烈 亚 力 的 论文 “中 国 科 学 札记 。 算 术 ” 发 表 后 四 年 , 毕 
尔 那 兹 基 (K.L. Biernatzki) 译 成 德 文 ， 于 是 秦 九 前 的 工作 进一步 
在 欧洲 传 开 。 这 一 译本 有 一 些 疏 忽 和 和 错误， 例如 他 漏 译 了 “用 大 
衍 求 一 术 入 之 ”。 人 们 就 误解 泰 九 韶 还 是 用 猜测 的 方法 得 出 结果 ， 
他 还 混淆 “奇数 ”与 “ 乘 率 ”， 又 把 不 定 分 析 问 题 单纯 地 理解 为 
“ 求 未 知 数 的 方法 ”。 这 一 译本 对 欧洲 学 者 也 产生 负面 的 影响 。 

马 蒂 生 (I. Matthissen ) 自 1876 年 起 发 表 四 篇 论文 论 秦 氏 不 
定 分 析 问 题 。 其 一 是 “关于 中 国 代 数 ”( 致 信 M. B. 康 托 尔 揭露 毕 
尔 那 兹 基 译 文 之 误 ), 其 二 是 “印度 库 塔 卡 与 中 国 孙子 算 经 的 等 价 
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性 ， 其 三 是 大 衍 术 ， 其 四 是 一 行 所 订 太 衍 历 中 的 余数 问题 。 在 第 
一 镶 论 文中 他 指出 秦 氏 大 衍 术 与 高 斯 《算术 探讨 》 公 式 一 致 。 他 
假定 jj 一 MI17M2 IT， 其 中 Pts 129 “2 两 两 互 素 ， 又 假定 ai 


二 0| mod 一 
mi 


2 三 1(mod mi ) ， (1 二 1],2,.",k), 那么 工 汪 Qi7l 十 


azr2 十 … 十 curk 是 
Xr(mod m;) 
的 解 。 他 介绍 秦 九 前 的 著作 还 研究 了 模 数 m; 不 两 两 互 素 的 情形 。 
他 言 之 凿 凿 地 说 :“ 方 法 如 下 ， 选 定 正 整 数 jy，p,，…，pu， 使 它 
们 两 两 互 素 ,上 且 每 一 个 六 能 整除 pa， 又 pa， js，… ,pu 的 最 小 公 
倍数 等 于 ml，m;，…，mi 的 最 小 公信 数 ， 这样 zr (mod Am) 三 
"mod j) 尘 … 夺 ri(mod jp) 的 每 一 个 解 同时 满足 
Zri(mod m1)r,(mod m;) rmod mi), 

因此 把 上 面 的 方法 应 用 到 (jy) 上 去 ,就 可 以 解 出 原 方程 ,但 是 只 有 
在 每 一 个 x; 一 rj 之 差 都 能 为 对 应 的 模 数 m; 和 mj 的 最 大 公约 数 整 
除 时 ， 这 种 做 法 才 是 对 的 。” 

必须 指出 马 蒂 生 从 伟 烈 亚 力 语 焉 不 详 的 介绍 中 能 够 悟 出 秦 氏 
书证 多 重要 环节 是 值得 赞许 的 。 但 毕竟 未 接触 到 原著 ， 因 此 还 存 
在 许多 缺陷 ， 

其 一 ， 秦 氏 肥 样 从 mw 选 定 w， 马 蒂 生 一 无 所 知 。 

其 二 ， 秦 氏 对 一 次 同 余 式 组 解 必 要 条 件 的 掌握 分 寸 ， 对 西方 
人 来 说 也 是 一 个 谜 。 

其 三 ， 马 蒂 生 缠 误 善 卦 发 微 是 唐僧 一 行 提出 ， 并 误导 这 与 筑 
坦 工 人 所 用 数据 有 关 等 等 。 

数学 、 数 学 史家 康 托 尔 (M. B. Cantor,1829~1920 年 ) 在 1858 
年 误 用 毕 尔 那 兹 基 的 文章 发 表 《 关 于 数学 的 历史 》。 书 中 用 现代 记 
号 记 出 蔷 封 发 微 题 , 由 于 发 生 了 矛盾， 他 总 结 说 :“ 看 来 中 国人 特别 
在 不 定 分 析 研 究 方面 比 同 时 有 文化 的 民族 较为 进 色 。” 二 十 多 年 后 
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他 的 四 卷 本 巨著 《数学 史 讲 义 》(Vorlesungen iiber Geschichte der 
Mathematik ) 卷 1，1880; 卷 2，1892; 卷 3，1894~1896; 卷 4， 
1908 陆续 出 版 ， 共 达 4000 页 。 第 一 卷 论 古代 一 一 上 十 至 公元 13 
世纪 ) 数学 。 在 巴比伦 、 埃 及 、 和 希腊 数学 之 后 讲 中 国 数学 ， 共 30 
页 。 他 对 儒家 特 厚 ， 以 孔子 语录 “知之 为 知之 ， 不 知 为 不 知 ， 是 
知 也 ” (Wissen, dass man es weiss, von denn was man weiss, 
und wissen, dass man nicht weiss, von denn was man nicht 
weiss, das ist wahre wissenschaft. -—-so soll confucius ) 开 和 锁 。 在 
阐述 古代 中 国 传统 数学 自 《 九 章 算 术 》 以 来 的 成 绩 之 后 ， 他 接受 
马 蒂 生 的 意见 ， 承 认 大 衍 术 的 正确 性 ， 并 且 赞 美 它 。 

特 洛 夫 凯 (1. Tropfke，1866 一 1939) 《初等 数学 史 》 卷 1 第 四 
章 列 余数 问题 ， 列 大 衍 术 Ta-yen Regel 并 意译 为 德 文 Methode 
der grossen Erweiferung。 记述 用 这 种 方法 解 孙 子 物 不 知 数 题 ,又 
选 载 秦 氏 书卷 2 第 1 题 ( 分 朵 推 原 )。 


三 日 本 


三 上 义 夫 (1875 一 1950) 于 1910 年 在 德国 德 累 斯 顿 出 版 (中 国 
和 日 本 数学 发 展 》(The Development of Mathematics in China 
and Japan ) 。 全 书 分 上 、 下 编 共 47 章 , 前面 21 章 讲 中 国 数学 史 牛 ， 
第 十 一 章 全 面 介 绍 秦 氏 《 数 书 九 章 》, 这 是 最 时 的 用 英文 详细 介绍 
的 专著 ， 应 该 说 此 书 的 出 版 ， 对 西方 数学 界 的 影响 是 大 的 。 全 章 
计 16 页 ， 或 详 或 略 地 讲 了 以 下 各 题 : 

古 历 会 积 ”分 崇 推 原 圆 器 测 雨 三 斜 求 积 ” 均 分 梯田 

遥 度 圆 城 ”积木 计 余 ” 累 收 库 本 ” 尖 田 求 积 

三 上 义 夫 在 本 节 重 点 讲 两 种 算法 。 

其 一 ， 他 也 从 孙子 物 不 知 数 题 入 手 ， 用 大 衍 术 解释 。 接 着 他 
逐 字 了 逐 句 地 英 译 大 衍 求 一 术 , 并 且 用 更 相 减 损 术 证 明 此 术 为 真 ,他 
陈述 了 通 数 如 何 化 为 元 数 ， 但 回避 了 难以 讲 清楚 的 模 数 连环 求 等 
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问题 。 

其 二 ， 他 以 尖 田 求 积 一 题 为 例 ， 把 正 负 开 方法 用 现代 数学 语 
言 讲 深 讲 透 。 

川 原 秀 城 , 《 九 章 算术 》 及 其 刘 徽 注 的 日 文 译 者 ， 于 1984 年 
在 《中 国 思想 史 研 究 》( 京 都 大 学 中 国 哲 学 史 研究 室 ) 著 文 “ 义 一 
种 《周易 》 签 法 ”( 包 了 一 了 中 易 答 法) 对 秦 氏 书卷 1 第 1 题 ( 善 卦 
发 微 ) 作 出 解 一 次 同 余 式 说 明 。 此 稿 又 在 1987 年 北京 师范 大 学 纪 
念 秦 九 姜 国 际会 议 再 次 宣读。 


四 前 苏 联 


50 年 代 中 期 尤 什 凯 维 契 (A. TT. IOurkesudu,1906 一 1998) 曾 发 
表 论 文 :“ 中 国学 者 在 数学 领域 内 的 成 就 ”也 ， 对 秦 氏 书 也 作 了 沈 
扬 ， 介 绍 了 尖 田 求 积 题 中 的 四 次 方程 解法 。 他 同样 大 声 疾 呼 地 认 
为 英国 短 纳 只 是 “重新 发 明 ”。 他 又 按照 马 蒂 生 的 方式 解 同 余 式 组 
Z 三 2(mod 3) 生 3(mod 5) 三 2(mod 7)。 文 中 说 “ 泰 九 韶 《 数 书 九 
章 》 中 有 和 孙子 问题 解法 的 详细 分 析 ”。 当 归结 为 解 同 余 式 35N1 二 1 
(mod 3),21N, 夺 1(mod 5), 15N;3 三 1(mod 7) 时 , 他 又 说 ;“ 由 是 
容易 ( 夭 试 挑 ) 确 定 Ni=2，N:=1，Ni:=1.” 最 后 他 说 ;“ 刚 才 所 
讲 的 方法 后 来 由 伟大 的 德国 数学 家 1801 年 出 版 的 《算术 探讨 》 充 
分 完备 地 重新 拟 出 。 无 疑 ， 高 斯 对 于 其 遥远 的 前 人 在 这 问题 上 所 
留 下 的 著作 是 训 无 所 知 的 .” 我 们 实 吕 求 是 地 指出 : 

其 一 ， 把 正 负 开 方 术 说 成 天 元 术 是 误解 。 

其 二 ， 在 秦 氏 书 中 并 未 分 析 过 孙子 问题 。 

其 三 ， 秦 氏 有 解 一 次 同 余 式 的 有 效 工 具 ， 怎 能 说 是 “ 藉 试 
挑 ” 这 种 猜测 方法 呢 ? 

别 列 兹 金 娜 (3. H. Bepeskna),《 九 章 算 术 》 俄 文 译 者 。 钟 情 中 


原著 俄 文 ， 汉 文 译本 载 《 数 学 进展 》1956 年 第 2 期 256~-278. 
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算是 从 20 世纪 50 年 代 中 叶 开 始 的 。 她 还 译 述 了 孙子 、 张 丘 建 的 
专著 。 由 于 篇 幅 多 、 难 度 大 ， 她 没有 全 面 问 瞻 秦 氏 书 。1980 年 她 
的 专著 《中 国 古 代数 学 》 由 莫斯科 科学 出 版 社 出 版 ,全书 分 5 章 ， 
311 页 ,对 国际 上 关于 中 国 数学 史 研 究 情况 作 了 客观 分 析 , 在 第 一 
章 引 言 中 她 说 :“ 当 前 研究 中 国 技术 史 的 兴趣 与 日 俱 增 。 范围 已 不 
止 在 中 国境 内 。 中 国 数学 史 已 是 国际 学 术 界 聚精会神 关注 的 对 
象 .” 
她 对 孙子 物 不 知 数 题 以 及 秦 氏 书 有 关 一 次 同 余 式 组 题 有 选择 
地 详细 叙述 ,她 用 现代 数学 语言 解释 的 大 衡 求 一 术 是 无 懈 可 击 的 。 
她 肯定 中 国 在 这 些 问题 上 的 突破 的 重要 世界 意义 。 同 样 她 赞美 了 
正 负 开 方 术 和 有 关 数 列 求 和 的 成 就 。 
在 《中 国 古 代数 学 》 各 章 内 或 详 或 略 地 介绍 了 《 秦 九 童 》 中 
的 : 
计 布 贺 阵 著 卦 发 徽 ” 余 米 推 数 ” 三 斜 求 积 ” 斜 荡 求 积 
蕴 田 求 积 ” 临 台 测 水 ” 尖 田 求 积 ”遥测 圆 城 ” 表 望 方 城 
各 题 ， 这 对 俄语 世界 读者 对 秦 氏 书 的 认识 ， 无 疑 将 带 给 积极 的 影 
响 。 


五 比利时 


1973 年 在 美国 麻 省 理工 学 院 出 版 了 比利时 人 李 倍 始 (U. 
Libbrecht)( 图 版 二 ) 用 英文 写 的 《 数 书 九 章 》 研 究 专著 。 全 书 计 586 
页 。 分 为 23 章 。 书 名 《13 世纪 中 国 数学 》(Chinese mathematics 
in the Thirteenth Century)。 作者 当时 在 美国 留学 , 本 书 是 他 直接 
从 中 国 古 籍 钴 研 后 的 成 果 , 在 70 年 代 来 说 , 此 书 标志 善 对 秦 氏 书 
研究 的 最 好 水 平 。( 图 5. 3.2 是 此 书 封 面 ) 

李 倍 始 任 比利时 鲁 文大 学 数学 教授 ， 中 国 数学 史 是 其 重要 副 
业 。1982 年 第 一 届 中 国 科学 史 国 际 学 术 会 议 的 东道 主 、 著 名 的 汉 
学 家 。 此 书 是 他 在 荷兰 菜 顿 (Leydon) 获 得 享有 盛誉 的 Cum laude 
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”高 水 平 博士 论文 增订 本 ， 是 西方 世界 无 敌手 的 中 国 数 学 专著 中。 

李 氏 书 第 一 编 探 讨 宋 元 时 代数 学 家 以 及 他 们 的 数学 思想 、 秦 
九 韶 的 一 生 、 秦 氏 书 版 本 及 历代 研究 历程 。 

第 二 至 第 五 编 论述 数学 内 容 ， 对 81 个 算 题 都 有 接触 和 分 析 、 
讨论 ， 做 到 主 次 有 节 、 广 征 博 引 ， 撤 说 引人入胜 。 

算术 ”从 围 田 租 亩 题 用 分 配 比 例 、 互 易 推 本 用 连 比 例 讨 论 到 
卷 18 有 关 百 分 比 的 各 题 ，。 

几何 李 倍 始 指 出 《 数 书 九 章 》 的 几何 学 特色 

1， 多 处 使 用 中 国 早 就 熟悉 的 勾 股 定理 ; 

2， 相 似 三 角形 性 质 作为 解 题 基础 ， 

3， 平面 图 形 的 出 入 相 补 原理 ， 

4， 秦 氏 使 用 过 三 种 圆周 率 近 似 值 ， 但 未 采用 祖冲之 的 密 率 。 

在 讨论 几何 的 第 八 章 就 尖 田 求 积 、 三 斜 求 积 、 斜 荡 求 积 、 均 
分 梯田 、 漂 田 推 积 、 环 田 三 积 以 及 一 些 台 体 、 模 形体 作为 例子 条 
分 缕 析 。 其 中 突出 介绍 了 三 斜 求 积 公式 。 着 重 阐述 中 国 数学 家 把 
几何 问题 往往 作为 代数 问题 处 理 。 对 于 代数 运算 及 公式 一 类 操作 
可 谓 轻 车 溉 路 ， 并 认为 其 中 所 得 方程 、 法 则 、 算 法 并 不 单纯 是 经 
验 的 总 结 。 

“三 角 ” 他 以 第 九 章 整 章 讨论 与 三 角 有 关 的 内 容 。 他 认为 由 
相似 直 三 角形 性 质 形成 的 重 差 术 到 引入 角 的 函数 给 以 特定 的 如 正 
弦 、 正 切 等 名 称 未 必 是 一 个 进步 。 但 是 中 国 的 重 差 术 却 缺乏 近代 
三 角 学 所 具有 的 特性 。 他 摘 译 了 测 望 类 问题 ， 并 给 临 台 测 水 题 术 
文 提 出 新 的 见解 。 

代数 ”全书 以 四 章 篇 幅 论 秦 氏 书 的 代数 方面 成 就 。 他 认为 线 
性 方程 组 解法 几乎 是 完美 无 缺 的 .日 本 关 孝 和 于 1683 年 借助 于 算 
筹 用 行列 式 解 线性 方程 组 。 谁 也 不 能 否认 日 本 数学 受到 中 国 数学 


个 此 书 席 文 N，Sivin 序 第 15 页 语 
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的 影响 . 李 倍 始 认为 对 关 孝 和 这 一 成 绩 中 国人 也 曾 助 过 一 辟 之 力 ， 
秦 氏 书 计 造 军 衣 题 的 解法 就 是 行列 式 法 。 虽 然 不 能 认为 秦 九 前 是 
克拉 美 (G. Cramer,1707~ 一 1762) 方 法 的 先驱 者 ， 但 是 秦 法 却 是 盘 
不 是 本 的 一 个 重要 扩张 ， 而 且 不 可 能 不 是 行列 式 。 李 倍 始 历 举 均 
定 劝 分 、 计 造 石 坝 、 积 木 计 余 、 方 变 锐 阵 、 计 布 圆 阵 、 圆 营 甫 布 
等 题 ， 论 述 秦 氏 在 等 差 数 列 方 面 的 工作 。 他 还 以 很 大 篇 幅 全 面 论 
述 从 贾 宪 、 刘 益 、 杨 辉 到 秦 九 前 在 数值 解 方程 方面 的 成 绩 。 他 认 
为 秦 氏 虽然 不 是 创始 人 ， 但 他 给 出 系统 而 明确 的 描述 ， 应 给 以 荣 
党 。 又 以 尖 田 求 积 题 为 例 述 其 解法 步骤， 对 所 解 方程 进行 分 类 。 

不 定 分 析 李 倍 始 的 工作 重点 是 论述 不 定 分 析 一 一 解 同 余 式 
和 同 余 式 组 ， 工 作 做 得 非常 细致 。 以 第 五 编 整编 十 个 章 ， 在 中 国 
剩余 定理 的 标题 下 ， 首 先 介绍 在 中 国 以 外 各 国家 、 各 地 区 研究 一 
次 同 余 式 组 的 历史 回顾 ， 材 料 收集 得 很 全 面 。 然 后 介绍 自 《 九 章 
算术 》 五 家 共 井 题 以 来 直到 13 世纪 在 中 国 不 定 分 析 的 发 展 历程 。 
之 后 论述 明 、 清 两 代 大 衍 术 的 工作 各 成果。 又 把 欧洲 人 对 中 国 这 
一 领域 内 的 探索 经 过 ， 也 调查 得 很 周到 。 

他 以 第 十 七 章 整 章 一 字 不 漏 地 把 秦 氏 大 衔 术 逐 句 汉 、 英 对 照 
翻译 、 解 释 和 举例 ， 处 理 可 谓 小 心 遵 慰 。 然 后 再 葛 以 大 衔 术 与 印 
度 库 塔 卡 、 大 衍 术 与 造 历 、 大 衍 术 与 现代 数学 等 三 章 。 经 过 如 此 
全 面 、 系 统 描 述 ，、 对 英语 世界 读者 理解 13 世纪 这 部 名 著 , 确实 带 
给 很 大 方便 , 正如 何 再 郁 说 ;:“ 从 此 好 像 再 没有 西方 学 者 对 秦 九 姜 
的 成 就 发 表 辩论 了 。?” 

像 《 数 书 九 章 》 这 样 重要 的 典籍 ， 历 来 已 做 过 不 少 工作 。 但 
是 其 中 仍 有 空白 。 李 倍 始 不 满足 于 因 循 旧 说 ， 他 对 于 某 些 题 ， 特 
别 是 那些 空白 ,能 善于 独立 思考 提出 意见 ， 例 如 对 卷 9( 复 邑 修 
贱 )、 卷 14( 计 作 清 台 ,堂皇 程 筑 )、 卷 16( 圆 营 敷 布 , 计 造 军 衣 )、 卷 
17( 互 易 推 本 , 莪 粟 互 易 )、 卷 18( 推 计 互 易 , 推 求 本 息 , 推 求 典 本 )， 
国内 外 都 无 文献 著录 探索 结果 。 李 氏 此 举 诚 难能可贵 。 此 外 对 
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《 数 书 九 章 》 立 术 或 答案 有 误 处 ， 还 能 发 现 并 正 误 。 

李 倍 始 还 提出 筹 算 与 笔录 的 关系 。 他 肯定 前 者 是 方便 的 算 具 。 
“ 秦 氏 书 中 为 数 众多 的 图 式 则 是 运算 过 程 的 记录 ,运算 本 身 是 方便 
的 ,记录 下 来 倒 反 是 一 件 谈何容易 的 事 。《 数 书 九 章 》 是 《 九 章 算 
术 》 的 发 展 。 书 中 81 个 题 难度 加 大 ， 水平 提高 ， 有 些 内 容 又 是 前 
所 未 有 的 .” 这 段 话 是 他 经 过 充分 比较 后 所 得 出 的 正确 结论 。 

在 第 二 十 一 章 李 倍 始 用 大 量 可 靠 史 料 对 秦 氏 大 衍 术 的 发 明 ， 
作出 客观 分 析 。 他 由 浅 入 深 地 对 一 次 同 余 式 组 解法 提出 十 种 高 度 、。 
， 提 出 问题 ， 给 出 特 解 ， 未 述 解法 
， 零散 设 题 ， 算 法 限于 特殊 数 据 
.限于 一 套数 据 的 某 种 算法 
， 对 特殊 例 的 证 明 
， 对 两 两 互 素 模 的 一 般 算 法 ， 未 解 
， 对 两 两 互 素 模 的 一 般 算 法 ， 有 解 
.不 两 两 互 素 模 的 一 般 算法 ， 未 证 
， 不 两 两 互 素 模 的 一 般 算 法 ， 并 提出 有 解 条 件 

， 给 出 5 的 证 明 

10. 给 出 7 的 证 明 

从 这 十 个 高 度 的 比较 ， 他 为 数学 家 的 工作 质量 排 了 名 次 ( 表 
5. 3, 1): 


oo ~ GO Et 疏 呈 


CO 


表 5.3.1 
十 个 高 度 


Te 
孙子 45|v|v | | | | 
斐 波 那 契 国 天 加 加 可 醒 面 而 醒 
秦 九 帮 13 IvVIVIv|E [vivIvIv| | 
杨辉 1 vv vi 
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续 表 
十 个 高 度 
数学 家 (书稿 ) 世纪 1 四 四 四 四 加 下 四 10 

和 wv Ti 
wT 
( 划 尼 时 手稿 5 VE 
玉山 着 二 wT 
‘本 延 要 入 | 16 IVYVVVIvvv| | 
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斯 蒂 尔 吉 斯 (T.J, Stieltjes)(1856~1894)， 欧 拉 / 高 斯 ， 秦 九 
前 ，Beveridge (1669 年 )， 哥 廷 根 抄本 (1550 年 )， 斯 库 廷 (Van 
Schooten，1657 年 )， 慕 尼 黑 抄本 ， 斐 波 那 契 ， 杨辉， 孙子 ， 阿 十 
洛斯 (I.Argyros,1350 年 )， 程 大 位 ， 严 恭 ， 玉 山 若干 即 雷 基 奥 蒙 
坦 (Regiomontanus ,1436 一 1476 ) 。 

秦 九 韶 名 列 第 三 。 李 倍 始 说 :“ 考 虑 到 秦 九 韶 所 处 时 代 ， 美国 
著名 科学 史家 萨 顿 (G, Sarton ) 对 秦 的 赞扬 并 不 过 分 。” 

有 些 学 者 以 为 大 衍 术 源 出 印度 库 塔 卡 ， 李 倍 始 为 澄清 事实 真 
相 ， 他 提出 鉴定 的 科学 根据 ， 经 过 认真 比较 作出 了 令 人 信服 的 结 
论 :“ 中 国 大 本 术 与 印度 库 塔 卡 没有 任何 历史 渊源 关系 。?” 

在 第 六 编 又 介绍 了 南宋 社会 经 济 背 景 。 

在 充分 肯定 413 世纪 中 国 数学 》 是 一 部 有 价值 的 好 书 的 同时 ， 
我 们 还 应 该 指出 某 些 不 足 之 处 。 
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枝 节 问 题 有 待人 们 专题 整理 更 正 ， 因 限于 篇 幅 ， 不 教 述 。 这 
里 提 较 大 的 问题 。 

其 一 ， 由 于 中 国 素 无 素数 概念 ， 而 对 于 不 两 两 豆 素 模 的 同 余 
式 组 必须 求 得 与 等 价 的 两 两 互 素 模 组 。 在 此 矛盾 面前 ， 秦 九 毅 总 
结 出 两 两 连环 求 等 后 一 整套 “ 约 一 存 一 ”,，“ 约 一 乘 一 ”等 科学 方 
法 (定理 7)。 李 倍 始 在 解释 此 法 则 时 却 误 以 为 :“ 如 果 数 mi ，my， 
…，z 不 两 两 互 素 ， 则 把 它们 分 解 为 素 因 数 。 假 设 L. C. M. 
(momen mn) = X22 XI3 XH Xe 。 求 得 正 整 数 jy， ，…， 
Ap， 且 两 两 互 素 而 卫 ，C，M、 (oa ya 一 Ap 人 7j; 又 
能 整除 对 应 的 wp， 则 N=r;(mod pj)G=1 ,2,3,…,1) 可 代替 入 三 
ri(mod m;)。” 这 非但 有 违 实际 时 代 背 景 , 而 且 非 常 遗 憾 , 因此 网 
弃 了 泰 氏 精彩 的 华章 ， 

其 二 , 李 倍 始 能 够 对 清 代 学 者 的 有 关 专 著 巨 细 靡 遗 地 钻研 , 实 
在 难得 。 这 在 中 国学 者 也 是 不 易 具 有 的 良好 条 件 @。 某 些 领 会 
确 ， 例 如 对 张 玖 仁 《 求 一 算术 》 在 求 定 母 过 程 中 , 他 译 “ 约 分 ”为 
Reducing of the moduli， 译 “再 约 ” 为 Further reduction , 后 面 加 
一 括 弧 说 明 是 compensation( 补 偿 ) ， 这 就 细致 地 刻画 出 张 氏 约 一 
存 一 、 约 一 乘 一 的 原始 思想 。 对 于 秦 氏 书 中 连环 求 等 问题 李 倍 始 
以 为 是 “一 个 约 简 非 互 素 模 数 的 复杂 方法 ， 甚 至 张 将 仁 也 未 必 能 
”正确 地 掌握 应 用 .”(Even Chang Tun-jen was not always able to 
apply it correctly) 这 也 是 事实 。 但 是 很 可 异 他 没有 发 现时 日 醇 
对 此 术 所 作 重 要 解说 ， 以 致 对 《 求 一 术 指 》 的 评价 也 是 低调 的 ， 
“没有 什么 新 内 容 ”(They do not contain anything new)。 又 他 


李 倍 始 ，1973，p.。357 

四 李 倍 始 工作 的 比利时 Louvain 大 学 图 书馆 有 丰富 的 汉文 线装 书 藏书 。 
@ 见 李 倍 始 ，1973，Pp。 306 

@ 见 李 倍 始 ，1973，p，305 
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引用 赫 贤 慎 (L. Van Hee ,1873~1931) 的 说 法 :“( 黄 宗 宪 ) 用 欧洲 
的 方法 把 计算 给 简化 了 。” 我 们 已 在 本 编 第 二 章 第 一 节 讲 过 ,《 求 
一 术 通 解 》 是 在 黄 守 宪 出 使 英国 五 年 前 出 版 的 ， 所 以 算法 是 他 自 
己 的 创作 ， 这 不 容 混 淆 。 李 倍 始 对 于 反 乘 率 也 很 敏感 。 但 是 他 对 
此 评价 失当 ， 他 说 : 第 二 个 “上 和 角 寄 数 ”经 常 是 1， 与 “天 元 一 ” 
没有 什么 不 同 。 秦 氏 与 黄 氏 的 方法 之 间 ， 没 有 什么 差别 …… 在 那 
时 (1874 年 ) 不 定 分 析 在 欧洲 已 发 展 到 了 高 水 平 , 而 黄 氏 的 方法 在 
数学 史上 是 没有 现实 意义 的 (The second “top corner number”， 
which ls always 1,is nothing other than the tien-yuan-i. There is 
not the slightest difference between the methods of Chin and 
Huang. At that time (1874) indeterminate analysis had already 
developed in Europe to such a high level that Huang's method 
has no real interest for the history of mathematics. ) 中 事实 却 不 
然 ， 黄 宁 宪 的 创见 是 解 同 余 式 组 的 新 方法 , 我 们 已 列 入 数学 原理 ， 
作为 定理 19。 在 1996 年 还 有 专题 论文 论述 。@ 
六 法 国 
马车 安 (J. -C. Martzloff) 于 1987 年 在 巴黎 出 版 专著 《中 国 数 
学 史 导 论 》(Histoire des Mathematique Chinoises)， 十 年 后 1997 
年 S，。W. Stephen 作 英 译 ,， 书 名 A History of Chinese 
Mathematics ， 在 德国 Springer-Velag 出 版 。 书 中 为 秦 九 韶 立 传 
(法 文本 pp. 144 一 147), 简要 地 介绍 他 的 成 就 ,首先 提 到 大 衍 术 及 
其 有 关 十 个 算 题 ， 大 衍 术 是 为 了 建立 年 序 学 的 计算 方法 ， 并 指出 
这 种 算法 与 500 年 之 后 德国 高 斯 《算术 探讨 》 的 结果 是 一 致 的 ,在 
书 中 还 指出 秦 氏 书 中 出 现 西 方 所 谓 海 伦 公式 以 求 三 角形 面积 以 及 


个 见 李 倍 始 ，1973 p。309 
四 王 比 助 ，1996，pp,. 40 一 47 
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数值 解 高 次 方程 的 重要 贡献 。 
七 美 国 


卡 约 黎 (F. Cajori,1859 一 1930) 《数学 史 》 所 述 秦 九 前 的 工 
作 , 因 受 到 材料 来 源 影 响 与 实际 有 很 大 距离 .斯 密 士 (D.E. Smith ， 
1860 一 1944 年 ) 两 眷 本 《数学 史 》(1923 一 1925) 只 字 未 提 秦 氏 书 。 
狄 克 过 (LL. EE. Dickson ,1874 一 1954 年 ) 写 了 三 卷 巨 著 《 数 论 史 》 
(1919~1923)， 其 第 二 卷 论 丢 番 图 分 析 ， 并 第 二 章 论 一 次 不 定 方 
程 和 同 余 式 ， 其 中 标题 为 “中 国 余数 问题 ” 讲 了 8 页 。 中 国 材料 
很 少 ， 但 有 力 地 陈述 当年 马 蒂 生 坚 持 秦 氏 大 衍 术 与 高 斯 《算术 探 
讨 》 有 关内 容 一 致 。 

著名 科学 史家 、 险 佛 大 学 首 任 科 学 史 教 授 萨 顿 (G. Sarton ) 出 
版 《科学 史 引 论 》(Introduction to the History of Science, 卷 1， 
1927; 卷 2,1931; 卷 3,1947) ,在 卷 2 数学 与 天 文学 部 分 他 为 秦 九 
毅 立 传 ， 秦 氏 身世 ， 其 主要 工作 一 一 不 定 分 析 和 高 次 方程 。 把 秦 
的 工作 等 同 于 哈里 奥 、 重 非 尼 和 和 霍 纳 。 萨 顿 称 誉 秦 九 韶 是 “他 的 
民族 、 他 所 处 时 代 以 至 一 切 时 期 的 最 伟大 数学 家 之 一 .”(One of 


the greatest mathematicians of his race, of his time, and indeed 


of all times. ) 
从 第 四 编 对 秦 氏 工作 的 充分 分 析 ， 又 从 本 编 第 一 章 的 全 面 比 
较 ， 我 们 认为 萨 顿 对 秦 九 前 的 赞美 是 恰如其分 的 。 
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第 六 编 
南 栗 时代 ”杨辉 


我 们 已 在 第 二 编 开 头 提 到 南宋 数学 界 两 颗 靓 丽 的 明星 ， 秦 九 
衣 其 人 、 其 书 已 分 别 在 第 三 至 第 五 编 陈 述 。 第 六 编 述 杨辉 的 工作 . 
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以 辉 字 谦 光 ， 钱 塘 ( 今 浙江 省 杭 州 市 ) 人 。 他 的 著作 留 传 至 今 
种 类 很 多 、 方 面 广 、 且 有 特色 。 他 的 生平 《 宋 史 》 无 传 。 所 著 署 
有 时间 的 专著 都 集中 在 两 段 时 间 : 13 世纪 60 年 代 初 期 和 70 年 代 
中 期 因此 可 判断 他 生活 在 南宋 之 末 ， 直 至 宋 亡 (1279 年 )。 他 是 
奈 九 前 的 同 代 人 ， 但 略 后 于 厅 .两 人 兽 生 活 在 同 -时 间 、 同 住 南 

宋 系 部 临安 , 但 是 所 著 书 风格 馆 蜡 ， 互 不 征 引 , 真 邻 人 喷 喷 称奇 . 

据 陈 几 完 序 《日 用 算法 》: “钱塘 杨 辉 以 廉 饰 己 ,以 俑 饰 * 更 ， 
吐 胸 中 之 灵机 ， 续 前 贤 之 奥 旨 。 从 奇 而 偶 ， 由 星 而 彰 。 内 可 以 知 
外 , 表 可 以 知 里 。 其 用 心 岂 为 运 徊 筹 计 金 谷 而 已 哉 .” 知 杨辉 曾 做 
过 地 方 官员 。 

人 在 《 田 雷 比 类 乘除 捷 法 》 卷 上 压 田 条 说 ;“ 台 州 世 田 图 有 牛角 


-一 -一 -一 --- -一 一 一 - 


4 加 饰 、 饰 部 作 和 整治 讲 。 
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田 ， 用 弧 矢 四 法 ,此 说 方 是 .” 查 宋 瘟 定 修 《 赤 城 志 ) 郊 卷 13“ 版 
籍 门 ” 记 “ 豆 定 十 五 年 (1222 年 ) 黄 岩 县 经 界 田 九 十 三 万 九 千 一 百 
六 十 二 亩 一 角 三 十 步 ”。 从 两 种 文献 比较 , 杨辉 可 能 在 台州 工作 有 
年 。 

又 《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 上 在 正解 法 中 记 :“ 辉 伏 夫 京城 现 用 官 
狮 ， 号 杭州 百合 双 ， 浙 郡 一 体 行 用 .” 又 说 “ 况 榜 材 芯 斗 ， 循 习 用 
之 。” 卷 下 说 :“ 辉 因 到 姑 苏 ， 有 人 求 三 七 衰 分 ， 继 答 之 .” 由 此 可 
知 , 他 的 行踪 到 过 嘉 兴 、 苏 州 一 带 。 材 材 今 通称 多 斗 , 芯 制 甚 具 。 
至 今 嘉 兴 方 言 称 为 “ 克 老 ”。 

在 杨辉 遗书 中 可 知 他 与 陈 几 先 、 史 仲 荣 、 刘 眉 润 、 丘 虚 谷 等 
人 过 从 甚 密 ， 但 四 人 行 状 也 均 不 详 。 

从 文献 统计 杨辉 先后 著 书 五 种 共 二 十 一 卷 ， 它 们 是 

(一 )《 详 解 九 章 算法 》 十 二 卷 (1261 年 ) 

(二 )《 日 用 算法 》 三 卷 (1262 年 ) 

(三 ) 《乘除 通 变 算 宝 》 三 卷 (1274 年 ) 

(四 )《 田 再 比 类 乘除 捷 法 》 二 卷 (1275 年 ) 

(五 )《 续 古 搞 奇 算法 》 二 卷 (1275 年 ) 

可 把 前 两 种 称 为 前 期 著作 ， 后 三 种 称 为 后 期 著作 。 


第 一 节 前 期 闭 作 


一 《详解 九 章 竹 法 》 
本 书 是 杨辉 为 《 九 章 算术 》 及 其 刘 徽 、 李 淳 风 注 所 作 进 一 步 


@ 台州 宋 时 名 赤城 。 
@ 十 合 一 升 ， 百合 十 升 , 即 一 斗 。 
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细 草 、 图、 说 , 是 遗留 至 今 第 二 部 九 章 注 ( 残 本 ) 了。 难能可贵 的 是 : 

其 一 , 本 书 保存 了 《 九 章 》 刘 徽 序 ， 而 经 文 主要 仅 存 商 功 、 均 
输 、 和 一 不足 、 方 程 、 勾 股 五 章 。 南 宋 《 九 章 算 术 》 木 刻本 缺 刘 序 ， 
经 文 则 仅 存 方 田 、 票 米 、 豪 分 、 少 广 、 商 功 ， 这 两 种 版 本 汇 为 一 
起 才 成 全 壁 。 本 书 所 收 五 章 ， 题 也 有 和 缺漏 。 

其 二 , 本 书 为 各 题 补 插图 、 补 解释 、 补 比 类 、 推 广 《 九 章 》 术 
文 。 
其 三 , 本 书 重 为 分 类 , 并 述 北宋 以 来 学 者 新 见解 , 合 称 纂 类 ， 
全 书 十 二 卷 ， 原 著 已 佚 。 明 初 编辑 《 永 乐 大 典 》 于 曾 分 条 抄 
入 算法 部 。1842 年 上 海 郁 松 年 刊刻 《 宜 穆 党 从 书 》 时 ， 按 所 能 收 
集 的 条 目 辑 为 《详解 九 章 算法 》, 连贯 编排 , 不 分 章 , 次 序 已 凌乱 ， 
并 把 车 类 附 在 书 末 作 为 附录 。 

据 近 人 严 教 杰 1966 年 研究 ， 杨 辉 原著 十 二 卷 应 复原 为 : 

卷首 “全书 插图 据 《 乘 除 通 变 算 宝 》 卷 上 说 :“《 九 章 二 百 
四 十 六 间 … 列 图 于 卷首 。” 又 所 《永乐 大 典 》 存 本 书 残 章 少 广 云 : 
“ 立 草 在 《 九 章 》 卷 首 布置 图 内 。” 

卷 一 ”对 基本 运算 的 说 明 《乘除 通 变 算 宝 》 卷 上 :“《 详 解 
[ 九 章 ] 算法 》 第 一 卷 有 乘除 ， 立 问 一 十 三 题 ， 专 说 乘除 >”， 可 以 
证 明 。 

卷 二 方 田 ”全 卷 无 存 。 

卷 三 ” 票 米 今 《 永 乐 大 典 》 卷 16 343 算 法 十 四 尚 可 辑 出 3 
题 ， 余 无 存 。 

卷 四 ” 衰 分 在 《永乐 大 典 》 卷 16 343 算 法 十 四 中 尚 可 辑 出 1 
题 ， 余 全 佚 ，。 

卷 五 少 广 在 《永乐 大 典 》 卷 16 344 算 法 十 五 中 尚 可 辑 出 整 


小 众 信 杨 辉 《 详 解 九 章 算 法 》 是 在 蔷 宪 《黄帝 九 章 算 经 细 草 》 的 基础 上 加 工 提 
炼 的 力作 。 
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卷 ， 杨 辉 还 补 了 开 四 次 方 1 题 。 贾 宪 增 乘 方法 都 在 此 卷 。 又 《了 田 
亩 比 类 乘除 捷 法 》 卷 下 也 说 :“ 开 方 带 从 段 数 草图 活 法 ， 详 载 〈《 九 
章 》 少 广 。” 

卷 六 ” 商 功 仅 存 13 题 ， 缺 15 题 。 

卷 七 ” 均 输 存 19 题 ， 缺 1 题 。 

卷 八 盘 不 足 ” 整 卷 全 。 

卷 九 方程 存 16 题 ， 缺 4 题 。 

卷 十 勾 股 整 卷 全 。 

卷 末 繁 类 整 卷 全 。 

杨辉 所 作 详 解 有 四 种 形式 : 

由“ 解 题 ” 是 对 九 章 原 术 的 通俗 易 晓 的 解释 。 

包 “ 比 类 ”是 对 九 章 原 术 的 比喻 补充 和 推广 ， 也 包括 重新 分 


@)“ 草 ”是 从 术 文 到 答 数 所 作 计 算 过 程 的 描述 。 
4)“ 法 ”是 新 添 的 术 文 。 


一 《日 用 工法 )》 


原著 久 佚 。 

从 《永乐 大 典 。 诸 家 算法 》 存 本 书 序 文 :“ 夫 黄帝 九 章 乃 法 算 
之 总 经 也 。 辉 见 其 机 深 法 简 ， 尝 为 详 注 。 有 客 论 日 : 谓 无 启蒙 日 
用 ,为 初学 者 病 之 。 今 首 以 乘除 加 减 为 法 ， 称 、 斗 、 尺 、 田 为 问 ， 
编译 括 十 三 首 , 立 图 草 六 十 六 问 ， 用 法 必 载 源流 ,命题 须 责 实 有 。 
分 上 下 卷 ， 首 少 补 日 用 之 万 一 ， 亦 助 启蒙 之 观 览 云 耳 。 景 定 王 上 戌 
季 夏 钱塘 杨辉 说 序 。?” 

严 教 杰 于 1966 年 据 今 存 此 书 题 问 ， 推 定 《日 用 算法 》 内 容 :， 

卷 上 
释 九 九 、 八 十 一 名 
乘除 加 减 
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释 斤 平 数 今 存 1 题 ? 
释 斗 解数 今 存 8 题 

释 丈 尺 数 

释 田 调 数 

卷 下 

异 乘 同 除 今 存 1 题 

豪 分 、 仔 容 、 壤 积 、 修 筑 题 


第 二 节 后 期 著作 


杨辉 在 13 世纪 70 年 代 中 期 的 数学 专著 三 种 通称 《杨辉 算 
法 》， 其 中 


一 《来 除 通 变 算 宝 》 


全 书 一 卷 

卷 上 和 倪 法 遂 变 本 末 -开火 有 “ 习 算 纲目 ”为 杨辉 对 数学 
教育 的 理论 性 论说 。 之 后 为 与 商业 有 关 的 乘除 法 算 题 。 

卷 中 ”乘除 通 变 鼻 宝 《” 续 论 商业 有 关 的 乘除 法 算 题 。 结 合 论 
求 一 、 身 前 因 等 筹 算 速算 法 ， 

卷 下 法 和 分 取 用 本 末 ”系统 论述 1 一 300 的 筹 算 乘 除 速 算法 。 
每 隔 一 段 插入 与 商业 有 关 的 算 题 ， 

可 以 认为 这 部 书 是 《日 用 算法 》 的 继续 与 发 展 。 


二 《田亩 比 类 来 除 捷 法 》 
全 书 二 卷 
疮 上 是 《详解 九 章 算 法 》 第 二 章 的 继续 和 发 展 ， 也 是 《 九 
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章 算术 ， 方 田 》 的 摘编 和 补习 。 本 卷 含 长 田 形 、 圭 田 、 斜 田 、 疼 
田 、 环 田 、 宛 田 和 丘 田 。 从 面积 计算 、 类 比 与 乘法 有 关 的 商业 计 
算 算 题 。 此 外 又 把 原来 是 连续 其 的 面积 问题 类 比 到 离散 的 圭 翅 、 榜 
形 才 、 方 笠 、 圆 箭 等 数列 求 和 问题 。 

卷 下 继续 讨论 图 形 面积 问题 ， 而 是 反 过 来 从 已 给 图 形 的 面 
积 反 算 某 些 线段 。 所 论 图 形 有 直线 形 也 有 圆 及 其 部 分 。 从 类 似 于 
《 九 章 算 术 ， 少 广 》 开 头 十 一 个 题 那 样 , 已 给 长 方形 面积 、 一 边 长 ， 
求 另 一 边 长 。 又 引入 其 先辈 刘 益 《 议 十 根源 》， 选 论 其 中 23 个 题 。 
一 般 都 用 代数 方法 研究 几何 问题 。 和 秦 九 前 类 似 , 建立 方程 (有 二 
次 ,有 四 次 、 系 数 含 负数 ) 数 值 解 方程 ,有 具体 计算 过 程 , 求 出 正 根 。 

上 、 下 卷 都 附 很 能 说 明 问 题 的 插图 ， 


三 《 续 古 摘 奇 算法 》 


全 书 二 卷 , 体例 与 其 他 四 部 专著 不 一 样 , 是 杨辉 的 数学 随笔 ， 
很 有 特色 . 

卷 上 含 

纵横 图 ( 幻 方 和 蜡 形 幻 圆 ) 

前 管 术 、 三 女 归 盟 、 六 十 甲子 纳 音 、 求 年 内 日 甲 、 地 支 首 宿 、 
甲子 着 宿 ( 一 次 同 余 式 (组 )) 

倍 息 一 月 (数列 求 和 ) 

正解 法 、 基 仓 法 ( 计 基 ) 

诸 田 不 求 积 步 、 竟 答 亩 数 (面积 速算 ) 

开 河 定 日 、 共 买 纱 绢 、 买 果 求 停 ( 分 配 比 例 ) 

卷 下 含 : 

率 分 届 ( 锥 兔 同 第 . 百 鸡 问 题 等 二 元 、 三 元 问题 ,杨辉 称 元 为 
率 ) 

互 换 ( 各 种 比例 问题 ) 

变换 活 法 (乘除 速算 ) 
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合 分 入 互 换 ( 妇 人 前 杯 等 合作 问题 ) 

衰 分 (分 配 比例 ) 

天 不 足 ( 双 假设 法 ) 

方圆 论 (方圆 等 长 度 .面积 计算 ) 

海马 题解 (以 (孙子 算 经 》 有 关 问 题 比照 解释 和 证 明 《 海 岛 算 
经 ) 第 1 题 ) 


第 三 节 杨辉 数学 专著 版 本 及 其 流传 


杨辉 所 著 算 书 五 种 , 据 明 程 大 位 《算法 统 宗 》 卷 13 算 经 源流 
贞 : ”上 宋 ] 六 定 、 咸 淳 、 德 禧 等 年 又 刊 各 书 :《 详 解 黄帝 九 章 》、 
《详解 日 用 算法 》、《 乘 除 通 变 本 末 》、《 续 古 摘 奇 算法 》。” 清 陆 心 源 
《 酝 宋 楼 藏书 志 》 卷 48 称 :“《 田 亩 比 类 乘除 捷 法 》 二 卷 .……” 可 
多 在 宋代 已 有 木刻 本 传世 。《 杨 辉 算 法 》 有 明代 洪武 古 杭 勤 德 堂 木 
刻本 。 

明成 祖 朱 棣 编纂 《永乐 大 典 》(1403 一 1406)。 杨 辉 所 著 书 被 
分 散 抄 入 于 韵 第 16 329~16 364 卷 , 大 典 和 迭 遭 大 劫 , 劫 余 第 16 343 
至 16 344 卷 中 竞 存 杨 氏 专著 数 十 页 ， 弥 足 珍 贵 。 际 此 盛世 ，《 大 
系 》 第 五 卷 出 版 ,我们 选 录 其 中 片断 四 则 书 影 ， 志 念 。 
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清 罗 士 琳 作 《 续 畴 人 传 》 时 , 论 杨辉 ,说 :“ 辉 所 著 书 ， 载 于 
[ 明 ] 文 渊 阁 书 目 ， 阮 相国 (元 ) 访 之 三 十 年 ， 通 人 学 士 俱 未 之 见 。 
劾 庆 庚 午 (1810 年 ) 相 国 以 少 往事 在 文 颖 阁 总 阅 全 唐 文 。 于 《永乐 
大 典 》 中 抄 得 杨辉 摘 奇 及 议 古 等 百 余 番 。 病 督 清 淮安 ， 嘱 江上 合 、 
郑 惫 藩 排比 整齐 之 。 然 援 拾 残 剩 之 余 ， 究 非 全 帷 也 .” 可 见 阮 元 从 
《永乐 大 典 》 录 出 杨 氏 书 首尾 不 全 ， 都 是 散 贝 。 

鲍 廷 传 于 乾隆 丙 申 (1776 年 ) 刊 《 知 不 足 斋 丛书 》 其 第 二 十 七 
集 有 《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 下 。 

“ 埋 庆 甲 成 (1814 年 ) 夏 , 黄 不 烈 于 同属 故 家 得 杨辉 算法 , 告 散 
叶 ， 且 大 倒 错乱 殊 甚 。 暇 日 招 李 锐 至 百 宋 一 麻 相 与 验 其 文 义 ， 排 
比 整齐 ， 得 书 六 卷 ， 首 尾 序 目 无 缺 欠 。 绰 命 工 装 成 一 巨 册 ， 棱 而 
藏 之 。 由 是 识 与 不 识 ,感知 为 稀世 宝 侨 。.” 说 见 李 锐 《杨辉 算法 。 
跋 》。 李 锐 所 得 六 卷 即 第 二 节 所 说 后 期 著作 三 种 六 卷 , 内 缺 《 续 十 
摘 奇 算法 》 卷 上 。 

道光 王 袖 (1842 年 ) 郁 松 年 刻 毛 后生 家 藏 石 研 斋 抄 本 ( 残 ) 
《详解 九 章 算法 》, 又 续 刻 《杨辉 算法 》 六 卷 。 并 由 宋 景 昌 校 勘 ， 列 
作 《 和 札记 》 列 书后 。 与 素 九 韶 《 数 书 九 章 》 并 列 入 《 宜 稼 堂 从 
书 》。( 图 版 五 ) 

上 海 商务 印 书馆 于 1922 年 影印 《 宜 稼 堂 丛 书 》 本 , 30 年 代 排 
印 《 从 书 集成 初 编 》 时 又 据 宜 稼 堂本 于 1936 年 出 版 《详解 九 章 算 
法 》 及 宋 景 昌 《札记 》 铅 字 本 。1937 年 ，1939 年 分 别 出 版 《算法 
通 变 算 军 》、《 田 亩 比 类 乘除 捷 法 》( 附 《 续 古 摘 奇 算法 ) 人 缺 卷 上 )，, 陈 
敬 衡 、 息 师 竹 校对 。 

台北 商务 印 书 馆 于 1980 年 出 版 ( 宛 委 别 藏 丛书 》 收 杨辉 算法 ， 
其 中 《 续 古 摘 奇 算法 》 也 缺 卷 上 。 

《杨辉 算法 》 三 种 曾 东 传 朝鲜 .于 宣德 癸 丑 (1433 年 ) 翻 刊 明 潜 
武 古 杭 勤 德 堂本 。 在 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 中 有 了 跋 , 说 :“ 观 察 使 
臣 辛 引 孙 ， 引 奉 内 旨 ， 嘱 府 尹 臣 金 乙 辛 ， 刊 官 李 好 信 命 工 旬 梓 。?” 
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又 重 刊 朱 世 杰 《 算 学 启蒙 》 的 金 始 振 在 1660 年 所 作 序 中 也 提 到 
《杨辉 算法 》, 他 说 ,“ 岁 丁丁 (1657 年 ) 居 忧 抱 病 无 外 湛 , 适 得 抄本 
杨辉 算 书 于 今 金 沟 县 令 郑 君 溢 。” 

日 本 石 黑 信 由 (1760 一 1836) 《算法 书籍 目录 》 载 :“ 大 明 宣 德 
八 年 宋 杨辉 算法 三 册 。 本 书 为 关 孝 和 所 传 写 ， 时 宽 文 元 年 次 辛 丑 
(1661)。” 三 上 义 夫 于 1917 年 将 此 足 本 《杨辉 算法 》 抄 寄 李 例 , 今 
藏 北京 中 国 科 学 院 自然 科学 史 研 究 所 ， 

北京 图 书馆 藏 有 朝鲜 登 丑 刊本 《杨辉 算法 》, 是 杨 守 敬 旅 日 时 
收购 捐赠 者 

综 上 所 说 ， 杨 辉 后 期 著作 即 《 杨 辉 算法 》 三 种 欠 经 宋 、 骨 刊 
刻 ， 且 有 域外 翻 刊本 ; 而 其 前 期 著作 中 的 《日 用 算法 》 向 无 刻本 ， 
《详解 九 章 算法 》 这 样 力作 曾 导 版 行 世 ， 后 列 佚 。 郁 松 年 在 此 书 宋 
景 昌 《札记 ， 序 》 中 说 :“ 是 书 为 毛 君 生 甫 ( 岳 生 ) 家 藏 本 ,每 叶 俱 
有 石 研 斋 抄 本 五 字 。 卷 末 有 石 研 裔 秦 氏 印 , 未 知 秦 氏 为 何许 人 也 。" 
石 研 斋 抄 本 虽 为 残 本 ， 但 系 海 内 外 惟一 孤本 ， 凤 毛 麟 角 ， 其 珍贵 
可 知 。 此 外 所 幸 动 余 的 《永乐 大 典 》 尚 存 有 两 书 散 条 可 以 辑录 , 其 
中 特别 重要 的 文献 如 贾 宪 的 增 乘 开 方 术 和 开 方 作 方 本源 图 俱 出 于 
此 。 

1997 年 湖北 教育 出 版 社 出 版 《杨辉 算法 导读 》, 郭 趾 汉 著 ; 这 
宁 教 育 出 版 社 出 版 《杨辉 算法 》， 孙 宏 安 著 ， 对 杨辉 后 期 著作 都 作 
细致 今 释 。 为 《杨辉 算法 》 足 本 ， 填 补 了 1842 年 郁 松 年 《 宜 稼 堂 
处 书 》 本 《杨辉 算法 》 的 空白 。 

杨辉 算 书 流传 及 版 本 流程 见 表 6. 1. 1 。 
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表 6.1.1 七 百 多 年 来 杨辉 数学 专著 流传 及 版 本 


《 续 古 摘 奇 
算法 》 


流程 表 


第 四 节 在 杨辉 数学 专 闭 所 见 南 家 社会 
杨辉 所 著 书 深入 民间 生活 、 生 产 ， 从 此 可 以 了 解 到 南宋 末年 
社会 情况 ， 分 二 段 陈 述 。 
一 计 量 


长 度 
在 《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 上 有 尺 样 ， 虽 经 辊 转 影 摹 ， 但 较 之 昭 
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相 缩 放 ， 失 真 度 小 ,经 测量 宋 1 尺 =31. 5 厘米 ， 与 出 土 宋 尺 都 可 
以 作为 宋 一 尺 实 长 计量 参考 。 在 长 度 进 制 上 与 《 秦 九 章 》 无 分 歧 ， 
但 对 纺织 品 匹 的 计量 有 出 入 ， 在 《乘除 通 变 算 宝 》 上 、 中 、 下 三 
卷 作 4 来 6 尺 (一 见 ), 4 丈 8 尺 (二 见 )，4 丈 9 尺 (二 见 ), 5 丈 
1 矿 ，5 丈 4 尺 各 一 见 。 又 田亩 进 制 无 角 ， 亩 下 十 进 ， 如 三 讶 七 分 
四 悍 五 瞩 二 丝 八 忽 必 续 古 摘 奇 算法 ) 卷 下 )。 

量 制 

在 《 续 古 摘 奇 算法 》 中 有 专 节 正 解 法 ， 论 其 事 。 

“夏侯 阳 仓 曹 云 : 古 者 沿 地 , 方 一 尺 ， 深 一 尺 六 寸 二 分 , 受 票 
一 解 .至 汉王 莽 改 铸 铜 狸 , 用 深 一 尺 九 寸 二 分 。 至 宋 元 嘉 二 年 (425 
年 ) 徐 受 重 铸 , 用 二 尺 三 寸 九 分 ,至 梁 大 同 元 年 (535 年 ) 甄 变 校 之 ， 
用 二 斥 九 寸 二 分 。 然 时 异 下 变 ， 斗 尺 不 同 。 以 十 说 今 ,临时 较 定 ， 
始 可 引用 .。 者 欲 审 之 , 以 掘 地 作 穴 , 方 广 三 尺 已 下 。 以 今 时 斗 , 其 
米 一 租 ， 置 诸 穴 中 。 概 令 平 满 ， 临 时 增 减 ， 取 米 适 平 ， 然 后 出 之 。 
径 基 以 知 深 浅 , 乃 可 为 锋 法 定数 ,。 辉 伏 睹 京城 (临安 , 今 杭州 市 ) 现 
用 官 斗 ， 号 杭州 百合 ， 浙 郡 一 体 行 用 。 未 较 积 尺 积 寸 者 ， 盖 寸 势 
上 宽 下 狭 ， 维 板 凸 突 ， 又 有 提 梁 ， 难 于 取 用 。 况 榜 棱 藤 斗 ， 循 习 
为 之 。 今 将 官 升 与 市 尺 较 证 ， 少 补 日 用 万 一 。 

每 立方 三 寸 , 受 票 一 升 。 每 方 五 寸 , 深 五 寸 四 分 , 受 票 五 升 。 
每 方 一 方 ， 深 二 寸 七 分 ， 受 票 一 斗 。 每 方 一 尺 ， 深 一 尺 受 票 五 斗 
ee 每 方 一 尺 ， 深 二 尺 七 寸 ， 受 桶 一 石 。” 

上 引 杨 辉 正 狸 法 , 与 古 《 九 章 》 委 栗 术 所 定 标 准 ;“ 程 桶 一般， 
积 二 及 七 寸 。 刘 徽 注 : 二 尺 七 十 者 ， 谓 方 一 尺 ， 深 二 尺 七 寸 ， 凡 
积 二 王 七 百 寸 ” 同 义 。 从 杨辉 所 附 尽 样 及 出 土 宋 尺 折 算 杭州 百 
合 册 ， 即 杨辉 所 说 官 斗 应 合 今 

31. 5X31.5X31.5X1Xx1X2.7=84 390.86 立 方 厘 米 


QD 这 里 的 百合 应 作 解 理解 。 
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宋 时 其 具 至 今 未 见 出 土 文物 ， 沈 括 《 梦 溪 笔 谈 》 谈 宋 时 标准 量具 
二 次 ， 又 《永乐 大 典 》 记 嘉定 九 年 (1216 年 ) 安 徽 宁国 府 文思 院 解 
宋 基 具 ， 俱 可 作为 当时 实物 含 容积 参考 山 。 


二 经 济 


物价 

粮食 琉 ( 豆 ) 石 价 785 文 ” 麦 石 价 1 160 文 (日 用 算法 》) 

水 果 《 续 古 摘 奇 算 法 》 卷 下 有 水 果 每 个 价 : 桃 9 文 , 柑 7 文 ， 
林 枪 5 文 , 桔 3 文 ， 李 2 文 。 

纺织 品 ”每 匹 价 

绪 8 贯 罗 7 贯 776 文 (( 续 古 摘 奇 算 法 ) 卷 下 )， 绢 3 贯 360 
文 , 2 贯 330 文 (田亩 比 类 乘除 捷 法 )》 卷 上 ), 葛 3 贯 750 文 , 布 2 
贯 500 文人 《乘除 通 变 算 宝 } 卷 下 )。 

金属 

银 每 两 3 贯 400 文人 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 卷 上 )， 又 每 两 5 
贯 700 文 (乘除 通 变 算 宝 } 卷 中 )，7 贯 360 文 ，14 贯 285 文 (( 乘 
除 通 变 算 宝 ) 卷 上 )， 

铜 每 斤 9 文 ， 锡 每 斤 7 文 (( 乘 除 通 变 算 宝 》) 。 

田亩 

每 南 20 贯 (( 乘 除 通 变 算 宝 ) 卷 上 )， 又 10 贯 600 文人 《乘除 通 
变 算 宝 ;} 卷 中 )。 

工资 

工匠 每 工 ( 工 作 日 ) 支 米 3 升 6 合 (( 田 亩 乘除 比 类 捷 法 》 卷 
上 )， 


DD 参见 本 《大 系 》 第 四 卷 第 477 页 。 
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税收 

杨辉 算 书 多 次 提 到 “ 官 收 税 钱 每 贯 扣 纳 头子 钱 灿 56 文人 《详解 
九 章 算 法 》《 乘 除 通 变 算 宝 》) 。 

展 省 

在 第 三 编 第 三 章 第 四 节 经 济 已 介绍 《 秦 九 章 》 记 载 南 宋 币 制 
混乱 , 官方 有 所 谓 展 省 之 制 , 770 文 当 1 贯 。 在 杨辉 算 书 中 也 一 再 
记述 这 一 官方 创 导 的 弄虚作假 行为 。 例如 :“ 足 钱 九 十 六 贯 二 百 五 
十 文 。 间 ; 伸 作 七 十 七 陌 几何 ?”( 乘 除 通 变 算 宝 》 卷 中 ) 除 此 以 外 
其 制 上 有 省 角 : 8 斗 3 升 作 1 解 。 如:“ 求 镍 米 二 百 二 十 九 石 八 升 ， 
问 ， 为 八 斗 三 升 法 解 几何 ?( 答 数 276 石 )(《 乘 除 通 变 算 宝 》 卷 中 ) 
在 衡 制 上 也 有 省 秤 : 1 斤 作 1 斤 4 两 ,如 :“ 一 百 一 十 二 斤 足 秤 , 问 
为 省 秤 几何 ?( 答 数 .140 斤 )C《 日 用 算法 》)) 南 宋 币制 、 计 其 制度 的 
混乱 ， 地 区 与 地 区 之 间 差 异 也 大 ， 这 些 非常 现象 产生 了 许多 太平 
感 世 难 见 的 应 用 题 。 


中 在 杨辉 算 书 中 一 再 出 现 “ 头 子 钱 ”. 这 是 宋 时 按 一 定 比 例 在 法 定 租 峰 外 加 收 或 
在 官府 出 纳 时 抽取 的 税 钱 ， 为 一 种 附加 税 ， 
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第 二 章 和 草 术 


第 一 节 ”中国 数 码 字 


杨辉 与 秦 九 韶 的 数学 活动 都 在 13 世纪 中 叶 南 宋 京 城 及 其 周 
围 。 值 得 引起 我 们 注意 的 是 两 人 记 数 法 不 一 致 。 明 人 程 大 位 记 法 
接近 秦 九 韶 。 清 人 记 法 又 与 杨辉 、 李 治 一 致 。 杨 辉 书 确 流 传 日 本 ， 
秦 九 韶 专 著 是 否 传 日 本 ， 仅 是 猜测 而 已 。 但 江 户 时 代 和 算 都 用 杨 
辉 式 甚至 与 李 治 、 清 人 相同 数码 字 。 现 列表 对 照 ， 以 供 查考 。 


表 6.2.1 


纵 横 纵 式 数码 字 模式 数码 字 


数 字 0 12345678 9l01234567 8 9 

素 九 胡 | 〇 | NXOTTT x OO-==xXOlL 8 人 

声 辉 | 〇 或 空 | 是 川 川 伍 TTW 而 |O 一 = 三 二 伍 [ 二 二 

李 治 | 〇 TININNNETT 件 一 = 二 二 要 | 十 和 

程 大 位 | OO、 || 咱 X&61L 二 义 〇 一 = 二 X81 上 二 去 
第 二 弟 口 诀 


大 约 在 元 末 明 初 ,珠算 取代 筹 算 逐 渐 成 为 我 国 传统 计算 工具 。 
珠算 之 所 以 能 够 成 为 良好 算 具 ,原因 有 二 : 其 一 , 算盘 数位 固定 ， 
而 各 位 数值 以 算 珠 多 少 计 数 ， 上 下 拨 动 非常 灵活 ， 优 于 算 筹 。 其 
二 ， 运 算 有 相应 口 识 ,特别 是 除法 ， 适 合 汉语 单 音节 发 音 , 一 音 
一 词 ， 初 学 者 只 要 把 口诀 背部 ,琅琅 上 口 ， 得 心 应 手 ， 熟 能 生 巧 ， 
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能 快速 得 到 准确 结果 。 至 今 仍 是 商业 计算 ， 小 学 数学 教育 三 算 必 
不 可 少 的 算 具 。 

杨辉 在 《乘除 通 变 算 宝 》 中 叙述 他 的 “ 九 归 新 括 ”， 是 后 来 珠 
算 归 除 口诀 的 先 声 。 杨辉 原 作 理 论 上 正确 , 但 不 押韵 , 不 顺口 。 经 
过 几 代 人 的 努力 ， 从 下 表 追 迹 朱 世 杰 《 算 学 启蒙 》(1299 年 )、 程 
大 位 《算法 统 宗 》(1592 年 ) 有 关 工 作 ， 其 脉络 很 清楚 。 当 然 杨 辉 
所 造 口诀 是 筹 算 速算 (除法 ) 所 需 ( 表 6. 2. 2)， 

在 “ 足 解 米 二 百 二 十 九 石 八 升 , 问 ; 为 八 斗 三 升 法 解 几 何 ” 一 : 
题 中 ， 理 应 作 除 以 83 的 运算 。 杨 辉 在 术 中 说 :“ 用 八 十 三 归 。 从 
实 上 位 求 起 ， 言 十 次 身 ， 言 知 退 位 布 之 .” 下 有 除法 十 句 歌 括 ， 
“ 见 一 下 十 七 ， 见 和 三 下 三 十 四 ， 见 三 下 五 十 一 ， 见 四 下 六 十 八 ， 见 
四 一 五 作 五 ， 退 八 十 三 成 百 。 见 五 下 一 百 二 ， 见 六 下 百 十 九 ， 见 
七 下 百 三 十 六 , 见 八 下 百 五 十 一 ”对照 今 珠 算 八 归 三 除 飞 归口 诀 ， 
当知 其 远 源 所 目 :“ 见 一 下 加 一 十 七 , 见 四 下 加 六 十 八 ， 见 七 加 一 
下 三 六 , 见 六 加 一 下 一 九 , 见 三 下 加 五 十 一 , 见 二 下 加 三 十 四 , 八 
十 三 除 一 飞 归 。” 

在 “ 葛 布 二 百 三 十 七 匹 ， 每 匹 三 芙 七 百 五 十 文 。 问 ， 钱 几 
何 ”一 题 中 ,“ 术 目 : 置 布匹 数 , 以 斤 求 两 价 念 法 ,从 尾 损 之 ,” 杨 
辉 斤 求 两 法 则 为 : “由 一 求 堵 退 六 二 五 ,二 求 计 退 一 二 五 ,三 求 一 
八 七 五 , 四 求 计 退 二 十 五 , 五 求 三 一 二 五 是 , 六 求 除 退 三 七 五 , 七 
求 四 三 七 五 退 ， 八 求 就 身 退 除 五 .” 这 是 后 世 斤 求 两 的 最 早 版 本 ， 
“一 退 、 六 二 五 ， 二 、 一 二 五 , 三 、 一 八 七 五 , 四 、 二 五 , 五 、 三 


六 二 五 , 十 一 、 六 八 七 五 , 十 二 、 七 五 , 十 三 、 八 一 二 五 , 十 四 、 
八 七 五 ， 十 五 、 九 三 七 五。” 古 制 一 斤 16 两 ， 用 斤 求 两 歌诀 可 以 
化 连 除 、 连 乘 为 一 次 乘法 。 在 商业 数学 中 曾 起 很 大 作用 . 


中 用 斤 求 两 口诀 变换 237xX 375=237X (1 000 一 625)， 


术 
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"十 一 六 飞 栓 


YI 并 YTY 十 尾 头 十 下 交 史 并 “十 独 撤 站 村 * 业 站 聘 印 让 
渤 昨 ' 王 星 和 守 焉 和 ' 辐 星 寺 二 让“ 二 “十 六 如 VY 要 ' 团 十 千 半 


tf 二 二 乓 二 二 个 一 此 二 一 和 代 ， 。 i 
“十 一 入 YY 要 ‘十 VY 和 WW ' 国 十 秆 YY = 一 十 当下 Y 下 动 深 园 Y < 
YY ' 二 十 半 焉 VY ' 焉 示 流 团 V' 关 | 性 半 三 YY ' 国 用 二 一 ' 一 蝗 守 一 YY 

昱 半 下 YY 国 昱 着 二 ' 二 一 YY "十 视 芝 了 寺 雪 ' 匣 十 YX< 


十 要 二 可 国 十 YM | 十 一 十 填 焉 十 ' 正 十 焉 园 填 :二 

站 十" 一 十 十 焉 二 * 亚 十 下 国王 二 | 二 加 二 了 ed 二 二 

十 团 三 十: 光 和 放款 二 千 三 昨 半 一 十 = 二 

"十 一 豆 “十 六 大半 

六 村 "二 十 Y 亚 交 园 十 交 团 当下 车: 下 十 YY 正光 上 园 十 汉 国 当下 

下 吕 二 交工 二 三 开演 国 时 守 交 | 翰 溉 三 半 ' 二 十 三 二 半 ' 团 星 寺 一 六 
十 一 入 下 可 "Y 却 时 团 焉 六 

示 别 三 正 ' 园 丰田 二 正二 直 则 一 正 "十 阁 障 下 可 ' 届 一 盘 世 下 

“十 二 各 VY 各 ‘二 一 扫 霓 要 “一 "十 第 控 团 豆 一 

十 二 三国 "下 盐 洪 一 于" 一 十 二 一 轩 | 十 十 三 园 * 亚 直 池 一 园 ' 二 十 二 一 
"十 三 各 必 可 ' 十 二 委 半 笨 ' 十 ， 


一 报 三 如 "二 十 六 二 三 "一 十 三 一 三 一 第 [一 | ANy -一 一 
二 国医 要 十 三 切 冯 村 :十 ”| 种 入 三 村 :二 十 妆 二 三 :一 十 三 一 : 
防 轩 车 * 十 一 卫 二 可 正副 淡 一 二 "十 铂 生 二 可 ‘下 尺 一 二 


《 疯 Eff， 尝 妖 洪 疡 对 学 忧 《 梁 湖 所 和， 于 咖 ， 滨 天 才 莫 ) 洋 乱 滨 


7'2'9 闪 


亿 
EN 
型 
EF 
> 惠 
区 
| 
十 民 上 十 


三 前 国清 二 省 二 六 一 省 : 


“十 六 十 酸 ' 二 十 二 
三 而 妆 灿 二 基 三 六 一 省 
十 阁 交 全 下 动 三 


二 十 半 二 省 国 半 一 首 : 


十 闭 


于 多 “ 同 涂 一 疝 ' 一 塘 一 他 : 


“十 秆 加 


全 开动 二 省 二 十 半 一 省: 
WE 
i 二 


“十 镍 三 嫩 ' 一 十 一 圭一 
- 亚 吉 一 


“Eli 


El YY 


“Ef 二 


Ef ~ 


Ef 焉 


印 园 


《对 此 印 粘 : 季 其 王 束 淹 涨 ?赤红 
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第 三 节 速 算 


按照 速算 经 验 ， 近 代 学 者 总 结 有 如 下 原则 ; 

QD 一 个 数 加 上 ( 减 去 、 乘 以 或 除 以 )1,，10, 10?,…10 的 帮 比 加 
上 ( 减 去 、 乘 以 或 除 以 ) 其 他 数 要 快 。 

包 一 个 数 加 上 ( 减 去 、. 乘 以 或 除 以 )1，2，3 前 面 三 个 数字 比 加 
上 ( 减 去 . 乘 以 或 除 以 ) 其 他 数字 要 快 。 

四 加 上 ( 减 去 、 乘 以 或 除 以 ) 有 ) 个 数位 的 数 比 加 上 ( 减 去 、 乘 
以 或 除 以 ) 有 7 个 数位 以 上 的 数 要 快 。 

用 个 个 位 数 分 别 去 乘 ( 除 ) 一 个 数 ， 比 用 这 个 个 位 数 乘 
积 去 乘 ( 除 ) 要 快 .0 

如 果 能 综合 运用 这 些 原则 ， 效 果 更 好 。 

杨辉 在 《乘除 通 变 算 宝 》 中 提出 五 种 速算 法 。 至 今 有 现实 意 
义 ， 现 选 录 如 下 


单 因 

“ 细 物 一 十 二 斤 半 、 税 一 ， 今 有 二 千 七 百 四 十 六 斤 . 问 ; 税 几 
何 ?” 

“ 术 日 ， 八 因 以 代 一 二 五 除 也 。” 

这 是 说 2 746 二 12.5 一 2 746 二 100X8 

重 因 

“ 绢 二 百 七 十 四 匹 ， 每 匹 四 十 八 尺 ， 间 :， 共 几 尺 ?” 

“ 草 曰 ， 置 绢 数 六 因 之 ， 八 因 之 。” 

此 即 274X48 二 274X6X8 


QD 对 筹 算 说 ， 更 见效 果 。 
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身 前 因 

乘 数 的 个 位 数 是 1， 就 用 这 种 算法 。 

“二 百 三 十 二 斤 ， 每 斤 三 十 一 文 。 问 : 钱 几 何 ?” 

“ 草 昌 ， 置 斤 数 为 身 ， 于 身 前 三 因 之 。” 

这 是 指 先 记 下 232, 以 3 乘 此 数 ， 向 前 移 一 位 , 并 入 此 数 , 就 


得 到 结果 : 232 
6 96 
7192 
损 乘 


“ 九 乘 者 损 一 ， 八 乘 者 损 二 ， 七 乘 者 损 三 。” 

“ 官 收 钱 二 万 六 二 四 百 一 十 贯 ， 每 贯 除 头子 钱 五 十 六 文 ， 问 ， 
共 得 在 干 ?” 

“ 草 日 : 五 十 六 ， 本 是 七 因 、 八 因 ， 今 易 为 损 法 。 当 先 用 “ 损 
三 ”以 代 七 因 ,“ 损 二 ”以 代 八 因 ， 而 得 答 数 。?” 

相当 于 说 ， 改 用 如 下 算法 


(i) 26 410…2 641 X10 (Gi) 211 280…21 128X10 
一 5282 .2 641X2 一 63 384 …21 128X3 
21 128 147 896 
二 加 法 五 术 
用 加 法 简化 乘法 
加 一 位 
当 乘 数 为 11 一 19 时 适用 ,例如 
274 X16 相当 于 改 计算 
274 
1 644 274X6 
4384 
加 二 位 


乘 数 是 111 一 119 时 适用 ,例如 
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“ 官 加 税 钱 三 百 四 十 二 贯 ,每 贯 扣 头 子 钱 五 十 六 文 。 问 : 收 钱 几 
何 ?” 

“ 草 上 日 : 置 总 钱 三 百 四 十 二 贯 , 先 隔 位 加 二 ,次 加 一 ,加 身 折 

这 相当 于 说 342X56 二 342X112 二 2 二 (34 200 十 342X2) 二 2 
相当 于 做 竖 式 


342 
68d* + 隔 位 加 二 
342。 次 加 一 
2 04 
19 152 
加 陋 位 
当 乘 数 是 101 一 109 时 适用 


“地 一 百 七 让 , 价 一 十 贯 六 百 文 , 问 值 几 何 ?” 
“ 草 日 ;敬一 百 七 亩 , 隔 位 加 六 。”( 答 数 1 134 贯 200 文 ) 
对 于 107X106= 二 10 700 十 107X6 


十 642 …… 隔 位 加 六 


重 加 

“ 乘 数 烦 者 约 之 ,用 加 一 位 之 法 加 旋 , 重 加 。?” 

“ 税 钱 二 百 四 十 七 贯 ,每 贯 加纳 一 文 九 分 五 厘 。 问 ;几何 ?” 

“ 草 目 : 置 税 钱 为 身 , 先 加 三 ,又 加 五 , 合 问 ”， 
247X195 一 247X13X15 


247 
741 247X3 


3 211 
16 O55 321] Xx5 


48 165 
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当 乘 数 为 21 一 29 时 适用 
“ 铀 二 十 九 镁 ,每 镁 二 十 三 斤 。 间 : 重 几 何 ?” 
“ 草 日 : 置 铜 数 为 身 , 先 加 二 ,后 入 身 。” 


算法 相当 于 
29X23 二 290 十 29X 3 十 296 
29 
97…… 先 加 三 
29…… 后 入 身 
667 
三 减法 四 术 
用 减法 简化 除法 , 先 把 除数 首位 化 为 1 ,相应 地 也 缩小 或 扩大 
被 除数 相应 的 倍数 。 
减 一 位 


“ 原 纳 头 子 钱 一 十 九 贯 一 百 五 十 二 文 , 原 纳税 钱 ,每 贯 扣 头 子 


钱 五 十 六 文 。 问 :本 税 钱 若干 ?” 


“ 草 文 : 置 元 税 钱 数 两 折 半 , 作 四 人 贯 七 百 八 十 八 文 , 减 四 合 间 。” 
原 题 是 求 19 152 二 56。 杨 辉 把 19 152 两 次 折 半 化 为 4 788, 除 


数 化 为 14。 在 术 文 后 附 有 运算 过 程 相当 于 


4788 
-47..。。。 14X3 


—56 TT 14X4 


一 28.….. ]4X2? 
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答 数 是 342。 减 一 位 适用 于 除数 11 一 19。 
减 二 位 
“ 米 九 十 七 石 三 斗 一 升 ,每 人 给 三 斗 七 升 。 问 :给 几 人 ?” 
“ 草 日 :三 因 积 数 , 身 外 减 一 一 , 合 问 。” 
把 9 731 二 37 化 为 29 193 二 111 


29193 
一 222……111X2 
699 
一 666……111X6 
333 
一 333……111X3 
0 
答 数 是 263 
重 减 


“ 题 烦 者 , 折 之 , 作 两 次 减 ,或 三 次 减 ,位 简 必 捷 。” 

“ 支 钱 四 百 四 十 一 贯 三 百 二 十 文 ,给 一 百 八 十 七 人 。 问 ;各 得 几 
何 ?” 

“ 草 日 :一 百 八 十 七 人 为 法 , 若 用 减 二 位 之 术 , 不 亦 繁 乎 ? 莫 若 
用 重 减 。 草 日 : 置 支 钱 总 数 , 先 减 一 ,后 减 七 , 合 问 .” - 

这 就 是 说 :441 320 二 187 二 441 320 二 11-17 做 两 次 “ 减 一 位 ” 
法 ,就 得 到 结果 2 360 

隐 位 减 

当 除 数 是 101 一 109 时 适用 

“ 丝 每 一 十 两 , 耗 三 钱 。 今 有 丝 重 二 于 八 百 二 十 二 两 二 钱 , 间 ， 
本 几何 ?” 

“ 草 日 : 置 丝 为 实 , 隔 位 减 三 , 合 问 。” 

原 题 是 求 28 222 二 103 
改 做 减法 运算 ,相当 于 
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得 答 数 274。 
四 求 一 代 乘 除 


前 面 已 在 第 二 编 第 三 章 述 北宋 学 者 沈 括 有 关 数 学 的 业绩 ,其 
中 第 四 节 为 算术 , 首 列 求 一 之 术 。 杨 辉 “ 求 一 代 乘 除 ? 当 是 沈 括 求 一 
术 的 具体 应 用 。 在 乘法 时 :…* 倍 法 ( 乘 数 ) 必 折 实 (被 乘 数 )， 倍 实 必 
折 法 ” 在 除法 时 “ 倍 法 必 倍 实 ， 折 法 必 折 实 ?。 目 的 是 使 乘 ( 除 ) 
数 有 数字 1, 便于 运用 上 面 已 举 的 速算 法 则 . 杨辉 也 注意 到 必须 因 
地 制 宜 ， 灵 活 机 动 。 

“二 百 三 十 八 亩 ， 每 调 二 百 四 十 步 。 问 ; 共 几 步 ?” 

“ 求 一 草 昌 ， 半 法 、 倍 实 ， 加 二 ， 合 问 。” 

“出 钱 一 千 三 百 五 十 贯 九 百 文 买 银 , 每 两 五 贯 七 百 文 。 问 : 得 
银 多 少 ?” 

“不 用 求 一 草 日 , 置 出 钱 数 ， 三 归 ， 减 九 ， 合 问 .” 

这 是 说 本 题 1 350 900 二 5 700= 二 1] 350 900 二 3 二 1 900 

“五 千 七 百 一 十 二 步 。 间 : 得 几 亩 ??” 

“ 求 一 草 日 半 法 ， 半 实 ， 减 二 ， 合 问 。?” 


五 乘除 速算 表 


在 《条 除 通 变 算 宝 》 卷 下 杨辉 总 结 四 种 速算 法 ， 对 于 乘 数 ( 除 
数 ) 是 1 一 300 者 应 该 用 哪 一 种 算法 为 宜 , 作出 建议 。 他 特别 强调 ; 
“ 随 题 用 法 则 捷 ， 以 法 就 题 者 拙 。” 虽 然 前 面 已 提出 过 加 一 位 ， 加 
二 位 ， 减 一 位 ， 减 二 位 等 算法 ， 杨 辉 并 不 拘泥 于 此 ， 在 表 中 择优 
采用 ， 现 录 11~39， 以 示 一 玫 。 
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表 6. 2.3 乘法 速算 


倍 实 ， 加 四 
连 身 吉 
身 前 因 三 
倍 实 ， 加 六 


表 6. 2.4 除法 速算 


、 加 五 、 九 归 


13 三 妇 ， 碱 一 
14 、 七 归 折 半 、 减 七 
15 、 二 归 二 因 、 七 归 
16 却 加 二 五 两 折 ， 九 归 
17 三 归 ， 九 归 二 因 , 减 一 - 
18 九 归 折 半 ， 减 四 折 半 ， 减 九 


三 归 、 碱 二 四 因 、 减 一 六 


杨辉 所 提出 的 各 种 速算 法 符合 四 项 速算 原则 ， 在 小 学 数学 孝 
学 中 可 以 有 选择 地 采用 。 自 沈 括 以 来 系统 整理 ， 结 合生 活 实际 深 
入 讨论 ， 比 较 省 时 、 省 力 的 算法 杨辉 率先 迈 出 第 一 步 ， 


第 四 闻 素 因数 分 解 及 指数 律 


我 国 素 无 素数 概念 。 我 们 发 现在 杨辉 的 乘法 速算 表 中 他 对 于 
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匠 | 叶 | 寿 | 耕 | i 2| 括 | 起 | 疙 | 中 | 二 | 习 | 攻 | 吾 | = 
仿 | 忆 | 梧 | 姜 | 后 | 守 | 枉 | 幅 | 邮 | 本 | | 全 | 本 | 邮 | 5 
路 
| 
路 | 局 长 | | 
名 | 飞 上 | 过 | 立 | 图 四 
泽 | 强 | 中 | | 屋 | 各 | RR| 1 | 灾 | 控 | 环 | ER 
熙 | 长 | 长 | 其 | 中 | 5| 吕 | 过 | 轩 | 1 | 要 | 如 | 中 
发 | 县 | 区 | 屋 | 县 | 县 | 情 | 1 其 | 川 | 蓉 | 哺 | 只 


表 6.2.5 杨辉 对 过 因数 的 认识 
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数 的 因数 分 解 已 很 熟练 , 他 所 作 最 简 因 数 分 解 , 虽 无 素数 之 名 ， 韦 
实 上 已 是 素 因数 分 解 。 下 面 摘 21 一 299 之 间 奇 数 的 情况 。( 表 
6. 2. 5) 

从 表 中 我 们 注意 到 杨辉 在 这 方面 的 工作 情况 其 一 ， 除 了 偶 
素数 2 以 外 ，3 一 293 之 间 的 素数 在 表 内 都 已 出 现 。 其 二 ， 遇 到 素 
数 他 只 说 “ 连 身 加 ”或 “加 x X”， 无 法 析 因 。 其 三 ， 因 为 是 速算 
表 ， 有 时 因数 不 是 最 简 的 ， 如 9，15。 做 两 次 乘法 ， 比 “ 损 一 ”， 
“ 连 身 加 五 ”简便 。 其 四 , 还 有 少数 缺陷 , 例如 177 误 以 为 是 素数 ， 
“加 七 七 >， 其 实 177 王 3X59。 

在 《 续 十 摘 奇 算法 》 卷 上 设 题 ;“ 一 文 日 增 一 倍 , 倍 至 三 十 日 。 
问 ， 计 钱 几 何 ? ( 答 数 :107 万 3741 贯 824 文 ) 

题 后 本 文 说 :“ 以 十 度 八 因 .” 注 文 :“ 一 度 八 因 超 三 日 数 .十 
度 八 因 超 三 十 日 数 .” 这 就 是 

22" 一 (23)1。 
又 术 :“ 五 度 六 十 四 乘 之 。” 注 文 :“ 六 十 四 乃 六 日 数 , 五 度 乘 
为 三 十 日 。” 
230 一 64。25 一 256 .25。 
又 术 :“ 以 三 度 三 十 二 乘 出 ， 得 数 自 乘 ， 亦 同 。?” 
23" 一 (23。32)2 一 (23 。25)2。 

于 此 可 见 他 对 二 数 相 乘 ， 宪 指数 相 加 的 性 质 已 很 熟悉 。 回 渊 
到 北宋 学 者 沈 括 《 梦 溪 笔 谈 》 卷 18 技艺 “棋局 都 数 ” 条 有 关 指 
数 律 的 运用 ， 杨 辉 再 次 正确 掌握 ， 说 明 在 宋代 ， 中 国 数学 界 已 如 
娴 此 术 。 


@ 见 第 二 编 第 三 章 第 六 节 。 
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第 五 节 ”此 例 


比例 是 从 来 算 书 永恒 主题 之 一 ， 杨 辉 比 例 论 述 与 秦 九 韶 各 具 
特色 。 


一 简 单 比 你 


《详解 九 章 算法 》 票 米 、 衰 分 两 章 虽 已 失去 , 在 杨辉 其 他 专著 
可 见 他 以 互 换 术 作 商 业 计算 十 分 熟练 。 例 如 在 《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 
下 设 题 ;“ 金 立方 一 寸 ( 谓 长 宽 高 皆 是 十 分 ) 再 自 乘 ， 得 一 千 分 ， 
重 一 斤 ( 即 十 六 两 )。 今 有 金立 方 七 分 (再 自 乘 得 三 百 四 十 三 分 )， 
问 : 重 几何 ?” 

用 《 九 章 算术 》 今 有 术 算 出 答 数 : 5 两 6 钱 8 分 8 厘 。 


二 有 比 例 


在 《详解 九 章 算 法 》 均 输 章 第 5 题 ( 三 人 春 票 ) 中 ， 杨 辉 论 反 
比例 所 取 率 说 ;“ 炳 、 米 、 吏 米 率 ， 反 求 为 训 。 以 误 分 法 求 之 。 求 
米 等 兰 ， 以 炳 、 粕 、 殉 率 数 为 母 ， 皆 以 一 为 分 子 、 母 互 乘 子 ， 以 
习 其 分 为 误 。 即 与 五 赚 均 钱 , 高 巍 出 少 ,以 次 渐 多 问 、 同 ”他 的 
解释 ， 具 体 明确 ， 胜 于 《 九 章 》。 


三 分 配 比例 


杨辉 在 《 续 上 古 摘 奇 算法 》 卷 下 论 衰 分 术 说 ;“ 衰 分 、 互 换 、 商 
除 三 法 自 可 通用 ……- 《 九 章 》 误 分 问 五 人 均 五 鹿 ， 用 一 、 二 、 三 、 
四 、 五 为 衰 ， 如 牛马 羊 均 衰 ， 用 一 、 二 、 四 为 衰 ， 女 子 善 织 日 自 
倍 , 用 一 、 二 、 四 、 八 、 十 六 为 误 …… 皆 准绳 之 数 .” 他 又 在 均 输 
章 五 县 赋 票 题解 题 中 注 说 :“ 即 衰 分 也 … 大 意 明 均 其 票 , 暗 均 其 钱 
也 。” 他 自 拟 三 题 较 《 九 章 》 复 杂 多 变 ， 解 法 也 很 别致 。 
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1.“ 三 人 均一 三, 只 云 甲 多 乙 五 文 , 丙 得 钱 如 乙 七 分 之 五 . 问 ， 
各 几何 ?”( 答 数 : 甲 40, 乙 35, 丙 25) 

解法 说 :“ 于 百 文 内 先 减 出 甲 多 乙 五 文 ， 余 九 十 五 文 。 题 云 ; 
再 得 乙 七 分 之 五 ， 丙 当 以 五 为 衰 。 甲 乙 各 以 七 为 衰 ， 并 之 ， 得 十 
九 为 法 。 以 九 十 五 乘 列 衰 ,以 法 除 之 ,得 数 。 却 增 原 减 五 文 添 甲 。 


合 问 。” 这 样 做 比较 设 乙 所 有 为 + 文 ， 则 甲 有 x 十 5， 丙 有 为 x， 
然后 解 


z 十 x 十 5 十 之 xz 二 100 


要 快速 得 多 。 在 此 基础 上 ， 他 又 把 问题 变动 为 

2.“ 三 人 均一 百 。 欲 令 乙 得 甲 三 分 之 二 ,再 少 甲 二 十 八 文 。 间 : 
各 几何 ?”( 答 数 : 甲 48, 乙 32, 丙 20) 

他 的 解法 为 :“ 增 二 十 八 ,， 并 一 百 为 总 钱 ， 以 应 两 少 甲 二 十 八 
文 之 数 。 题 云 乙 得 甲 三 分 之 二 ， 当 以 甲 训 三 ， 乙 误 二 ,， 丙 亦 误 三 。 
并 八 为 法 。 各 以 衰 有 乘 总 钱 ， 以 法 除 之 ,各 得 。 却 于 再 内 退 二 十 八 ， 
合 问 。” 

在 《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 上 之 未 “并 率 除 ” 有 分 配 比例 三 题 ， 其 
中 有 一 题 是 加 权 分 配 比 例 。 

3， 买 桃 每 个 九 文 ， 林 榆 ? 每 个 五 文 ， 李子 每 个 二 文 。 今 支 钱 
三 贯 文 , 欲 买 一 停 % 桃 , 二 停 榆 ,三 停 李 。 问 : 各 得 几何 ?( 答 数 : 
桃 120 个 , 计 1 贯 80 文 ， 林 榆 240 个 , 计 1 贯 200 文 ,李子 360 
个 ， 计 720 文 ,》 

术 文 说 :“ 并 一 桃 、 二 枪 、 三 李 价 钱 ， 共 二 十 五 ， 为 法 。 除 总 
数 ,， 先 得 桃子 之 数 。 二 因为 林 检 ,三 因 李 数 。 以 各 价 因 之 , 即 得 。” 

本 题 以 9X1，5X2，2X3 为 分 配 率 。 以 和 25 除 3 贯 。 购 桃 、 


@ 江南 称 为 花红 ， 形 如 苹果 略 小 。 
@ 加 物 分 成 若干 份 ， 其 中 一 份 称 为 一 停 。 
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林 榆 、 李 个 数 分 别 为 120，240，360。 
四 复 比 例 


《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 下 有 题 ， 杨 氏 所 著 书 仅 此 一 例 : 

“六 十 四 人 、 八 日 开 河 一 干 六 百 积 尺 。 今 添 夫 三 十 六 人 , 开 十 
二 日 。 问 : 开 几 积 尺 ? ( 答 数 :3 750) 

“ 重 互 换 术 日 : 六 十 四 人 乘 八 日 为 法 ，( 即 五 百 十 二 工 ) 六 十 四 
人 添 三 十 六 人 ， 共 六 十 人 乘 十 二 日 ( 即 一 千 二 百 工 )， 以 腰 一 干 六 
百 尺 为 实 。 以 法 除 之 。” 


五 连 比 例 


《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 下 :“ 辉 因 到 姑 苏 (苏州 ) 有 人 求 三 七 衰 术 。 
继 答 之 ， 尤 不 可 不 得 ， 以 补 误 分 之 万 一 .” 有 题 ， 

“ 今 有 四 人 分 钱 九 百 二 十 八 贯 。 欲 递 以 三 七 衰 分 。 问 : 各 得 几 
何 ?”( 答 数 : 甲 548 贯 800 文 , 乙 235 贯 200 文 ,两 100 贯 800 文 ， 
丁 41 贯 200 文 。) 

题 意甲 、 乙 、 丙 、 丁 按 甲 : 乙 = 乙 : 两 = 两 : 丁 =7:3 的 比 
分 钱 。 杨 辉 在 求 四 人 分 钱 的 连 比 时 ， 计 算 正 确 。 他 说 ,“ 列 置 甲 、 
乙 、 闪 七 、 丁 三 。 丙 七 不 可 为 三 ， 以 三 因 两 、 丁 , 生 乙 衰 ; 甲 、 乙 
(49)， 内 (21)、 丁 (9)。 乙 之 误 不 可 为 三 。 亦 以 三 因 下 位 ， 生 甲 衰 ， 
甲 (343)， 乙 (147)， 丙 (63)， 丁 (27)。 副 并 四 训 ， 得 五 百 四 十 为 
法 。 以 所 均 之 钱 。 各 乘 列 豪 ， 以 法 除 之 ， 合 问 。 

杨辉 于 此 考虑 把 1 份 桃子 值 9x1=9, 2 份 林 榆 值 5X2=10， 
3 份 李 子 值 2x3=6 共 25 文 作为 一 个 单位 。3 贯 王 3 000 文 全 
3 000 二 25 二 120 个 单位 。 因 此 共 买 桃 1X120 个 ， 林 术 2xX120== 
240 个 ， 李 3X120 二 360 个 。 这 样 理解 对 于 数学 启蒙 教育 很 有 好 
处 。 
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Ce 
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广 节 数 


列 


等 差 数 列 和 二 阶 等 差 数 列 


杨辉 在 前 人 基础 上 善于 把 已 知 形状 、 大 小 几何 图 形 的 求 面 积 、 
体积 的 连续 量 问题 转化 为 离散 基 的 霹 积 问题 。 


平 坏 


在 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 卷 上 他 点 明了 平面 图 形 求 面积 与 求 
其 内 部 格 点 个 数 情况 相同 、 也 不 相同 。 他 指出 要 害 :“ 连 霹 虽 然 二 
田 相 似 ， 却 用 梯田 法 .” 其 《详解 九 章 算 法 》 方 田 部 分 虽 已 散失 ， 
但 仍 能 在 他 的 其 他 专著 中 看 到 他 从 连续 其 推 广 到 离散 量 的 引申 于 
此 ， 举 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 卷 上 四 例 。( 图 6. 2. 1) 


图 6. 2.1 


榜 雯 
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1. “ 今 有 诗 壤 一 堆 。 上 一 束 ， 底 宽 八 束 ，[ 高 八 束 ]。 问 ; 共 
几 束 ?” 

2. “ 今 有 梯 翅 。 上 有 九 束 ， 底 宽 十 六 束 [高 八 束 ]。 问 : 共 几 
柬 ?7” 

“本文 : 并 上 下 广 ， 以 高 匀 ， 折 半 。?” 

3， 方 箭 “外围 三 十 二 只 ， 问 : 共 箭 几 只 ? ( 答 数 :81) 

“ 术 文 : 内 围 八 只 ， 并 外 围 三 十 二 ， 共 四 十 只 , 折 半 。 以 四 层 
乘 之 ， 合 问 。” 

4， 圆 箭 : 外 围 三 十 只 ， 共 箭 几 只 ? 〈 答 数 :91) 

“ 术 文 : 内 围 六 只 ， 并 外 围 三 十 ， 共 三 十 六 只 。 折 半 。 以 五 层 
乘 之 ， 合 问 。” 

上 引 四 题 都 看 成 是 等 差 数 列 。 前 二 题 是 显然 的 。 第 3 题 以 内 
围 8 开始 , 依次 是 16, 24,， 32 四 项 数列 。 第 4 题 是 6,，12，18，24， 
30 五 项 数列 , 圆 箭 亦 称 圆 束 ,我 们 已 在 第 四 编 第 一 章 第 七 节 详 说 ， 

堆 款 

在 《详解 九 章 算法 ， 商 功 》 中 杨辉 在 相应 立体 图 形 之 后 作 类 
比 : 推广 为 离散 量 情况 下 的 扒 操 问题. 于 此 选 录 四 例 (图 6. 2. 2 为 
四 种 对 应 立体 的 形状 )。 


T A 
Ny 


邹 莫 刍 童 
图 6.2.2 
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1， 繁 鹏 一 一 三 角 坊 

“三 角 吉 下 广 一 面 十 二 个 ， 上 尖 、 间 ， [高 十 二 个 ] 计 几 何 ?” 
( 答 数 :364) 

“ 术 文 : 下 广 加 一 ， 乘 之 (下 广 )。 平 积 、 下 广 加 二 乘 之 ， 立 高 
方 积 ， 如 六 而 一 。” 


这 就 是 数列 1，3，6，10，…， 六 nn 十 1)9。 只 要 把 下 广 设 为 
2， 术 文 就 是 三 角 翅 求 和 公式 
S= 二 CO 十 D)(z 十 2)。 


2， 方 锥 一 一 方 款 
“生子 一 拒 ， 下 方 一 十 四 个 ， 问 计 几 何 ?”( 答 数 ,1 015) 
“ 术 文 : 下 方 加 一 , 乘 下 方 为 平 积 。 又 加 半 为 高 ， 以 乘 下 方 为 
高 积 。 如 三 而 一 。” 
这 里 的 数列 是 1，4，9，…, n:。 只 要 下 方 记 为 n 个 ， 术 文 就 
是 方志 求 和 公式 : 
S 一 人 ax 十 1) 


3、 刍 草 坟 

“果子 一 哲 ， 下 长 九 个 ， 上 长 四 个 ， 广 六 个 ， 高 六 个 。 问 : 计 
多 少 ?”( 管 数 :154) 

“ 术 文 : 倍 下 长 ,并 入 上 长 , 以 广 乘 之 。 高 与 广 辐 。 副 置 一 位 。 
又 高 乘 之 ， 并 之 为 实 。 如 六 而 一 。,” 

这 里 数列 是 4X1,，5X2，6X3, ?7X4，8X5，9X6, 一 般 说 
刍 葛 吉 上 长 是 nn 个 , 高 ( 层 ) 是 人 个， 那么 下 长 是 n 十 h 一 1 个， 下 
广 是 hh 个。 术 文 是 说 ， 此 吉 壤 积 (个 数 ) 是 


nz 十 二 | = 二 n(n 二 DC2n+1)，。 


QD 顶 上 放 1 个， 第 二 屋 放 3 个， 第 三 层 放 6 个 果子 ，… 就 堆 成 巩 胶 过 。 其 余 堆 
壤 可 类 推 。 
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一 壤 ((2(z 十 4 一 1) 十 a) p+ C20n+h 1)+n) 有 0， 


4， 刍 童 夫 

“ 采 子 一 姬 。 长 四 个 、 广 二 个 ,下 长 八 个 , 下 广 六 个 。 高 五 个 。 
问 ， 计 几何 ?”( 答 数 ,130) 

“ 术 文 : 倍 上 长 ， 并 下 长 ， 以 上 广 乘 之 。 别 倍 下 长 ， 并 上 长 ， 
以 下 广 乘 之 。 此 和 刍 童 治 本 积 之 法 。 以 上 长 减 下 长 ， 余 亦 并 之 。 果 
子 必 是 圆 物 ， 与 方 积 不 同 ， 故 增 人 此 段 。 以 高 乘 之 。 如 六 而 一 。” 

这 数列 是 4X2，5Xx3，6Xx4，7X5，8X6。 一 般 说 ， 如 和 刍 理 
哲 上 长 是 ”个 , 上 广 严 个 , 高 ( 层 ) 是 疡 个 , 那么 下 长 十 h 一 1, 下 
广 六 十 R 一 1。 术 文 是 说 ， 此 吉 才 积 (个 数 ) 是 


一 全 CC2n 十 Ca 十 1)) m 二 (2nd+h—1) +n), 


《m 十 h 一 1) 十 (n 十 h 一 1) 一 n)®@ 

这 里 的 刍 童 翅 公 式 就 是 沈 括 辽 积 术 。 而 刍 蔓 操 公式 是 刍 童 志 
公式 的 特殊 情况 ( 袜 =1) ， 而 方 埃 又 是 刍 蔓 吉 的 特殊 情况 (mm 一 "一 
1)， 读 者 不 难 验证 。 杨 辉 对 于 三 角 埃 和 方 吉 深 知 底 边 果子 个 数 与 
层 高 的 关系 。 所 以 在 《乘除 通 变 算 宝 》 中 的 命题 ， 只 给 出 底 边 果 
子 个 数 :“ 三 角 吉 ,底面 七 个 ， 问 : 积 几何 ?”( 答 数 :84)“ 四 隅 霹 
( 方 翅 ) 底 层 六 个 ， 问 :， 积 几何 ?”( 答 数 ;91) 

这 里 平 翅 是 等 差 数 列 ， 堆 吉 是 二 阶 等 差 数列 。 


二 等 比 数 列 
前 面 已 在 第 四 节 举 了 以 2 为 底 的 等 数列 ， 杨 辉 在 《 续 十 摘 奇 
算法 》 卷 上 还 有 题 :“ 初 日 三 钱 ， 以 后 递 作 三 倍 , 问 ; 一 月 之 计 若 


中 把 刍 昔 翅 看 成 刍 童 才 ， 按 沈 括 孙 积 公式 得 到 同样 结果 。 
@ 当 上 长 *， 上 广 症 ， 高 上 为 已 给 ，S 也 已 确定 。 
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干 ?”( 答 数 ;2 058 亿 9 113 万 2 094 贯 649 文 ) 其 术 文 对 于 等 比 数列 
3，3*，…，3” 第 三 十 项 算法 提出 不 同方 法 。 

其 一 ,“ 置 初 日 三 钱 ， 用 五 度 自 乘 ， 九 而 一 ”， 这 就 是 

330 一 (((((32)2)2)2)2)2 9 一 32 二 32。 

其 二 ,“ 以 三 凡 四 次 自 乘 , 用 三 除 , 余 ( 商 ) 自 乘 之 , 合 其 数 。” 

这 是 说 
33 一 ((32)(32)(32)(32) 二 3)2 一 (32 二 3)2。 

与 以 2 为 底 的 车 数列 一 起 考虑 ， 说 明 我 国 古 代数 学 家 对 寡 指 

数 律 的 熟练 技能 技巧 。 
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《 九 章 算术 》 方 田 、 商 功 、 勾 股 三 章 与 几何 学 关系 密切 。 杨 辉 
《详解 九 章 算 法 》 的 方 田 章 已 供 ,， 在 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 中 还 可 
以 罕 测 其 有 关内 容 ， 而 其 创新 处 偏重 代数 ， 将 在 下 一 章 陈述 。 商 
功 章 有 关 井 积 的 论述 已 详 上 一 章 。 在 色 股 章 有 不 少 创见 ， 我 们 分 
二 节 介 绍 。 


第 一 节 入 股 术 


一 首创 、 整 理 、 解 释 新 术 话 


杨辉 对 于 勺 股 章 有 过 深入 钻研 ， 直 角 三 角形 多、 股 、 弱 和 差 
关系 厘 为 13 种 ( 表 6. 3.1)， 其 中 最 后 四 种 ， 

弦 较 和 、 弦 和 和 、 弦 和 较 ， 弦 较 较 
系 新 创 。 三 字 中 第 二 个 字 较 或 和 是 指 同 三 角形 勾 、 股 的 差 或 和 ,第 
二 个 字 和 或 较 是 指 弦 与 第 二 个 字 含 义 的 和 差 , 这 种 说 法 影响 深远 ， 
直至 明 清 不 衰 。 

原来 刘 微 注 《 九 章 算 术 ， 人 勾 股 》 第 16 题 末 昆 出 现 过 这 些 运 算 
大 系 , 但 未 列 专门 术语 。 刘 徽 还 为 勾 股 容 贺 直径 定 新 义 :“ 又 可 以 
股 纺 差 减 勾 ， 勾 弦 差 减 股 为 圆 径 、 又 弦 减 义 股 并 ， 余 为 圆 径 ， 并 
勾 弦 差 、 股 弦 差 、 减 弦 ， 余 为 圆 径 .” 杨 辉 司 这 四 种 不 同 运 算 实 为 
一 种 结果 ， 他 总 结 说 :“ 圆 径 与 蓄 和 较 等 >， 即 

d=a+b—e, 
那么 其 余 三 种 量 有 何 相 应 的 几何 意义 ? 美国 D, W. Hasan 在 


596 


一 4 十 疙 如 一 > 
娃 蛙 理 | 和 列宁 


围 么 三 十 莹 书 销 名 


2 一 4 
海潮 多 
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(2 一 《〈9 十 
z) ) + (9—?) Z= (7—9) 一 > 


(72— (9+?) ) 一 ?一 《9 十 2) 


(2 一 《9 十 2 ) £ 


十 (9 一 2) 十 (? 一 9) 2 一 ?十 9 十 2 


(2 一 (q+?) ) 十 (9 
一 2) 8 十 (2 一 9) 2= (2 一 9) 十 ? 


(2 一 (9+?) ) 2 
二 (9 一 7) 8 十 (7 一 9) 2=? 十 9 


(2 一 (9+v) ) 2 
十 (9 一 2) 8 十 (5—9) 一 ?十 2 


((2 一 9) 
一 ?) 泛 独 局 靶 殖 询 


(? 一 (9 十 
?) ) 丫 并 袖 乌 对 邓 


(2 
十 9 十 ?) 双开 请 久 


z (9— 
?十 ?) 栅 装 乌 与 长 


We 
We 
| 
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1979 年 作出 有 趣 的 回答 , 文 题 :“ 论 直角 三 角形 的 内 切 圆 与 旁 切 圆 
直径 ”w。 图 6. 3.1 中 他 借助 于 AT4B+AT4C 二 ATCB= 玉 (十 4 


十 和 一 二 0 得 证 .8 文中 还 运用 类 似 方法 推导 在 a, 5, < 三 边 上 


的 旁 切 圆 直径 ,例如 在 4C 边 ( 即 5) 上 的 旁 切 圆 直 径 ds, 是 借助 于 


图 6. 3.1 
人 ABC 十 2 人 AOE 十 正方 形 FOEC = 二 2 人 BOD 
得 du 一 < 十 0 一 4a( 弦 和 较 )， 相 应 地 又 导出 
d, 一 c 一 6 十 a( 弦 较 较 )， 
d. 二 a 十 6 十 c( 弦 和 和 和 )。 
在 无 意 中 他 在 杨辉 之 后 七 百年 赋 子 新 意 。 


由 D. W. Hasan, On the radii of inscribed and escribed circle of right triangje， 
The Mathematical Teacher 1976(6) 


@ 《 九 章 算 术 勾 股 》 第 16 题 得 同样 结论 ， 4 一 一 2 和- 
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“ 旁 要 ”是 周 时 九 数 之 一 , 自 《 九 章 算 术 》 以 来 罕见 有 人 解释 。 
杨辉 在 勾 股 容 方 题 阅 :“ 勾 股 旁 要 法 目 : 直 田 斜 解 勾 股 二 段 ， 其 一 
容 直 其 一 容 方 ， 二 积 相等 ”杨辉 以 余 形 释 旁 要 。 


二 改进 、 新 创 命题 证 法 
我 们 于 此 举 三 例 。 
例 1、 勾 股 章 第 11 题 ( 户 高 于 广 ) 在 直角 三 角形 中 已 给 5 一 4， 


c, 求 a。 其 关键 问题 是 从 已 给 条 件 求 出 a 十 bp, 再 从 和 差 关 系 求 a， 
b。 杨辉 的 解法 是 “ 弦 自 乘 变 勾 才 二 ， 半 较 寡 四 , 半 较 乘 勾 四 ”( 图 


2 
6.3.2 左 )， 即 局 一 202 十 4| 二 (一 a) 十 4 Fa(b—a) 。 然 后 ， 


“ 半 较 目 乘 , 倍 之 , 减 积 ” 得 所 求 (图 6. 3. 2 中 画 斜 线 的 为 “ 减 积 ”) 。 


3 (6—a) 


图 6. 3.2 
2 二 (6a) =2a7+2| L660) 4 Talb—a) | 
2 2 2 
二 2(a’ 十 2 1 (ga) +| 二 (ba) l 
2 2 
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一 ?oa 十 二 (一 ) =T(at6)’, 
杨辉 最 后 说 ;“ 余 见 之 后 图 ， 半 之 ， 开 方 ，… 碱 半 较 为 勾 ， 加 较为 
高 ”这 就 是 : 福 (a 二 5) 一方 (6 一 a)=a, a 十 6 一 a 二 5。 这 是 一 个 很 
别致 的 解法 出 . 从 此 还 可 以 获知 , 他 熟练 的 几何 和 代数 恒 等 变 换 能 
力 。 
2， 勾 股 章 第 14 题 ( 二 人 同 立 ) 已 给 (c 十 ce) : 5，a， 求 5, cc。 
《 九 章 算术 》 的 术 文 分 两 步 走 ; (让 ) 先 求 a :6 :c。 (让 ) 从 已 知 比 求 5， 


c。 第 (i) 步 的 答案 是 
a sb:c=a(ci+a) : b(ci+a) : c(ca), 

其 中 c(c 十 @) 一 二 (CC 十 oj2 十 后] ， alcta)=(cta):— (cta) 
十 多 )。 刘 徽 注 为 之 作 了 出 色 的 几何 以 及 代数 证 明 。 杨 辉 不 以 此 为 
满足 ， 他 又 借助 于 熟练 的 几何 代数 恒 等 变换 ， 另 作 探 索 ， 他 在 读 
完 刘 注 后 ， 提 出 自己 的 主张 ， 

“ 勾 弦 和 目 乘 变 勾 笑 二 段 、 股 圭一 段 、 勾 乘 纺 二 段 ” 
意 即 (c+a)’=2a’ 十 bY 十 2ac。 

“ 股 率 自 乘 、 股 村 一 段 ”; 多 一 六， 

“并 而 勾 攻 、 股 攻 、 勾 乘 弦 各 二 段 ， 

(cta) b=2a:20’ 2ac, 
“ 半 之 各 一 段 ， 为 弦 。” 


| (c 十 a)2 十 到 ) 二 a? 十 十 ac=c* 十 ac 二 c(c 十 a)。 
“以 减 和 ， 求 勾 ” 


(ceca) 一 二 ( (c+a)?+b) =a+ac=a(ct+a)。 


1 
2 


人 原著 图 网 679 页 6. 6. 14。 
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3， 勾 股 章 第 16 题 ( 勾 股 容 圆 ) 当 勾 股 弦 分 别 为 a，2，<c 时 ， 
《 九 章 算术 》 指 出 三 角形 内 切 圆 直径 


d= (1) 

刘 徽 为 之 作 了 两 个 证 明 ，d 的 表达 式 还 有 二 种 
4 一 4 十 2 一 C， (2) 
d=~M2(c—a)(c—b). (3) 


在 勾 股 章 第 12 题 ( 纵 横 不 出 ) 中 刘 徽 已 证 (2)(3) 等 价 , 但 (1)， 


(3) 是 否 等 价 未 及 推导 。 杨 辉 在 《详解 九 章 算 法 》 中 作 图 并 证 , 十 
补 了 空白 。( 图 6. 3. 3) 证 法 技巧 性 很 强 ， 


请 
人 


| 大 园 和 牙 
| 。 


二 


1 
过 汪 再 妊 爱 茹 属 着 汪 


| 


| 1 
TT | ” ht 这 总 人 L 4 
tT C | 
机 喧 | 
_ 效 1 这 


党 圳 民 肖 
| 
re 


三 种 入 和 摘 / 
类 tw 
尖 | 对 | 票 |。 
怖 | 名 | 归 
北 及 站 | 和 可 
格 省 | 人 
段 步 
多 
< 
葛 
[ 


失 
> 
个 


图 6. 3.3 
为 说 明 问题 ， 我 们 另 作 图 (图 6. 3. 4)， 他 在 边 长 为 a, 5 的 长 
方形 内 作 线 段 使 其 分 成 四 个 长 方形 ， 面 积分 别 为 
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图 6. 3.4 
(a6—c)’,， (a+b—c)(c—a), 
(atob—c)(c—6), (cc—a)(c—b), 


从 (2)，(3) 知 (Cc—a) (eb) = atb—e), 
他 把 这 四 块 都 以 (a 十 6 一 c) 为 一 边 的 长 方形 按照 c 一 a，a 十 b 一 c， 
c 一 5, (a 十 一 c) 次 序 自 上 而 下 ， 又 自 下 而 上 地 排 成 一 个 狭长 的 


长 方形 , 它 的 面积 显然 是 2465， 而 男 一 边 边 长 是 a 十 b 十 c， 于 是 命 
题 (2)，(3) 等 价 已 证 。 


第 二 节 和 久 股 上 比例 


刘 徽 作 《 海 怠 算 经 》， 是 《 九 章 算术 》 勾 股 章 的 深入 和 推广 。 
原著 有 图 有 证 ， 对 海岛 刘 序 讲 得 很 清楚 :“ 轿 造 重 差 ， 并 为 注解 ， 
以 究 古 人 之 意 ， 缀 于 勾 股 之 下 。” 后 来 图 、 注 尽 失 ,， 唐 时 李 店 风 注 
仅 是 演算 细 草 而 已 。 原 著 术 文 如 何 推导 ， 成 为 千古 之 於 。 杨 辉 结 
合 《 孙 子 算 经 》 有关 算 题 , 终于 借助 于 出 入 相 补 原理 得 到 结果 , 他 
在 《 续 古 摘 麻 算 法 》 卷 下 之 末 生 动 地 说 其 思考 经 过 :“ 海 岛 … 实 九 
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章 匀 股 之 遗 法 也 。 迄 今 干 余 载 间 …… 未 闻 解 白 作 法 之 旨 者 。 辉 学 
置 海岛 小 图 于 座 右 遇 , 力 见 先贤 作法 之 万 一 ，…… 今 将 孙子 度 影 量 
竿 题 问 ， 引 用 详解 ， 以 验 小 图 。 姑 以 一 问 ， 其 余 好 学 君子 自 能 触 
类 而 考 ， 何 必 尽 传 ?” 

杨辉 把 《人 孙子 算 经 》 度 影 量 竿 题 作 为 辅助 问题 来 印证 海岛 小 
图 。 他 所 作 辅 助 题 是 : “假如 竿 (DZ) 不 知 高 ， 从 竿 脚 量 远 25 尺 
(LM)。 在 1 丈 表 (CBM) 后 退 5 尺 (MN 二 EK),， 则 内 穴 (K) 望 表 与 
竿 齐 平 ， 其 入 目 宇 穴 高 (EN)4 尺 。 问 : 午 高 多 少 ?”( 答 数 ,40 
尺 ) 杨 辉 为 此 作 图 (图 6. 3. 5 ,我 们 加 注 字母 7 列 出 公式 , 相当 于 说 ， 
所 求 笔 高 


图 6. 3.5 


_ 表 高 一 人 目 高 、 
DL = 站 入 阁 x 笔 表 距 十 表 高 


BEXBC 
EK 十 BM, 


杨辉 为 此 解释 说 ，“ 直 田 CDGK 已 ) 之 长 名 股 (GK)， 其 宽 名 勾 


修 见 第 651 页 图 6.6. 1 。 
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(HK)。 于 两 阳 角 斜 界 一 线 ， 其 名 弦 (CDK)。 引 外 分 二 勾 股 
(和 DHK, 八 DGK)。 其 一 勾 中 容 横 (长 方形 HCBE), 其 一 股 中 容 
直 ( 长 方形 4BKFG)。 二 积 之 数 皆 同 .” 这 里 用 余 形 定理 ， 推 导出 
BE. HE=BF .GF 
这 一 关键 条 件 ， 使 公式 得 证 。 必 须 指出 这 是 相似 直角 三 角形 性 质 
定理 的 证 明 ， 是 当年 刘 徽 注 色 股 章 时 所 忽略 的 重要 环节 。 
在 此 基础 上 上， 杨辉 把 《海岛 算 经 》 第 1 题 改编 为 两 个 ， 孙 子 
度 影 量 竿 题 :“ 隔 水 有 竿 (VC) 不 知 其 高 ， 立 二 表 (LC,TD)， 各 高 
1 丈 , 前 后 相去 15 尺 。 自前 表 后 退行 5 尺 , 于 宇 穴 内 ( 巨 ) 望 表 人 目 
高 FR=4 尺 ， 与 笔 齐 平 。 又 从 后 表 退 行 8 尺 ， 亦 帘 穴 (Ff) 望 表 与 
笔 齐 平 。 问 ， 竿 高 几何 ?”( 答 数 : 竿 高 40 尺 , 前 表 去 岸 隔 水 25 
尺 ) 
他 从 左 半 长 方形 GNEH 中 取 面 积 相等 的 余 形 (图 6. 3. 6) 作 


图 6. 3.6 
长 方形 KCAH = MNOQC., (1) 


@ 比较 第 651 页 图 6. 6, 1 杨辉 《海岛 》 小 图 。 
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又 从 大 长 方形 GPFH 中 取 余 形 
长 方形 KDBH= LPSD.， 
(1)，(2) 两 式 左右 端 相 减 ， 得 到 
长 方形 CDBA=LPSD— MNQC= (DS—CQ)KG, 


这 就 是 AB. AC= (BF— AE)KG, 
于 是 得 到 竿 高 
、 , _AB.AC 
GV=KG+VK=— BFAgtVK. 
同 理 可 以 推导 出 前 表 与 竿 的 平 距 。 从 相等 余 形 
长 方形 KCAH=MNQC, 
, _KG:CQ 
得 AH=— am， 
, AB. AC 
其 中 已 知 KG= Bp Ag, 
AE .AB 
那么 所 求 平 距 AH= Bp Ag. 
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(2) 


杨辉 把 笔 高 和 平 距 模 拟 刘 徽 的 山高 和 山 远 ， 虽 以 小 喻 大 ， 论 证 严 
密 ， 为 历史 芸 案 解密 。 他 说 :“ 今 恐 后 人 不 知 先贤 用 心 之 源 ， 故 以 
隔 水 望 木 题 为 问 , 验 重 差 之 术 。 引用 海岛 第 一 题 。 好事 者 得 之 , 自 
可 引 而 申 之 ， 以 发 其 余 ， 岂 小 补 哉 ?” 中 国 数学 史学 会 第 一 届 年 会 
1981 年 在 大 连 召 开 , 吴 文俊 宣读 论文 《 (海岛 算 经 ) 古 证 复原 》 曾 
指出 : “杨辉 是 依据 当时 仍 在 流传 的 古 海 岛 图 来 论证 的 >”， 吴 氏 
“ 引 而 申 之 ， 以 发 其 余 ”， 在 论文 中 对 其 余 八 题 作 出 全 面 古 证 复 


原由 ,“ 岂 小 补 哉 ”。 


@ 吴 文俊 .《 海 岛 算 经 》 古 证 复原 ， 九 章 算 术 与 刘 徽 .北京 : 北京 师范 大 学 出 版 


社 ，1987:， 162 一 182 
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第 一 节 ”线性 方程 组 


刘 徽 注 方程 章 用 文字 解释 ， 无 图 式 。 杨 辉 在 《详解 九 章 算 
法 》 率 先 用 和 矩阵 形式 用 今 称 初等 变换 算法 解 线性 方程 组 ， 最 终 使 
系数 定 阵 变换 为 三 角形 矩阵 ， 然 后 回 代 得 答 数 ， 较 刘 徽 的 工作 万 
为 清晰 。 
杨辉 对 解 “ 方 程 ”( 线 性 方程 组 ) 有 系统 论述 ， 步 又 为 Gi) 排列 
逊 项 问 数 。Gii)“ 命 首位 物 多 者 为 主 ,以 邻 行 数 增 乘 求 等 , 余 物 与 
价 亦 倒 乘 之 。 以 原 多 物 对 减 ， 其 余 次 第 增 减 ， 价 可 为 实 ， 物 可 为 
法 而 止 .” 杨 辉 将 《 九 章 算术 》“ 遍 乘 直 除 (法 )” 改 为 “ 遍 乘 减 ” 这 
是 一 大 进步 。 在 章 末 尾 “ 总 说 ”中 他 讲 得 更 是 具体 ,以 二 行为 例 ， 
他 说 :“ 去 一 、 存 一 以 考 其 数 。 如 甲乙 行列 诸 物 与 价 , 术 以 (i) 甲 行 
首位 (ai) 遍 乘 其 乙 ， (ii) 复 以 乙 行 首 位 (ca ) 毅 乘 其 甲 ， 求 其 有 等 ， 
(iii) 以 少 行 减 多 行 ， 先 去 其 物 ， 减 其 钱 , 见 一 法 一 实 ，(iv) 如 商 除 
之 。 现 用 矩阵 表达 ， 杨 辉 的 “总 说 ”更 为 清楚 
甲 行 a! bi "| 
乙 行 Qa; 2 cs 


dl bi Cl 


(1) 


和 
| bsal C2d] 


Ud, bia, C14, 


(11) 


} 
dd boai Codl 


dids2 bias C1 人 2 


(111) 


9 
Qzai—aa2 pa 一 Diay ca 一 cl， 
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, CI1C2 bias CiC2 

WW) 0 bai—Pbiad, cali—cida, 
所 求 一 个 未 知 数 是 一 p 

以 杨辉 为 方程 章 第 1 题 所 作 解 题 为 例 ， 我 们 用 阿拉 伯 数 字 录 
下 其 四 个 图 式 及 其 说 明文 字 : 

上 禾 [3 2 1 “以 首位 物 多 者 为 主 ， 右 三 以 物 少 
cy 不 2 3 2 者 ， 左 、 中 二 行 增 习 求 等 。 余 物 与 
下 和 未 |1 1 3 价 亦 例 来 之 。 左 三 夹 右 、 中 行 。” 

实 L39 34 26 y 
3 6 3 “以 原来 多 行 右 行 四 位 对 减 中 、 左 二 
6 9 2 行 上 术 ， 尽 而 止 。” 
(11) : 
9 3 1 y 
78 102 39 
0 0 3 “其 余 次 第 增 减 , 令 存 中 条 者 以 多 数 
Ci) : 5 2 中 五 、 遍 来 少 行 左 行 、 以 原来 多 行 
8 1 1 中 行 对 减 之 ， 中 禾 尽 而 止 。” 
39 24 39 J 


ee 四 分 之 三 、 中 行内 减 下 条 一 束 二 斗 
四 分 斗 之 三 , 余 二 十 一 千 四 分 斗 之 一 ,为 
中 禾 五 秉 之 实 。 除 之 一 材 ， 得 四 斗 四 分 
寸 之 一 。 右 行内 减 中 未 二 于 、 下 条 一 村 
实 十 一 斗 四 分 斗 之 一 ， 余 二 十 七 斗 四 分 
斗 之 三 ， 为 上 用 三 票 之 实 。 除 之 ， 得 九 
斗 四 分 斗 之 一 。 

从 上 面 实录 可 见 其 运算 过 程 与 今 称 高 斯 消去 法 没有 什么 不 
同 。 尤 其 令 人 感 兴趣 的 是 ， 其 运算 末尾 三 角形 和 矩阵 赫然 呈现 于 人 


0 0 3 “下 条 为 法 , 寸 数 为 实 , 除 之 每 条 得 二 寸 
] / 
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面前 。 与 秦 九 部 须 解 至 单位 矩阵 止 ， 从 计算 方法 要 求 考虑， 杨 优 
于 秦 。 

我 们 知道 《 九 章 算术 ， 瑶 不 足 》 后 12 题 都 作 两 次 假设 ， 以 盈 
不 足 多 少 , 按 前 八 题 盈 不 足 术 化 为 算术 解法 。 事实 上 后 12 题 都 是 
线性 方程 组 问题 。 杨 辉 已 敏锐 地 看 到 这 一 点 。 第 14 题 ( 大 器 小 
器 ) :“ 今 有 大 器 五 、 小 器 一 ， 容 三 刨 。 大 器 一 、 小 器 五 ， 容 二 解 
问 , 大 、 小 避 各 几何 ?”( 答 数 :大 器 , 放 ; 小 器 ,35 杨辉 在 此 问 解 是 
中 相当 于 据 题 意 列 出 算 阵 
左 有 
l 9 


9 ] 
2 3 


大 器 
小 器 


Js 


谷 


0 120 
24 0 
+ 65 


9 
] 一 就 得 解 。 


左 右 
Xo 一 
— |24 


7 3 


第 二 闻 ”多 项 式 方程 


杨辉 在 《 田 百 比 类 乘除 捷 法 》 卷 上 论 图 形 中 已 给 出 某 些 线段 
长 度 求 图 形 面积 ; 又 在 同 书卷 下 ,《 详 解 九 章 算法 》 少 广 章 、 勾 股 
章 已 给 图 形 面积 (体积 及 其 高 维 积 ) 反 算 图 形 中 的 某 些 线段 长 度 。 
后 者 用 到 布 列 方 程 和 人 解 方 程 的 知识 。 他 祖 述 并 身体 力行 其 先 再 页 
宪 和 刘 益 的 成 果 ， 保 存 我 国 几 濒 失传 的 稀世 之 珍 。 杨 辉 和 李 淳 风 
注 立 圆 术 ( 祖 蜡 球 积 )、 秦 九 韶 写 演 纪 ( 上 元 积 年 ) 瞻 足 而 三 ， 卓 著 
功勋 。 有 关 贾 、 刘 多 项 式 方程 的 工作 已 在 第 一 编 陈 述 , 不 再 袭 。 属 
于 已 辉 目 己 的 工作 ， 将 在 本 编 第 六 章 有 关节 继续 。 这 里 选 录 《 详 
解 九 章 算法 3》 少 广 章 佚 题 , 今 硕果 仅 存 在 动 余 《永乐 大 典 》 卷 16 344 
(原件 在 英国 剑桥 大 学 图 书馆 )。 此 为 “递增 三 乘 开 方术 ” 即 解 四 


中 见 第 一 章 第 三 节 ， 四 、《 水 乐 大 典 》 书 影 。 
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次 方程 

z4 一 ] 336 336。 
杨辉 借助 于 页 宪 增 乘 方法 ， 按 部 就 班 ， 一 板 一 眼 ， 坚 持 作 解 ， 可 
见 其 功力 之 深 。 我们 补 添 筹 式 、 释 代数 意义 并 加 横 式 绿 合 除法 , 以 
为 对 照 。 见 表 6. 4. 1 。 


第 三 节 不 定 分 析 


杨辉 对 不 定 分 析 有 深 胺 的 认识 , 他 分 别 在 《详解 九 章 算 法 》 和 
《 续 古 摘 奇 算法 》 俱 有 著述 ， 对 在 他 以 前 发 生 过 的 不 定 分 析 现 象 : 
五 家 共 井 、 百 钱 百 鸡 和 物 不 知 数 三 题 俱 有 讨论 、 引 申 ， 并 且 力 所 
能 及 地 作出 专题 研究 。 前 面 已 在 本 卷 第 三 编 中 以 大 基 和 条幅 宣扬 秦 
氏 在 不 定 分 析 方 面 的 不 朽 业绩 。 秦 氏 的 同 代 人 杨辉 在 这 一 领域 内 
也 有 杰出 贡献 ， 只 是 侧重 面 不 一 样 ， 应 该 评估 为 异曲同工 。 

一 ”不定 亡 程 组 

齐 次 方程 

《 九 章 算术 ， 方 程 》 第 13 题 ( 五 家 共 井 ) 是 我 国 数 学 史上 ， 也 
是 世界 数学 史上 的 不 定 分 析 开 出 之 作 。 它 与 其 他 17 个 适 定 方程 混 
杂 在 一 起 ， 因 为 是 齐 次 方程 ， 易 于 把 不 定 方程 与 适 定 方程 混 为 一 
谈 :《 九 章 算术 的 答 数 就 以 特 解 视 为 通 解 ; 丈 、 尺 、 寸 ,其 言 峡 溺 ,以 
一 概 全 。 刘 徽 注 至 此 ,就 曾 明智 地 指出 :这 应 是 不 名 数 , 且 为 一 组 
率 :“ 举 率 以 言 之 .” 明 确 了 特 解 与 通 解 之 别 ， 及 其 正确 答案 。 

杨辉 对 本 题 很 欣赏 ,他称 此 种 “方程 ”为 “分 母子 方程 "， 并 
说 : “古人 变 五 家 借 绠 还 深 为 问 ， 可 谓 佳作 ”， 他 为 本 题 作 “ 解 
题 "。 从 这 一 个 别 问题 , 可 以 供 人 们 推出 同型 题 的 一 般 解 。 他 的 解 
法 ， 相 当 于 说 ， 对 于 


第 四 章 ”代数 与 不 定 分 析 


610 


FREERIE 
oi :湖村 Y 半 4 间 


人 @@98f 976 = 
《4000 080 T 十 ;K000 0V9 十 :5%000 02ZI 十 ,*000 0I 
匠 乔 全 里 舍 烤 
988 929 一 “000 080 1 000079 000 02T 000 oT (I™) 
000 0c 


000 0f9 00006 000 of 
O00 027 “06000 05 
000 080 1 000 04z 00009 000 of 
O00 018 000 081 000 08 
988 926— 0000L2 00006 0000€ 000 of (1) 
000018 0000022Z 00006 000€ 
el 9£¢ 988 I— 0 0 0 000 0T (9D 


仍 8= [7 牙 绚 

‘LY] 一 =% ! 诡 亚 侨 匆 中 剧 华 位 

DD 988 988 T=!7000 Ol 

艺 “'701 一 7: 讲 亚 讲 点 天寿 位 
988 988 1 二, 击 


| 三 川 和 站 川 圭 | 


X 全 嫌 寺 
华 当知 。 半 半 插 汰 三 菜 要 ,, 靛 鲜 【1'P'9 泊 
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第 


pe 二 二 境 
BD 0 一 (一 z) (V86 T8T 十 z968 9 十 ;25ZT 十 ,z) 
0 V8S TS8T 9685 ZL I 
5588 925 P80 £2 96T P 
敌 988 926— 000 80T 00f 9 02T I 
y= 【™%] 本 绕 


[%] 一 ‘=? : 讨 弧 谢 匆 @ 居 对 的 
© 988 929 一 !《000 80T+IKt00F 9 十 KOZT 十 IC 


喜 “ 一 40T :和 洗 亚 计 -4 因 乔 交 入 
类 辣 了 阅 由 


(A) 
(AL) 


| 
咱 等 


员 坟 | 咱 一 出 一 


山 三 
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aizZl 十 Xx。 十 = Ya+l， 
[和 十 之 3 -一 之 mn 十 1， (i) 
1 
Xl 十 nn 一 n+l1o 


设 A=1+ a， 并 把 zi， Toy sy Tn 都 扩大 A 倍 后 ， 改 记 
为 未 知 数 Xi， 入 2， 机 XX,， 


aiX) 十 及， 一 zl 4 
asKX， 十 X， 一 zirl， 。。 
(11) 
Xl 十 CA， 一 zae+le 


以 五 家 共 井 题 a1 一 2，as 二 3，a3 二 4，a4 二 5，as 二 6 为 例 ， 则 A 二 
721.。, 
杨 氏 的 解法 程序 为 

“五 绠 数 为 分 母 , 相 乘 得 七 百 二 十 , 借 绠 数 、 借 一 为 分 子 并 之 ， 
得 七 百 二 十 一 为 深 积 。 副 列 各 户 本 绠 所 借 及 深 积 ”。 

左 加 加 Q@ 丘 

0 0 0 2 “如 方程 ， 正 负 入 之 ， 只 求 戊 
[ 绠 ]， 可 取 诸 绠 ”0 

二 乘 左 行 , 以 Q@@ 行 同名 减 
之 。 甲 室 、 乙 正 无 入 ， 负 其 一 - 
乙 ， 戊 一 十 二 ， 积 七 百 二 十 
一 。"@ 这 就 变换 为 (ii) 

Y 


(1) 


沂 中 闻 人 NN 于 
©O © Oc 
cm © © 
OO 
OO ~ ww 
OO 口 一 


6 1 0 0 00 
深 积 L721 721 721 721 721 


@ 杨 氏 之 音 ， 只 求 得 成 绠 长 多 少 ( 深 积 的 多 少 倍 ) ， 系 数 矩 阵 就 成 为 三 角形 。 即 
可 借助 于 回 代 ， 求 其 他 绠 长 。 
@ 行 名 : 左 ， ©,， QD， 右 为 笔者 所 拟 。 
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左 @ 四 四 右 

0 0 0 0 2 “五 乘 左 行 ,以 纪行 异 名 减 之 : 

-1 0 0 3 ] 乙 空 .两 负 无 入 , 正 其 一 丙 ,成 
0 0 4 1 0 三 十 六 , 同名 加 积 , 得 二 干 八 
(11) 0 : 1 0 0 百 八 十 四 。” 这 已 变换 为 (iii) 

1l2 1 0 0 0 ' 


721] 721 721 721 721 


甲 0 0 0 0 2 “四 乘 左 行 ， 以 名 行 同名 
ZZ 0 0 0 3 ] 减 之 : 两 宝 、 丁 负 无 入 ， 
天 1 0 4 1 0 负 其 一 丁 ， 成 一 百 四 十 
Ci 
DT | 0 5 1 0 0| 四 ,同名 减 各, 得 一 万 作 
戊 36 1 0 0 0 
深 积 Ll2 884 721 721 721 721 | 
0 0 0 0 2 “五 乘 左 行 , 以 多 行 异 名 减 之 ， 
0 0 0 3 1 丁 空 ， 同名 加 戊 ， 为 七 百 二 十 
| 0 4 1 0 一 ”9 加 积 ， 得 五 万 四 千 七 百 九 
(LV ) 5 1 0 0 十 六 。” 积 为 实 ， 成 为 法 ， 除 得 
144 1 0 0 0 凡 级 ， 


10 815 721 721 721 721 


戊 绠 二 54 796 二 721 一 96 一 已 
怎 数 抢 阵 已 成 为 下 三 角形 , 于 


是 杨辉 便 回 代 。 


0 
0 
4 
(v) 
1 


OO DO OO 一 


721 ] 0 0 
54 796 721 721 721 721 
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“ 递 除 ( 去 ) 丁 、 两、 乙 、 甲 所 借 ， 以 求 四 绠 ”例如 5 丁 绠 十 76 
二 721, 于 是 丁 绠 二 129 王 X4, 4 两 绠 十 129 一 721, 两 绠 二 148 一 X; 
易 得 乙 绠 =191 二 X,; 甲 绠 王 265 一 Xi 把 XI ，Xs，Xa，X,，Xs 的 
相对 值 连同 4 一 起 考虑 ， 就 得 到 
TI: re: Ts: rxa: Xs re=76: 129:148:191: 265:721, 
声 辉 为 读者 进一步 理解 他 的 理论 ， 在 本 题 “ 比 类 ”中 另 拟 一 
题 :“ 三 人 易 物 : 甲 以 朱 二 两 、 粉 一 两 ， 乙 以 粉 三 两 、 丹 一 两 ， 丙 
以 骨 四 两 、 朱 一 两 篆 得 椒 一 斤 。 问 : 各 价 几 何 ?”( 答 数 : 椒 2 500， 
朱 900, 粉 700, 丹 400) 
如 设 朱 、 粉 、 丹 (都 是 颜料 ) 每 两 值 z,，xz,，x3， 椒 (花椒 , 香 
料 ) 每 斤 值 x,。 据 题 意 就 是 解 齐 次 不 定 方程 组 
2Z1 十 过 2 一 民 4， 
| 3ZX2 十 ZX;3 二 Ty， 
Xl 十 47Z3s 一 Z4。 
杨辉 如 法 算出 4=2X3X4 十 1=24 十 1 一 25 后 ， 列 出 “方程 >， 出 
XX， 二 400。 从 三 角形 系数 矩阵 ， 逐 步 回 代 ， 得 出 结果 
X11: Xi: X33: X=900 : 700 : 400 : 2 500, 
非 齐 次 不 定 方程 组 
杨辉 在 《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 下 有 三 题 是 这 一 类 型 .其 中 第 1 题 
直接 引 《 张 丘 建 算 经 》 百 钱 百 鸡 题 ， 解 法 也 从 原著 ， 他 所 擎 拟 的 
两 题 ， 其 一 ， 
“ 钱 一 百 ， 买 温 柑 、 绿 档 、 扁 桔 共 一 百 枚 ， 只 云 ， 温 柑 一 枚 七 
文 ， 绿 村 一 枚 三 文 ， 扁 桔 三 枚 一 文 ， 问 ; 各 买 几何 ?”( 答 数 . 温 柑 
6, 值 42 文 ; 绿 桔 10, 值 30 文 ;高 桔 84, 值 28 文 ).” 
据 题 意 ， 如 设 三 种 水 果 个 数 依 次 是 x;，zx;,，x;， 则 问题 是 
要 解 不 定 方程 组 
| 


7 十 3zz 十 村 一 100。 
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据 题 意 如 果 设 温 柑 、 绿 村 、 扁 村 个 数 分 别 为 xz，y, zx, 那么 问 
题 就 是 要 解 不 定 方 程 组 
Z 十 y 十 zx 一 100， 
| 和 
杨辉 引 《 辨 古 通 源 ) 解法 ,显示 当时 特色 ， 解 法 大 意 是 :“100 个 
” 钱 的 3 倍 , 减 去 100 个 钱 , 柑 值 的 3 倍 21 减 去 1,， 余数 是 20。 绿 
桔 值 的 3 倍 9， 减 去 1， 余 数 是 8。 合 并 两 余数 ， 得 28。200 除 以 
28， 得 整数 6, 这 就 是 所 求 温 柑 。 绿 桔 各 6 个 ,而 (200 一 6X28) 二 
8 二 4。 这 是 温 柑 与 绿 村 个 数 的 差 。 因 此 所 求 温 柑 、 绿 村 共 16 个 ， 
而 扁 村 为 84 个 。” 
我 们 试 作 解释 ， 对 于 (i) 式 可 变形 为 
Z 十 y 十 zx 一 100， 
21z 十 9y 十 = 一 300。 
《 辨 上 古 通 源 》 中 所 说 两 个 余数 ,实在 就 是 两 式 相 减 后 x,y 的 
系数 


(11) 


207z 十 8y 一 200。 (111) 

如 所 求 温 柑 、 绿 村 个 数 之 差 设 为 :。 即 
工 一 上 十 y。 (iv) 
于 是 (ii) 式 变 为 
20z 十 8(X 一 1) 二 200， 

28X 二 200 一 8t。 (Vv) 
并 用 :上 表示， 有 许多 方式 ， 只 有 

zr—6t (vi) 


J 程 大 位 《算法 统 宗 》 在 算 经 源流 中 引 有 《 辨 古 算法 》 不 知 是 否 就 是 《 辨 古 通 
源 》。 
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时 ,zt 是 整数 使 + 有 正 整 数 解 + 二 6(1=4), 古 人 虽 无 现代 代数 运算 
工具 ,但 是 杨辉 引文 给 我 们 以 十 人 获得 不 定 方程 特 解 方法 的 信息 。 
其 中 所 得 温 柑 数 、 温 柑 与 绿 桔 差 数 。 从 而 得 绿 桔 数 与 扁 桔 数 ， 显 
然 是 从 相当 于 计算 (vi) 式 ， 然 后 回 代 Giv)，Gi) 两 式 ， 才 得 到 一 组 
特 解 。 

用 同一 解法 也 易于 获得 《 张 丘 建 算 经 》 百 钱 百 鸡 题 的 一 组 特 
解 8，11，81。 

其 二 ， 

“ 醇 酒 每 斗 七 员 , 行 酒 每 斗 三 叶 , 酮 酒 三 斗 值 一 叶 , 今 支 十 贯 ， 
买 酒 十 斗 。 问 : 各 几何 ?”( 答 数 ; 醇 酒 6 升 ,4 吐 100 文 ; 行 酒 1 斗 ， 
3 页 文 ; 酮 酒 8 斗 4 升 ,2 叶 800 文 ) 杨 辉 说 :“ 偶 见 写本 ,有 此 类 问 ， 
亦 无 成 术 。?” 

如 设 三 种 酒 容量 分 别 为 x-，y，z 斗 ， 本 题 要 求解 

Xz 十 y 十 z 二 10， 
br te ) 

那么 非 负 整数 解 仅 有 z=1, y=0, z=9 一 组 。 杨 辉 就 事 论 者 
论 此 题解 法 :“ 宜 云 , 三 价 中 以 一 价 除 出 一 位 所 得 之 数 ， 其 余 二 物 
共 价 ， 如 双 身 法 (二 元 适 定 方程 ) 求 之 .” 这 是 说 先 假设 某 -一 种 酒 ， 
不 妨 说 是 y= 二 1, 在 酒 容量 及 酒 所 值 中 分 别 除去 它 相 应 的 数 ， 于 是 


(i) 变 成 
袜 十 一 9， 
| (11) 


解 此 方程 组 这 就 得 到 答 数 ， x=0. 6， y 二 1]，z= 二 8. 4( 非 整数 解 ) 
杨辉 所 拟 题 及 其 解法 对 解 其 他 同类 型 题 也 有 指导 音义 ， 第 一 
例 解法 与 阿拉 伯 数 学 家 阿尔 。 卡 西 《算术 钥 》(1427 年 ) 百 钱 百 鸟 
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题 相 像 了 >。 第 二 例 解 法 与 清 代 学 者 解 百 钱 百 鸡 题 设想 相像 @。 


二 同 余 式 ( 组 ) 
在 《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 上 杨辉 有 多 处 论 同 余 式 (组 )， 可 以 分 
为 三 种 类 型 
同 余 
“ 求 本 年 内 日 甲 起 例 久 


乙 效 年 4 正 旦 刁 西 。 问 十 一 月 二 十 六 日 冬至 是 何 日 甲 ?@ 答 日 ， 


王 展 。 


总 术 日 , 置 正 旦 积 数 ( 有 图 在 后 ) 求 只 月 @ 者 ， 加 三 十 ， 求 双 
月 , 只 加 零 日 ; 退 小 尽 。 遇 图 月 通 理 。 满 六 十 去 之 ,以 所 存 余数 ， 
命 日 甲 数 图 。” 
后 面 附 有 两 张 图 ( 表 ) 
岁 旦 日 甲 积 数 图 2 


丁丁 1 
C9 
次 丑 17 
辛 西 25 
已 已 33 
J 和 丑 41 
乙酉 49 
癸 已 57 


DO@OQOSOO 


成 成 2 
丙午 10 
甲 实 18 
王 戌 26 
庚午 34 
成 袖 42 
两 成 50 
甲午 58 


己 允 3 
本 未 11 
乙 卯 19 
癸 辫 27 
辛 未 35 
己 卯 43 
丁亥 51 
乙未 59 


乙 交 即 1275 年 ， 


求 此 日 天 干 地 支 序号 。 


康子 4 
成 中 12 
内 搬 20 
甲子 28 
王 申 36 
庚 辰 44 
戊子 52 
两 申 60 


第 五 编 第 一 章 第 三 节 第 四 段 。 
沈 康 身 ， 九 章 算 术 导 读 ，p. 585 
原著 如 此 ， 义 为 求 本 年 内 某 日 天 干 地 支 序号 。 


于 丑 5 
己 丁 13 
丁 已 21 
乙 逢 29 
例 西 37 
辛 已 45 
已 丑 53 


王 寅 6 
康成 14 
戊 午 22 
两 实 30 
甲 成 38 
王 午 46 
庚 寅 54 


癸 夕 7 
辛亥 15 
己 未 23 
丁 卯 31 
乙 驳 39 
更 未 47 
辛 旷 55 


杨辉 定义 只 月 (奇数 月 ) 为 小 月 ，29 日 ， 双 月 为 30 日 。 
此 表 以 丁酉 为 首 序号 为 1， 第 61 日 又 是 丁酉 ，60 日 为 一 周期 。 


甲 必 8 
王子 16 
庚申 24 
戊 展 32 
丙 子 40 
甲 申 48 
王 展 56 
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术 文 是 说 ， 在 “ 积 数 图 ”内 查 出 刁 西 相对 于 以 丁 西 为首 数 的 
序号 (37) ， 是 十 一 月 (只 月 )， 加 30， 加 零 日 (26); 退 小 尽 ? (6)， 
总 和 为 37 十 30 十 26 一 6 二 87 三 27(mod 60) 。 杨 辉 另 造 取 年 内 日 甲 
图 ,以 丙 寅 @ 为 首 数 作 天 干 地支 顺序 。 其 27 号 为 王 展 ， 即 作为 答 
数 ， 

显 见 杨辉 以 此 题 阐明 同 余 概 念 ,以 模 29，30、60 来 确定 今年 
内 某 日 的 天 干 序 号 ， 是 很 有 意义 的 练习 。 

但 是 此 题 及 其 术 文 、 答 数 都 误 。 其 一 ， 阴 历 并 不 永 是 奇数 月 
是 小 ， 偶 数 月 是 大 。 其 二 ， 即 使 假定 奇 月 小 ， 偶 月 大 ， 那 么 十 一 
月 初 一 日 以 前 已 过 月 数 为 10, 已 过 日 数 为 5(60 一 1) 。 又 如 设 乙 玄 
年 正 旦 淆 西 (年 初 一 ) 在 积 数 图 内 序数 为 mx， 所 求 十 一 月 干支 日 是 
第 日， 那么 那 一 日 干支 序号 应 是 

14 十 ?1 一 1 十 5(60 一 1)(mod 60) 寺 mm 二 n 一 6(mod 60) 。 
本 例 m= 二 37，n 二 26 答 数 是 57 ， 刁 已 。 并 非 王 辰 。 

此 外 , 不 知道 为 什么 积 数 图 以 丁 本 为首。 如果 以 甲子 为 首 ( 见 
第 四 编 第 四 章 第 三 节 大 衍 类 范 题 分 析 古 历 会 积 脚 注 ) 更 符合 传统 
历法 习惯 。 

公共 周期 

杨辉 举 了 三 例 ， 相 当 于 解 同 余 式 组 + 三 0 (mod mi) (1=1,2， 
“1) 

其 一 是 《孙子 算 经 》 卷 下 第 35 题 (三 女 归 首 )。 这 相当 于 解 

X=0 (mod 3)=0(mod 4)=0(mod 5), 
术 文 说 :“ 三 、 四 、 五 日 相 乘 ”。 这 里 三 模 两 两 互 素 ， 所 求 公共 周 
期 z= (3, 4, 5) =3X4X5=60。 
其 二 “ 乙 亥 年 正月 初 十 午 日 逢 角 宿 。 问 :后 何 日 再 会 ?”( 答 


人 电 小 尽 ， 小指 小 月 ， 小 尽 指 在 问题 时 间 范 围 内 的 小 月 数 。 
多 丙 袜 上 距 首 数 丁 首 30 一 1 一 29 日 。 
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数 :168 日 ) 这 相当 于 秦 九 韶 “ 古 历 会 积 ” 或 “ 治 历 演 纪 ” 题 的 补充 
题 。 就 原理 说 ， 都 是 求 周期 的 公共 周期 ， 只 是 少 了 一 个 周期 ， 且 
周期 数据 简单 : 都 是 整数 , 但 较 孙 子 题 加 深 一 步 : 模 不 两 两 互 素 ， 
作为 了 外、 秦 题 的 过 渡 ， 就 数学 教学 说 很 是 相宜 。 

角 窒 是 二 十 八 宿 之 一 ， 我 国 古 代 天 文学 家 在 天 球 黄道 、 赤 道 
两 侧 选 定 28 个 区 域 ， 各 以 特定 恒星 为 观测 点 。 其 视 运动 为 28 日 
绕 天 极 一 周 。 题目 是 说 : 正月 初 十 天 于 序 为 午 日 出, 在 固定 观测 方 
加 看 到 角 宿 。 问 : 几 日 以 后 的 午 日 又 看 到 角 宿 ? 这 显然 是 求 : 

x(H)=0(mod 12)=0(mod 28 ) 。 

术 文 说 ,二 位 相 乘 (得 三 百 三 十 六 , 折 半 (一 百 六 十 八 日 )。” 按 
照 秦 九 韶 两 两 连环 求 等 的 算法 ， 所 求 应 是 

z 一 12X28 二 (12,28) 一 84， 
可 见 本 题 的 解 ， 杨 不 如 秦 ， 所 求 数 不 是 最 小 公 倍 数 。 

其 三 “ 甲 戌 年 (1274 年 ) 正 月 十 七 乙未 日 遇 昂 宿 。 问 : 何 日 再 
会 ?”( 答 数 : 乙 亥 年 3 月 24 日 ) 

易 和 宿 也 是 28 宿 之 一 , 问题 是 求 下 次 乙未 日 又 遇 昂 宿 , 要 过 多 
少时 间 ? 所 求 数 当 是 x 三 0(mod 60) 二 0(mod 28) 其 最 短 时 间 是 
x 二 60X28 二 (60,28) 二 60X28 寺 4 二 420( 日 )“ 术 日 ,二 位 相 乘 、 
折 半 ， 或 再 折 半 ,和 色 可 相 会 .” 杨 辉 意识 到 420，840 都 是 答 数 ,而 
且 他 还 进一步 计算 ” 定 所 会 日 。 以 求 出 月 数 (420 日 作 14 个 月 ) 并 
(加 上 ) 原 问 月 日 (正月 一 月 十 七 日 )， 加 小 尽 ( 甲 戌 年 6 个 小 月 , 乙 
北 年 正月 小 月 )， 并 为 (15 个 月 又 24 日 ) 所 会 月 日 。 

本 题 杨 辉 所 作 解 无 误 2。 

一 次 同 余 式 组 

关于 余数 都 不 等 于 零 的 同 余 式 组 , 杨辉 在 《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 


中 年 至 午 ， 地 支 一 周期 为 12 日 。 
多 联系 到 第 五 编 第 二 章 第 二 节 傅 种 孙 所 举 第 3 例 有 异曲同工 、 上 古今 相通 之 妙 。 
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上 举 5 题 ， 其 中 第 1 题 即 《孙子 算 经 》 卷 下 第 26 题 ( 物 不 知 数 )。 
所 提 人 解法 ( 术 文 ) 大 致 就 是 孙子 原著 .他 又 从 孙子 比较 隐 星 的 叙述 ， 
深 明 其 确实 含义 后 ， 又 擎 拟 设 题 四 问 ， 模 数 仍 都 是 两 两 互 素 ,但 
富有 变化 ， 同 余 式 个 数 也 增加 到 四 个 。 各 自 答 数 及 相应 解法 和 演 
算 ( 草 文 ) 都 正确 无 误 ， 相 当 于 解 ， 

LI ，ZX 汪 2(mod 3) 汪 3(mod 5) 圭 0(mod 7)， 

i. Xl1 (mod 7) 三 2(mod 8) 汪 3(mod 9)， 

.ZX 二 3(mod 11)=2(mod 12) 三 1(mod 13)， 

N. xXx 汪 ] (mod 2) 三 2(mod 5) 三 3(mod 7) 三 4 (mod 9) 。 
杨辉 称 其 解法 为 剪 管 术 。 把 z 看 成 是 一 根 长 长 的 定 长 管子 ， 按 照 
题 给 各 种 模 的 长 度 一 段 一 段 地 前 去 ， 各 已 知 剩 下 多 少 长 。 从 剩 下 
的 长 度 ， 相 应 的 模 ， 求 这 根 管 子 有 多 长 。 如 此 理解 同 余 式 组 ， 形 . 
象 地道 出 问题 的 本 质 。 杨 辉 所 拟 题 又 与 生活 实际 挂 多 ， 应 该 列 入 
世界 数学 名 题 ， 可 惜 德 人 特 洛 夫 凯 《初等 数学 史 》 卷 1 第 4 章 未 
见 引用 ， 这 是 因为 杨辉 书 对 外 宣扬 不 够 所 致 。 例 如 上 引 第 1 题 原 
著 是 .“ 用 工 不 知 其 数 。 差 人 支 入 d， 每 三 人 支 肉 一 斤 ， 剩 五 两 八 
铁 ( 乃 三 数 剩 二 )， 每 五 人 支 钱 一 贯 ， 剩 零 四 百 ( 是 五 数 剩 三 )， 每 
七 人 支 酒 一 摄 , 恰 挤 成 授 @。( 是 七 数 无 剩 ) 问 : 总 工 所 支 各 几何 ?” 
( 答 数 :98 人 , 钱 19 贯 600, 酒 14 援 , 肉 312 斤 10 两 16 铁 ) 

这 是 说 : 1( 斤 )=16X24=384( 铁 )，5( 两 )8( 铁 ) 王 128( 铁 )， 

而 1( 厅 ) 盖 3 王 128( 铁 )=5( 两 )8( 铁 )。 以 若干 斤 肉 稿 赏 工人 , 每 3 


人 得 1 斤 ， 分 到 最 后 ， 剩 下 5 两 8 铂 ， 二 斤 。 可 见 最 后 1 斤 肉 只 
入 赏 2 人 ， 所 以 杨 氏 自 注 “ 乃 三 数 剩 二 ”。 同样 的 遭 理 ; 以 若干 叶 
钱 往 党 工人 ,每 5 人 得 1 贯 ， 分 到 最 后 剩 下 400 文 二 之 贯 。 可 见 


中 策 ， 义 为 赏 。 
图 报 ， 义 为 坛 。 
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最 后 1 贯 钱 只 往 赏 3 人 , 杨 氏 自 注 “ 是 五 数 剩 三 ”， 就 是 此 意 。 

杨辉 与 秦 九 韶 同 在 南宋 京城 ， 但 所 得 数学 信息 ， 杨 辉 远 远 不 
如 秦 氏 ， 以 致 仅 能 借助 于 孙子 物 不 知 数 题 及 其 解 ， 作 走 得 不 太 远 
的 探索 。 前 面 曾 对 秦 氏 大 衍 术 分 为 八 个 步骤 。 由 于 杨辉 所 拟 题 模 
数 均 系 两 两 互 素 ,他 对 上 引 四 题 所 作 解 ， 仪 及 五 步 ， (i) 列 出 同 余 
式 组 ，(iii) 求 入 数 ，(vi) 求 用 数 ，(vii) 求 各 总 ，(viii) 并 总 , 得 所 求 
数 。 以 上 引 第 4 题 为 例 ， 其 术 文 说 

“二 数 余 一 ， 下 三 百 一 十 五 ，5X7X9。 

五 数 余 一 ， 下 一 百 二 十 六 ，2X7X9; 题 内 余 二 ， 下 二 百 五 

十 二 ，2X2X7X9。 

七 数 余 一 ,下 五 百 四 十 ，6X2X5X9; 题 内 余 三 ， 下 一 千 六 

百 二 十 ，3X6X2X5X9。 

九 数 余 一 , 下 二 百 八 十 ，4X2X5X7; 题 内 余 四 ,下 一 千 一 

百 二 十 ，4X4X2X5X7。 

并 之 ， 三 二 三 百 GO 〇 七 、 满 总 法 。 六 百 三 十 去 之 ， 余 百 五 十 七 ， 
为 答 数 。” 其 中 乘 率 F=1， F,=1, Fs=6, 一 4， 全 赁 猜测 或 试 
验 ， 在 术 文 中 未 见 他 用 过 大 衍 求 一 术 。 这 又 是 杨 不 如 秦 的 另 一 方 
面 。 
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第 五 章 幻 方 和 幻 四 


将 从 1 至 产 的 自然 数 排列 成 纵横 各 有 ”个 数 的 正方 形 ( 方 
阵 ), 使 每 行 、 每 列 ， 有 时 还 要 求 每 条 对 角 线 上 的 = 个 数 的 和 都 等 


于 2(2 十 1)( 幻 和 )。 称 这 样 的 方 阵 为 ” 阶 幻 方 D, 杨辉 称 为 纵横 


图 。 幻 方 现在 仍 是 组 合 数学 研究 的 课题 ， 广义 幻 方 、 幻 体 、 双 随 
机 和 矩阵 都 是 它 的 推广 ， 探 讨 中国 幻 方 的 发 展 历程 是 组 合 数学 前 史 
的 重要 内 容 ， 日 益 受到 国内 外 数学 界 的 重视 。 

纵横 图 是 《 续 古 摘 奇 算法 》 最 重要 的 内 容 , 列 于 卷 上 之 首 。 其 
中 洛 书 图 为 三 阶 幻 方 ， 四 四 图 为 四 阶 幻 方 2 则 ， 五 五 图 为 五 阶 幻 
方 2 则 ， 六 六 图 为 六 阶 幻 方 2 则 ， 衍 数 图 为 七 阶 幻 方 2 则 ， 九 九 
图 为 九 阶 幻 方 1 则 ,百子 图 为 十 阶 幻 方 1 则 。 共 幻 方 11 例 。 此 外 
措 九 图 为 幻 较 ， 聚 五 图 、 聚 六 图 、 聚 八 图 、 八 阵 图 、 连 环 图 为 蜡 
形 幻 加 。 共 6 例 。 


第 一 节 ” 幻 方 


杨辉 著录 的 八 种 幻 方 各 种 都 指出 幻 和 及 幻 方 和 。 其 中 对 于 ” 
阶 幻 方 和 他 总 结 有 公式 :“ 并 上 (1) 下 G9?) 数 , 以 高 数 (n’) 乘 之 , 折 


半 ， 得 数 ”， 即 广 w?(1 十 x)。 而 幻 和 ， 把 幻 方 和 “以 行 数 (x) 除 


之 ",， 即 n+)， 


中 所 有 元 素 如 上 ( 乘 以 ) 相 则 自然 数 称 为 间 型 幻 方 ， 
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他 指出 三 阶 、 四 阶 幻 方 构造 法 ， 虽 是 最 低 阶 幻 方 构造 法 ， 但 
具有 一 般 意义 。 

除了 十 阶 幻 方 例 是 半 幻 方 外 ， 其 余 都 是 幻 方 ， 但 都 不 是 完美 
约 方 。 


一 三 阶 幻 方 


我 们 知道 , 三 阶 幻 方 只 有 一 个 , 即 洛 书 图 . 杨辉 说 :“ 天 数 一 、 
三 、 五 、 七 、 九 ， 地 数 二 、 四 、 六 、 八 、 十 ， 积 五 十 五 .,”@ 其 构 
造 法 是 “ 九 子 斜 排 ， 上 下 对 易 ， 左右 相 更 ， 四维 挺 出 。 戴 九 履 一 ， 
左 三 右 七 ,二 四 为 肩 , 六 八 为 足 ,” 前 面 四 句 为 构造 程序 ， 后 四 句 
形象 地 说 明 所 构造 出 来 的 洛 书 图 九 个 数字 的 位 置 。 杨 氏 这 一 适用 
一 般 奇 数 阶 的 构造 法 , 与 欧洲 人 所 说 Bachet 法 相 一 致 , 但 杨 法 要 
早出 三 百 多 年 .这 构造 十 六 字 计 还 可 以 推广 以 构造 任何 奇 阶 幻 方 ， 
以 五 阶 为 例 :@ 

(i )“ 各 子 斜 排 ” 排 出 自然 方 阵 如 图 6. 5. 1(i); 

(i )“ 上 下 对 易 ” 元 素 1，2，10; 25，20，24 两 两 互 易 位 署 ; 


(iii 》“ 左 右 相 更 ”元 率 21，16，22; 5，4，10 两 两 互 易 位 置 ， 


中 《 易 ， 系 辞 上 》:“ 天 一 地 二 ， 天 三 她 四， 天 五 地 六 ， 天 七 地 八 ， 天 九 地 十 …… 
天 数 二 十 有 五 ， 地 数 三 十 。 凡 天 地 之 数 ， 五 十 有 五 。” 
@@ 这 “十 六 字 诀 ” 针 对 五 阶 幻 方 ， 我 们 据 情 已 改动 二 字 ， 
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其 余 13 个 元 素 在 原 位 置 保留 不 动 ， 如 图 6. 5. 1 (ii)， 

(iv)“ 四 维 挺 入 ”把 元 素 25，24，20; 5，4，10; 1，6，2; 
21，16，22 沿 5X5 方 阵 的 边 作 反射 变换 ， 即 构成 五 阶 幻 方 (图 
6. 5. 1 (ii))。 


二 四 阶 幻 万 


对 偶数 阶 幻 方 中 的 4m 型 (偶偶 数 )， 杨 沟 以 六 一 1， 即 四 阶 纪 
方 提出 两 种 构造 法 ， 

其 一 , 易 换 法 。 术 文 说 :“ 以 十 六 子 依次 第 作 四 行 排列 。 先 以 
外 四 角 对 换 ， 复 以 内 四 角 对 换 ,” 书 中 的 花 十 六 图 即 借以 构造 。 当 
mm 一 2，3，…， 偶 偶数 阶 幻 方 ， 此 法 也 都 适用 ， 只 须 添加 某 些 条 件 
就 可 以 了 ， 

其 二 , 求 等 法 。 杨 氏 在 易 换 法 术 文 之 末 还 有 一 段 话 :“ 对 换 目 
(只 .只 ) 可 施 之 于 小 ,” 阶 数 增 大 后 的 偶偶 数 阶 幻 方 构造 不 便 ， 他 
就 男 作 作法 ;“ 以 子 数 分 两 行 

一 ， 二， 二， 四， 五 ， 六 ,七 , 八 
十 六 ,十 五 ,十 四 ,十 三 ,十 二 ,十 一 ,十 , 思 | 而 (二 ,下 ?一 子 管 等 
十 七 。 又 分 为 四 行 ， 而 横行 先 等 (三 十 四 )， 甩 不易 之 数 ， 却 以 此 
数 编排 直行 之 数 , 使 尼 如 原来 一 行 之 积 (三 十 四 ) 而 止 , 缠 量 既定 ， 
则 不 串 数 之 不 及 也 ,” 对 一 段 话 的 意义 ， 下 面试 作 推导 。( 图 
6. 5. 2) 
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(GD 把 1 一 16 十 六 个 数 , 排 成 二 列 ,两 横行 上 下 二 数 和 都 是 17; 

(ii) 在 此 现象 启发 下 ,又 把 1 一 16 排 成 自然 方 阵 最 上 最 下 两 行 
各 对 应 元 素 差 都 是 3， 因 此 各 行 元 素 和 之 差 为 12; 其 中 间 二 行 各 
对 应 元 素 差 都 是 1， 各 行 元素 和 之 差 为 4; 

(过) 把 (中 (13,16); (1,4) 对 换 , 上 、 下 二 行 元 素 和 都 是 34。 
把 中 间 二 行 (10,11); (6,7) 对 换 ， 行 的 元 素 和 也 是 34。( 证 ) 中 左 
右 列 对 应 元 素 各 差 12, 总 和 的 差 48; 中 间 二 列 对 应 元 素 各 差 4, 总 
和 的 差 是 16; 

(iv) 是 把 (证 ) 中 (16,4) (13,1) 对 换 , 左右 两 列 元 素 和 都 各 等 
于 34， 把 (1,7); (10,6) 对 换 ， 中 间 两 列 元 素 和 也 都 各 等 于 34。 
并 不 影响 (iii) 中 各 行 的 和 。 

已 构造 成 四 阶 幻 方 ， 即 杨辉 四 四 图 中 的 阴 图 。 


三 五 阶 幻 方 


我 们 已 从 杨辉 所 创 三 阶 幻 方 十 六 字 诀 构造 法 推广 ， 任 何 奇数 
阶 幻 方 可 赖 以 构造 ， 但 是 他 自己 却 没 有 发 现 这 一 妙用 ， 因 此 他 的 
五 五 图 二 例 ， 俱 未 发 现 用 此 法 的 痕迹 。 杨 辉 也 只 给 出 此 二 例 ， 未 
作 任 何 构造 方法 的 说 明 。 

文献 记载 法 国 科 学 院 院士 B、Frenicle de Bessy 在 17 世纪 时 
曾 以 灸 边 法 从 小 到 大 以 获得 任意 阶 幻 方 。 看 来 杨辉 五 五 图 第 一 例 
(图 6. 5. 3 就 是 用 灸 边 法 构成 , 它 的 核心 幻 方 是 三 阶 幻 方 , 其 灸 边 
的 外 围 十 六 个 数 , 分 成 互 为 补 数 的 八 对 。 从 此 可 见 是 他 有 意识 地 、 
煞费苦心 之 作 ， 早 出 Frenicle 四 百年 ， 

仔细 审阅 其 五 五 图 第 一 例 , 其 核心 三 阶 幻 方 乃 由 元 素 7, 8, 9， 
12，13，14; 17，18，19 构成 。 按 照 十 六 字 记 方法 易于 构造 出 以 
这 些 元 素 组 成 的 幻 方 ， 其 幻 和 为 39。 就 是 把 自然 数 1 一 25 中 其 他 
的 十 六 个 数 ， 排 成 分 别 和 为 26 的 八 对 数 对 


626 第 五 章 ” 幻 方 和 幻 圆 


四 加 四 四 加 
四 相配 西 加 
回回 四 回回 
EHUUG 
因而 四 四 加 
图 6.5. 3 
1 2 3 4 5 6 10 1 
25 24 23 22 21 20 16 15 
(上 行 称 为 小 数 , 下 行 称 为 大 数 ) 
由 于 五 阶 幻 方 的 幻 和 是 65， 在 三 阶 幻 方 以 外 镜 一 边 ， 如 果 取 右上 
角 为 1， 则 左下 和 角 为 25; 那么 锐 边 左 列 除 如 果 左 上 和 角 取 21， 则 右 
下 角 取 5， 那 么 灸 边 左 列 除了 已 取 1，5 两 元 素 外 ， 其 余 取 二 个 大 
数 ( 和 否则 此 列 纪 和 大 于 65)。 而 右 行 已 填 21, 25, 因此 其 余 三 元 素 
非 取 小 数 不 可 。 设 依次 为 zy zyzi, 而 21 十 zl 十 zi 十 zi 十 25 一 65， 
Xl 十 ZX: 十 X33 二 19。 从 小 数 中 挑选 三 个 ， 1 一 上 1， 一 2，2Z3 一 60。 左 
列 有 相应 的 元 素 15，24，22。 类 似 地 考虑 上 面 镶 边 行 非 有 二 大 数 
不 可 ， 设 左 起 第 二 、 第 三 元 素 为 大 数 26 一 x,，，、26 一 x;， 那 么 下 面 
外 的 边 当 有 约 和 内 必须 有 一 个 大 数 : 65 王 5 十 如 十 zs 十 26 一 zs 十 25 
4 十 5 一 2 一 9 

现在 仅 余下 三 个 小 数 3, 4, 10 就 易于 确定 x; = 二 3, xs 二 10, x6 二 4， 
这 就 是 五 五 图 第 1 例 。 以 杨辉 代数 才能 ， 这 一 系列 计算 是 游 丸 有 

五 五 图 的 阴 图 (图 6. 5.4) 不 是 灸 边 幻 方 ， 其 核心 三 阶 方 阵 并 
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非 幻 方 , 它 的 构造 方案 很 是 奇 突 。 有 文献 指出 这 一 幻 方 的 构造 以 
1 一 25 的 首 四 数 1，2，3，4; 中 央 数 ，13， 末 尾 四 数 22，23，24， 
25 按照 三 阶 幻 方 构造 法 ， 把 这 九 个 元 素 布置 在 (图 6.5.5) 左 上 角 
(4)， 上 行 中 (25)， 右 上 角 (2)， 左 行 中 (3)， 中 央 (3)， 右 行 
(23), 左下 角 (24),， 下 行 中 (1), 右 下 角 (22) 作 为 框架 。 而 其 余 八 
对 数 外 层 : (19,7); (15,11); (12,14); (6,20); 内 层 (18,8); 
(5,21); (10,16); (9,17) 的 和 都 等 于 26。 显然 框架 八 个 数 同方 向 
四 对 数 (2,24); (25,1); (4,22); (23,3) 的 和 也 分 别 等 于 26。 不 
仅 是 两 条 主 对 角 线 ， 中 央 横 行 、 中 央 竖 行 的 幻 和 都 是 65, 而 其 余 
四 行 、 四 列 的 幻 和 也 是 .65。 杨 辉 怎样 会 设计 这 一 构造 法 ， 迄 今 仍 
征 一 个 玄 ， 有 待人 们 探索 ， 可 以 说 是 一 个 世界 难题 ， 这 一 幻 方 每 
元 素 加 上 8， 就 是 幻 方 图 6.5.4。@ 


回回 四 加 加 
四 加 四 加 加 
四 四 加 四 加 


四 中西 四 加 
团 四 加 四 思 
回回 四 回国 
四 回回 四 加 
团 四 四 加 加 


回回 回回 本 
加 四 加 四 加 


图 6. 5.4 图 6. 5.5 


(DW Lam Lay-Yong, 1977, p. 299 
名 显然 以 1，2，3，…，n? 构成 的 幻 方 ，1 十 hh ，2 十 hh，3 十 有 ，…，n? 十 有 也 构成 
同一 类 型 的 幻 方 ,，h 为 任意 自然 数 ，。 
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四 六 阶 幻 方 


杨辉 所 作 六 阶 幻 方 有 二 例 。 六 阶 幻 方 是 奇偶 数 (2m 十 2 型 ) 的 
最 简单 者 。 这 不 是 按 十 六 字 诀 偶偶 数 阶 4m 型 ,对 角 线 元 素 对 换 所 
能 驭 。 如 果 是 用 镶 边 的 办 法 逐 层 扩 大 ， 获 致 新 的 幻 方 ， 检 验 杨辉 
六 阶 二 例 中 ， 不 存在 中 央 核 幻 方 。 他 应 别 立 蹊 径 构造 此 二 例 。 李 
全 《中 算 史 论 丛 》 第 四 集 (1954) :“ 中 算 家 的 纵横 图 研究 ”有 提示 : 
“ 似 先 制 二 幅 图 ， 再 以 洛 书 数 代 入 而 得 .” 据 此 线索 ， 我 们 试 作 探 
讨 ， 其 构造 程序 为 : 

(把 1 一 36 排 成 四 列 九 行 矩 阵 ， 它 有 以 下 性 质 ， 
QD 每 行 四 元 素 之 和 依次 增 大 4; 
饭 每 列 九 元 素 之 和 依次 增 大 81; 
同行 第 一 、 四 元 素 和 等 于 二 、 二 

元 素 和 和。 

(i 让) 把 九 个 行 的 和 形成 的 等 差 数 列 
按照 洛 书 图 构成 十 六 字 诀 写 出 新 的 


三 阶 幻 方 ”170l90l62| 史 
166|74|82 


86l5878 

(ii) 使 这 三 阶 幻 方 的 九 个 元 素 各 含 四 列 九 行 矩 阵 中 对 应 (和 ) 
的 一 行 四 个 数 。 由 于 同行 内 数 的 特性 ， 可 以 使 排列 成 二 阶 “ 幻 
方 ”( 仅 横行 之 和 相等 )。 此 方 阵 ， 六 横行 纠 和 是 111，( 图 
6. 5. 6) 是 显然 的 。 三 条 “ 双 列 ”十 二 元 素 之 和 是 222 也 是 显然 的 
溃 。 至 于 要 求 六 竖 列 的 幻 和 也 是 111, 可 借助 于 把 二 阶 “ 幻 方 ” 同 
一 行 元 素 的 对 换 ( 不 影响 行 的 幻 和 ,也 不 影响 双 列 的 元 素 和 )。 如 
(20,11)，(23,14)， 两 两 对 换 ……: ， 就 成 为 杨辉 六 六 图 的 第 一 例 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
和 


中 与 洛 书 图 是 同型 三 阶 幻 方 。 
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(图 6.5.7 左 )。 注 意 ， 它 不 是 半 幻 方 ， 而 是 幻 方 。 

Civ) 使 这 三 阶 幻 方 的 九 个 元 素 变换 为 九 个 二 阶 “ 幻 方 ” 后 , 可 
以 这 当 作 刀 一 番 调 整 ,还 可 以 构造 出 为 数 众多 的 其 他 六 阶 幻 方 。 杨 
辉 的 六 六 图 第 三 例 一 一 阴 图 ， 就 是 其 中 的 一 个 (图 6. 5.7 右 ) 


加固 四 加 回回 
国 四 本 如 加 器 
团 四 因 四 四 区 
四 加 四 回回 可 
回 因 加 四 四 可 


四 四 四 四 加 加 
因 回 西 四 加 可 
四 加西 四 四 看 
四 四 加 四 四 加 
lsslale ls 
Tool fal 


四 可 
四 团 四 因 四 四 


四 看 日 名 加 中 
四 因 四 四 四 加 
回国 四 面 加 加 


图 6. 5. 7 
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五 


七 阶 幻 方 


杨辉 记 七 阶 幻 方 二 例 : 衍 数 图 2 及 其 阴 图 (图 6. 5.8, 左 、 右 )。 


46| 8 16|20|29| 7 149 
3 140135|36 18]41] 2 
44|12]33|23 | 19|38| 6 
28|26| 11]25 [39124 [22 
5 |37131427 | 17|13145) 
如 9 |15|14 [32110147| 
1 142134130 27431 4 


4 1431401491161211 3 
44| 8 133| 9 [3611530, 
38| 19126]11127 22|32 
3 1131 5 |25145137147 
18128|23]39 24131112 
20]351141411171421 6 
48|29|34| 1 |10| 7 |46 | 


图 6. 5.8 

说 明文 字 仅 :“ 纵 横 ( 幻 和 ) 一 百 七 十 五 , 共 积 ( 幻 方 和 ) 一 千 二 百 二 
十 五 ”未 及 构造 法 。 自 来 各 家 注释 也 未 尽 如 人 意 。 有 文献 @ 指出 

把 1 一 49 排出 自然 数 方 阵 (6,5,…,9 上 )， 其 中 九 个 元 素 ( 以 外 围 
圆 图 为 记 )，11，17，23; 19，25，31; 27，33，39 分 为 三 组 , 它 
们 是 以 和 谐 数 &=8 的 数列 ， 其 中 4=11, h=6， 所 构成 的 三 阶 幻 
方 ， 它 是 衍 数 图 的 核心 幻 方 。 这 里 有 两 个 问题 ， 其 一 ， 上 文 已 说 
明 1，2，3，…, n? 构成 了 幻 方 ， 那么 其 相应 元 素 以 1 十 h，2 十 hh， 
3 十 h，… ,n° 十 h 也 是 幻 方 。 进一步 说 其 相应 元 素 改 为 a, a 十 h ,a 
二 2h ,a 二 Cn 一 1)h; a+k, a 二 kk 二 ha 十 k 十 (nn 一 ])h; a 
十 2R，a 十 2k 十 hh，… ,a 十 2k 十 (Gx 一 站 h; … ;Qa 十 (n 一 1)k,， a 十 
(n 一 1 十 ha 十 (xn 一 1)k 十 (x 一 1)h, 仍 是 幻 方 ,& 被 称 为 和 谐 数 名 ， 


QD 本数 一 词 当 出 自 《 易 ， 系 辞 传 }?:“ 大 衍 之 数 五 十 ,其 用 四 十 有 九 。” 杨 辉 与 秦 
九 韶 是 同 代 人 ， 都 受 颂 家 思想 影响 非常 深刻 ， 固 以 名 图 ， 

@ Lam Lay-Yong, 1977, p. 303 

® W. 5S. Andrew, Magic Squares and Cuber, NY, 1960 
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其 二 ， 乍 样 把 这 九 个 数 11，17，23;， 19，25，31; 27，33，39 构 
造成 幻 方 ? 还 是 仿照 1, 2, 3,…, 9 洛 书 图 构造 十 六 字 诀 (图 6. 5.9 
下 )。 这 里 所 构成 的 三 阶 幻 方 , 适 是 衍 数 图 的 核心 幻 方 。 在 它 外 围 
以 和 为 50 的 八 个 数 对 , 41, 9; 18, 32; 36, 14; 35，15，40，10， 
38，12; 24，26; 13，37 构成 第 二 层 灸 边 。 又 以 和 为 50 的 十 二 个 
数 对 : 49，1; 7，43; 29，21; 20，30; 16，34; 8，42; 46，4; 
2，48; 6，44; 22，28; 45，5; 47，3， 构 成 第 一 层 锐 边 。 在 锐 
这 两 层 边 时 , 要 解 或 凑 若 干线 性 方程 组 , 杨辉 是 解 题 的 优胜 者 .本 
数 图 是 其 杰作 之 一 。 


49 42 35 28 21 14 7 
48 41 34 (27) 20 13 6 


47 40 (83) 26 (19) 12 5 
46(39) 32 25 18 (1) 4 
45 38 (3D) 24 (7) 10 2 
44 37 30(23)16 9 3 


43 36 29 22 15 8 1 


27 23 
33 19 33 19 33 23 19 
39 25 11 11 25 39 il 25 39 
31 17 31 17 31 27 17 
23 27 
图 6. 5.9 


632 第 五 章 ” 幻 方 和 幻 贺 


幻 方 , 其 构造 法 同样 是 未 全 解 之 谜 。 已 有 文献 指出 中 ,值得 我 们 注 
意 的 自然 数列 1 一 49 前 面 四 数 ， 末 尾 四 数 及 其 中 央 数 ， 恰 居 目 然 
数 1 一 9 构成 的 洛 书 图 。 各 元 素 按 大 小 排列 在 相应 位 置 : 


4 9 < 4 49 2 
3 5 7 3 25 47 
8 1 6 48 1 46 


可 以 认为 以 25 为 核心 ， 四 个 数 对 2，48; 49，1; 4，46; 47，3 
都 有 等 和 50。 而 其 外 围 内 、 中 、 外 三 重 灸 边 ， 中 心 对 称 ， 另 外 二 
十 四 个 数 对 : 

内 层 ; 四 个 和 为 50 的 数 对 ,27,23;11,39;26,24;45,5。 

中 层 : 八 个 和 为 50 的 数 对 ，15，35; 36, 14; 9, 41; 33, 17; 
8, 42; 22，28; 37，13; 31，19。 

外 层 : 八 个 和 也 是 50 的 数 对 ，21，29; 16，34; 40，10; 43， 
7; 30, 20; 32,， 18; 2，38; 6，44。 

经 过 这 样 布 局 ， 其 主 对 角 线 ， 其 纵横 中 央行 列 幻 和 显然 都 等 
于 25 十 50X3=175。 而 其 余 行 、 列 竟 也 有 幻 和 175。 也 就 是 说 杨 
辉 所 作 阴 图 (图 6. 5. 8 右 ) 是 幻 方 ! 这 当然 不 是 偶合 。 但 是 他 为 什 
么 要 选择 1，2，3，4; 25; 46，47，48，49 排列 成 洛 书 图 框架 ? 
择 样 安排 这 二 十 四 数 对 ， 使 这 方 阵 刚 好 是 幻 方 ? 必须 经 过 解 许 多 
次 线性 不 定 方程 组 ， 其 艰巨 劳动 是 不 言 而 喻 的 。 


六 八 阶 幻 广 


杨辉 八 阶 幻 方 有 二 例 : 易 数 图 及 其 阴 图 (图 6. 5. 10,6. 5. 14) 
易 数 源 自 八卦 ,本 为 六 十 四 卦 , 因 以 名 图 。 此 二 图 仅 注 :“ 纵 横 二 
百 六 十 ( 约 和 )， 共 积 二 王八 十 ( 幻 方 和 ),” 余 未 着 一 字 。 此 二 图 如 
何 构造 ， 各 家 众说 纷 绒 。 


由 Lam Lay-Yong, 1977, p. 304 
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加 器 旧 台 回忆 
国 四 四 加 四 加 四 四 
四 团 四 四 四 四 四 了 双 
国力 加 本 可 四 三 本 
oolsol olsol als 
四 国 团 四 国 四 四 四 
园 国 四 加 四 因 功 四 
四 加 图 加 团团 四 四 


图 6. 5. 10 


关于 易 数 图 。 从 杨辉 所 给 结果 我 们 得 到 启示 ， 构 造 偶 偶 阶 数 
约 方 的 另 一 种 一 般 方 法 ， 以 四 阶 幻 方 为 例 。 先 把 1 一 16 自然 数控 
序 ， 如 下 排 成 两 双 列 


48 17|56 9 164| 1 
2 
3 
45 20153 12|161| 4 
44 21152 13|60| 5 
59 
7 
8 


左右 两 双 列 ， 同 行 各 含 二 元 素 ， 共 八 行 ， 都 有 等 和 是 四 阶 幻 和 之 
半 17。 调整 各 双 列 元 素 结构 ， 相 当 于 在 正方 形 方 阵 内 先 把 自然 数 
1 一 8 从 右上 角 开 始 ,， 闭 时 针 (1,2) 离 开 中 轴 ，(3,4) 贴 紧 中 轴 ; 顺 
时 针 (5,6) 贴 紧 中 轴 ，(7,8) 又 离开 中 轴 。 再 在 这 八 个 数 同行 近 旁 ， 
添 写 具有 等 和 的 补 数 16，15，14，13，12,，11，10，9。 新 的 四 阶 
幻 方 已 构成 ， 理 由 是 显然 的 ， 

同样 方法 可 以 构造 杨辉 的 易 数 图 ，。 

把 1 一 64 目 然 数 按 序 、 如 下 排 成 四 双 列 ,同行 各 含 二 元 素 , 共 
二 十 二 行 ， 都 有 等 和 ， 是 八 阶 幻 和 之 半 ，65。 调 整 各 双 列 元 素 结 
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构 ， 相 当 于 在 正方 形 方 阵 内 先 把 自然 数 1 一 32 从 右上 和 角 开 始 : 逆 
时 针 (1,2) 离 开 中 轴 ，(3,4) 贴 近 中 轴 ; (5,6) 离 开 中 轴 ，(7,8) 贴 
近 中 轴 ; 顺 时 针 (9,10)，(11,12)，(13,14)，(15,16); 逆 时 针 
(17,18)，(19,20)，(21,22)，(23,24); 又 顺 时 针 (25,26)，(27， 
28)，(29,30),(31,32) 布 置 完 毕 , 然后 在 这 三 十 二 个 数 同 行 近 旁 
添 记 具有 等 和 65 的 补 数 。 易 数 图 已 构成 。 

李 伍 男 有 设想 0; 把 1 一 64 自然 数 排 成 双 列 , 然后 循 折线 路 径 
排 入 正方 形 方 阵 内 ， 惜 未 示 理 由 。( 图 6. 5. 11) 
9 。 


1 电 | 


uA jj. rl. 
"2 20 
13 二 21 


图 6. 5.11 


关于 阴 图 ， 杨 辉 在 四 阶 幻 方 花 十 六 图 所 示 构 造 方 法 可 以 造 出 
任意 偶偶 数 阶 幻 方 ， 用 同样 方法 杨辉 填 记 了 阴 图 。 

把 1 一 64 自然 数 排 成 如 下 正方 形 方 阵 , 并 分 成 上 、 下 左 、 右 
四 块 ， 每 块 含 十 六 个 元 素 ， 划 上 四 个 交叉 对 角 线 对 ， 对 角 线 所 划 
到 的 三 十 二 个 元 素 在 原 位 置 保留 不 动 ， 其 余 三 十 二 个 元 素 按 规则 
两 两 相对 于 方 阵 对 称 中 心 对 换 。 它 们 是 :， (63,2)，(62,3)，(59， 
6), (58,7), (45,16), (41,24), (17,48), (9,56), (53,12), 


@ 李 伍 ， 中 算 史 论 从 ， 第 一 集 ，1954， 191 
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(45,20), (42,13), (44,21), (31,34), (30,15), (27,38), (26, 
39) 这 些 数 对 都 有 等 和 65。 这 就 构造 出 幻 方 。( 图 6. 5. 12) 设 想 ( 图 


S58159.80I01|62163|84| 
49|5QJg1|52153154J55l56 
4142123)4414546129.48 
8353435|3927|38|39|a 
S526|27|28|29|30|31|24 
17|78/19120121,2812424 
9 O012113,M4|h8l16 
| 213 M6161718 


571716j6061 3 1 2164 
16j5ol51113112|54|55| 9 | 
24142143121|20146147117| 
33|31130|36|37|27126|40 
25139|38|28|29135|34|32 
4818|19|45j442323|41 
561on153|521L4|15|49| 
1 163162| 4| 5 591581 8 | 


图 6. 5.12 
把 它 贴 在 圆 简 上 ， 使 以 57 开头 的 列 ， 与 以 64 的 头 的 列 相 邻 ， 然 
后 册 兴 以 60，61 为 首 的 列 相 邻 线 剪 开 ， 摊 平 ， 就 成 为 阴 图 。( 图 
6. 5. 14) 


60 61 3 | 2164|57|7| 6 160 


因 国 国 回 面 加 可 加 
轩 图 加 四 四 四 加 加 
团团 国 四 国 轩 而 村 
因 国 图 因 因 四 固 国 
加 团团 四 四 四 四 四 
国 四 因 因 国 四 回国 
[solsol sT i losleal« 


图 6. 5. 13 图 6.5.14 


李 例 另 有 设想 出, 把 1 一 64 自然 数 排 成 双 列 (图 6. 5. 15) ,然后 
循 折线 路 径 排 入 方 阵 内 ， 也 可 获得 此 阴 图 ， 惜 也 未 示 理 由 。 


QW 李 倒 ， 中 算 史 论 从 ， 第 一 集 ，1954， 194 
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七 九 阶 幻 方 


杨辉 造 九 阶 幻 方 一 则 , 称 九 九 图 (图 6. 5. 16) 只 说 其 纵横 三 百 
六 十 九 ， 共 积 三 千 三 百 二 十 一 ， 未 言 其 所 自 。 李 全 认为 “ 九 九 图 
与 六 六 图 具 同 样 性 质 ， 且 为 洛 书 图 的 复 形 .” 我 们 据 以 详 注 。 

(i) 把 1 一 81 排 成 九 行 九 列 和 矩阵。 它 有 下 面 的 性 质 : 

中 每 行 九 元 素 之 和 依次 增 大 9。 

四 每 列 九 元 素 之 和 依次 增 大 81 。 

同行 第 一 、 六 、 八 , 二、 四 、 九 , 三、 五 、 七 元 素 和 相等 。 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

和 


693 612 531 450 369 288 207 126 
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国史 因由 加 四 办 畴 国 
团 四 团团 固 因 团 四 园 
alaglral [slesl2 [7 
lalaalrihalsslrshe 
ols7 las larlsol25lasler 
slaslesl s fsol7of7 Js2 
oli7 


因 因 四 图 四 下 
7 slsslesl [aolesl e [1 


图 6. 5.16 

(让) 把 九 个 行 的 和 形成 的 等 差 数列 按照 
党 书 图 构造 法 写 出 三 阶 幻 方 ， 每 元 素 各 自 
又 构造 一 个 小 三 阶 幻 方 。 


CD | MLC 
mn EO 


(iii) 使 这 些小 三 阶 幻 方 的 九 个 元 素 各 含 九 行 九 列 和 矩阵 中 对 应 
(和 ) 的 同行 九 个 数 。 由 于 同行 内 的 数 的 特性 又 可 以 排 成 三 阶 方 阵 。 
使 三 行 各 自 含 有 等 和 的 数 。 又 在 同行 内 对 换 所 含 数 (这 并 不 影响 行 
的 幻 和 ) 使 九 阶 方 阵 最 终 成 为 幻 方 。 使 人 特别 感到 有 兴趣 的 是 1~- 
9 九 个 数 所 居 位 置 刚 好 在 九 个 小 三 阶 幻 方 中 央 列 的 最 下 面 一 格 。 

因此 ,杨辉 对 九 九 图 的 构造 法 对 于 3n 阶 幻 方 的 构造 有 一 般 意 
义 。 

入 十 阶 幻 方 


杨辉 造 十 阶 幻 方 一 则 , 称 百子 图 (图 6. 5. 17), 只 注 云 ;, “纵横 
五 百 五 ， 共 积 五 千 五 十 .” 对 其 构造 程序 也 无 叙说 。 有 文献 @ 认为 
杨辉 有 可 能 按 下 面 程序 构造 


(DD Lam Lay-Yong, 1977, pp, 310~31] 
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|20|21|40|4| 6ql 61|80181h00 
99|82|78|62|59| 42| 39|2211912 | 
| 到 十 多 aaa 


16 

因 因 外国 的 了 四 四 加 
了 |34|27|54| 47174|67|94187 
93|68|73| 48| 53| 28|33| 8 |13 
9 132|29|53| 49|72|69|9289 
91|9ol?71|7ol5l| sol31|30| lo 


图 6. 5.17 


G) 与 出 1 全 100 十 行 十 列 自然 数 方 阵 ， 使 每 行 有 十 阶 幻 方 幻 
和 505( 下 表 )， 

(让 ) 在 行 的 幻 和 不 变 前 提 下 调整 列 中 元 素 位 置 。 在 奇数 行 中 
(1,10)，(2,9)，(3,8)，(4,7)，(5,6) 各 列 元 素 对 换 ， 其 结果 如 
下 页 表 ， 偶 数列 和 比 幻 和 都 少 5， 而 奇数 列 和 都 大 5。 
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57 | 44 | 37 
25 | 36 | 45 | 56 | 65 | 76 ,85 | 96 | G0s 
86 175 | 66 | 55 ,46 | 35 ,26 15 | 6 
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(iii) 注 意 到 各 列 都 普遍 存在 和 是 100 的 相 令 数 对 , 而 上 、 中 、 
下 同 列 相 邻 三 连 数 之 和 的 差 具 有 一 定 规律 。 例 如 第 七 、 八 、 九 三 
行 第 一 、 二 列 、 三 、 四 列 ， 五 、 六 列 ， 七 、 八 列 ， 九 、 十 列 各 自 
三 数 和 之 差 都 是 5。 那么 把 它们 对 换 , 就 成 为 百子 图 , 纵横 都 有 和 
505 。 

李 们 对 百子 图 评说 ,“ 图 仅 纵横 可 合 五 百 五 , 于 隅 径 不 能 合 。” 
他 另 拟 构造 法 如 图 6. 5. 18, 惜 未 叙述 理由 。 我们 认为 上 文 分 三 步 
又 所 解释 的 构造 程序 能 够 符合 杨辉 所 处 历史 背景 。 步 又 (i) 保 证 横 
行 和 满足 幻 和 (ii) 在 不 影响 横行 幻 和 条 件 下 , 大 刀 阐 位 地 使 纵 列 
元 素 和 趋 近 幻 和 Gii) 审 视 情况 ,又 作 合理 微调 ,这 种 处 理 方式 是 有 
一 般 意义 的 ， 百 子 图 是 一 范例 。 


第 二 节 幻 国 、 异 形 幻 图 


纠 贺 一 一 -杨辉 所 作 攒 九 图 ， 史 无 前 例 。( 图 6. 5. 19) 四 个 同心 
圆 上 各 目 有 八 个 数 (连同 中 心 数 9)， 四 条 直径 上 九 个 数 各 自 的 和 
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图 6. 5.18 
都 是 定 值 147。 幻 圆 中 元 素 为 1 一 33 的 自然 数 。 
此 外 ， 在 《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 上 还 有 蜡 形 幻 圆 五 幅 ， 现 简 述 
如 下 : 


聚 五 图 (图 6. 5. 20) 目 然 数 “二 十 一 子 ， 作 二 十 五 子 用 ” 圆 环 
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9 


图 6. 5. 20 
聚 六 图 (图 6.5. 21)1~36 分 成 六 圆 环 .六 子 回环 、 各 一 百 一 
十 一 ”。 
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图 6.5.21 
聚 八 图 (图 6. 5. 22)1~24 分 成 四 圆 环 “ 二 十 四 子 ， 作 三 十 二 
子 用 ”。 同 环 八 元 素 和 都 是 100。 


图 6.5.22 
八 阵 图 (图 6. 5. 23)1~64, 分 成 八 圆 环 “ 八 八 六 十 四 子 , 总 积 
二 王八 十 。 以 八 子 为 一 队 ， 纵 横 二 百 六 十 。 以 大 辅 小 ， 而 无 强 弱 


643 


元 素 和 为 260。 而 且 每 


是 说 每 环 上 
环 上 以 四 个 元 素 为 “ 角 ” 作 纵横 两 长 方形 。 长 方形 “和 角 ” 上 元 素 


和 都 相等 ， 等 于 130。 
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图 6. 5. 24 
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十 八 。 以 八 子 为 一 队 ， 纵横 各 二 百 九 十 二 。 多 寡 相 资 ， 邻 壁 相 兼 ， 
化 一 十 三 队 , 此 见 运 用 之 道 ” 与 八 阵 图 相仿 。 每 环 上 以 四 个 元 素 
为 角 作 纵横 两 长 方形 ,长 方形 “和 角 ” 上 元 素 和 都 相等 ， 等 于 146。 
所 谓 十 三 队 ， 见 图 自明 。 

杨辉 所 作 幻 圆 和 蜡 形 幻 贺 为 后 世 提 供 刀 新 的 研究 课题 ， 对 国 
内 外 产生 很 大 影响 ， 可 惜 他 没有 阐明 构造 方法 。 
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第 六 章 杨辉 的 数学 思想 


杨辉 留 给 我 们 的 知识 财富 ， 还 在 于 他 的 至 今 犹 有 重要 教 益 的 
数学 思想 ， 以 下 分 三 节 并 述 。 


第 一 闻 革 故 创新 精神 


杨辉 本 为 南宋 一 介 书 生 ， 曾 为 小 吏 ， 未 见 经 传 。 在 他 所 著 书 
中 敢 想 人 所 不 敢 想 、 疑 古 、 音 故 ， 怀 疑 是 新 生 事物 诞生 的 重要 条 
件 ， 杨 辉 所 为 ， 值 得 我 们 缅怀 和 尝 敬 。 


一 对 《 九 章 算术 》 的 看 法 


曾 在 本 《大 系 》 第 二 卷 《 九 章 算术 》 评 说 一 节 中 指出 《 九 
章 》 在 编 书 体例 上 前 后 有 殊 。 有 的 算 题 在 前 ， 术 文 在 后 。 如 方 田 
章 各 术 ， 而 今 有 术 、 芭 不 足 术 则 反 是 。 而 全 书 一 般 都 按 算 题 性 质 
分 类 如 商 功 章 、“ 方 程 ” 章 , 而 有 些 章 则 选材 庞杂 , 如 方 田 章 在 讨 
论 图 形 面积 的 同时 插入 许多 分 数 四 则 问题 。 在 封建 社会 《 九 章 算 
术 》 被 奉 为 经 典 ， 人 们 尊 为 黄帝 所 作 ， 谁 甘 千 夫 所 指 ， 擂 自 妄 改 ? 
杨辉 作 “ 思 章 算术 繁 类 ”作为 《详解 九 章 算法 》 第 十 二 章 。 杨 辉 
虽 深 知 :“ 九 章 为 算 经 之 首 ， 盖 犹 侍者 之 六 经 ， 医 家 之 难 素 ， 兵 法 
之 孙子 ”， 但 是 他 指出 :“ 九 章 题 问 颇 隐 ， 法 理 难 明 ， 不 得 其 门 而 
入 。 于 是 以 答 参 间 ， 用 草 考 法 ， 因 法 推 类 ， 然 后 知 斯 文 非 古 之 全 
经 也 。 将 后 贤 补 丈 之 文 ， 修 前 代 已 废 之 法 ， 删 立 题 术 ， 又 繁 法 问 ， 
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详 著 于 后 。”0 他 大 胆 设 想 把 《 九 章 算术 》 术 文 及 问题 重新 分 类 (将 
在 第 二 节 讨 论 )。 他 认为 这 样 做 , 胜 于 前 人 。 他 就 不 上 人 诉 自 类 为 
算 类 ， 而 是 理直气壮 、 心 安 理 得 地 探索 着 : 例如 把 不 同性 质 的 少 
广 术 、 开 平方 术 、 开 立方 术 分 列 两 章 ， 把 均 输 术 并 入 豪 分 术 ， 把 
贵贱 率 、 反 其 率 、 分 率 三 术 并 为 一 章 ， 而 把 “方程 ” 术 、 损 益 术 、 
正 负 术 归 为 另 一 章 ， 都 是 正确 的 见解 。 

在 具体 算 题 安排 的 章 ， 他 更 提出 不 少 中 肯 的 意见 ， 这 应 该 说 
是 有 目 共 睹 ， 如 果 能 重新 调整 , 《 九 章 算术 》 将 益 加 和 谐 、 得 体 。 
例如 人 盘 不 足 章 第 16 题 ( 石 中 有 玉 ) 杨 辉 在 解 题 中 注 说 : “贵贱 分 率 
之 问 ， 借 至 不 足 为 问 ”， 他 径 以 其 率 术 解 题 。 又 如 均 输 章 第 5 题 
(二 人 春 票 )、 误 分 章 第 8 题 ( 五 官 出 钱 ) 分 隶 两 章 ， 很 不 合理 。 杨 
氏 评 论说 :“ 此 问 ……: 率 数 不 同 ， 求 米 相 等 ， 须 反 误 之。…… 与 五 
盘 均 钱 ， 高 稻 出 少 ， 以 次 渐 多 ， 同 问 .” 


二 对 《海岛 算 经 》 的 看 法 


从 刘 徽 《 九 章 算 术 注 ， 原 序 》 知 原著 有 图 、 注 ， 从 刘 注 《 九 
章 算术 ， 勾 股 》 可 见 当时 《海岛 算 经 》 刘 注 非 常 精彩 ， 可 惜 经 过 
一 干 年 后 ， 杨 辉 所 见 《 海 岛 )》 已 面目 全 非 。 杨 氏 对 此 有 微 词 : 
“《 海 品 》…… 实 《 九 章 》 勾 股 之 遗 法 也 ,迄今 千 余 载 间 ， 唐 李 淳 
风 而 续 算 草 ， 未 闻 解 白 作 法 之 由 者 。……: 本 经 题目 广远 ， 难 以 引 
证 ， 学 者 非 之 .” 于 是 他 冥 思 苦 索 : “ 辉 尝 置 《海岛 》 小 图 @ (图 
6. 6. 1) 于 座 右 ， 乃 见 先 贤 作 法 之 万 一 .” 他 终于 得 出 可 能 符合 的 刘 
徽 原 证 设想 。 


DD 《详解 九 童 算法 ， 纂 类 》 前 言 。 
@ 图 6.6.1 采 自 1842 年 宜 稼 觉 从 书本 。 
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图 6.6.1 


三 对 《五 曹 算 经 》 的 看 法 


《五 曹 算 经 》 系 北宋 元 丰 官 刊 九 部 算 经 之 一 。 在 《田亩 比 类 乘 
除 捷 法 》 卷 下 一 开始 ， 杨 辉 就 提出 :“ 五 曹 刊 误 三 题 ?”。 
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其 一 ,“ 五 草 云 : 方 田 正 中 有 桑 ， 至 隅 一 百 四 十 七 步 。 问 : 田 
几何 ? 合计 一 百 八 十 亩 一 十 八 步 。” 杨 辉 说 :“ 五 曹 法 误 ， 答 一 百 
八 十 三 亩 一 百 八 十 步 .” 杨 辉 又 指出 错误 的 原因 :“ 以 五 乘 七 除 , 即 
方 五 斜 七 之 义 ， 所 以 [ 误 ] 答 前 数 。 然 不 可 用 方 五 斜 七 之 法 。” 他 
又 作出 正 误 :“ 当 二 乘 隅 ， 为 方 田 之 弦 步 ， 自 乘 ， 折 半 ， 开 平方 除 
之 ， 取 田 方 一 面 之 数 ， 以 方 自 乘 ， 即 得 所 答 .” 这 就 是 所 求 田 积 

A=(V(47X2) 2) 二 240 一 1472X2 二 240 
一 180( 雷 )18 [ 方 ] 步 。 
杨辉 这 一 批判 是 有 普遍 意义 的 。 现 传 本 李 治 《 益 古 演 段 》 就 有 以 
近似 信人 代替 准确 值 的 廖 误 做 法 。 书 中 都 用 方 五 斜 七 之 说 ， 甚 至 取 
单位 正方 形 斜 边 平方 时 仍 固 执 用 
| =: 96, 不 用 (V2) =2 
致使 不 能 还 原 。 

其 二 ,“ 五 曹 日 : 墙 田 方 围 一 干 步 , 间 : 田 几何 ? 答 晶 ;二 百 六 
十 亩 一 百 步 . ”杨辉 批判 说 ,“ 田 形 既 方 ,不 当日 墙 田 , 只 当 直 云 方 田 
右 干 为 题 ,其 术 称 以 四 除 一 千 步 ,得 二 百 五 十 步 , 自 乘 为 积 , 亩 法 除 
之 。 四 除外 围 , 不 可 施 于 直 。 念 例 将 直 田 (长 方形 ) 外 围 四 而 取 一 ， 
为 方面 , 乘积， 岂 不 利害 ? 往往 曾 见 有 人 误 用 此 术 所 以 言 之 .” 杨 
辉 是 说 已 给 周 长 ， 不 能 得 到 长 方形 面积 。 如 果 是 正方 形 ， 应 讲 清 
这 一 必要 条 件 。 接着 杨辉 又 举例 说 :“ 假 如 有 田 东西 八 步 , 南北 六 
步 。 本 积 四 十 八 步 。 若 以 外 围 量 之 ， 乃 是 二 十 八 步 。 用 四 除 ， 为 
七 步 ， 目 乘 即 是 四 十 九 步 。 不 可 用 外 围 两 折 半 之 法 。?” 

其 三 ,“ 五 草 四 不 等 田 ,， 东 三 十 五 步 ， 西 四 十 五 步 ， 南 二 十 五 
步 ， 北 一 十 五 步 。 问 : 田 几 何 ?” 管 称 “ 三 亩 八 十 步 , 非 ,” 这 个 非 字 


道 出 杨辉 对 四 不 等 田 面积 公式 4 一方 (a+b)， 广 (c 十 4) 的 否定 ， 


@ 指 方 田 外 围墙 ,只 知 周 长 , 求 田 的 面积 《五 曹 算 经 ?已 给 条 件 是 不 够 的 。 
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第 二 节 逻辑 思维 能 力 


杨辉 和 其 他 中 算 家 一 样 ， 经 过 长 期 数学 实践 、 师 驯 相 承 、 上 自 
我 锤炼 、 相 互 茧 陶 ， 都 具有 良好 训练 ， 他 们 的 论述 能 够 经 受 今日 
逻辑 基本 规律 要 求 的 检验 而 屹立 世界 数学 史册 。 


一 遇 辑 思维 的 一 般 规 律 


逻辑 思维 的 一 般 规律 , 体现 正确 思维 的 根本 特点 ; 确定 的 ,无 
矛盾 的 ， 一 贯 的 和 有 充分 根据 的 。 为 正确 地 认识 客观 世界 和 表达 
自己 的 思想 ， 含 数学 在 内 的 一 切 学 科 必 须 遵循 这 些 规律 。 逻 辑 学 
土 把 上 面 的 根本 特点 归纳 为 四 律 。 

同一 律 : 在 进行 论断 和 推理 的 过 程 中 ， 每 个 概念 都 应 当 在 同 
一 意义 上 使 用 。 上 文 所 举 杨辉 之 所 以 要 把 《 九 章 算 术 》 各 术 重 新 
分 类 ， 把 部 分 算 题 重新 安排 章 次 ， 正 是 基于 同一 律 的 要 求 。 既 然 
其 率 术 是 讨论 按 质 ( 贵 . 贱 ) 分 档 定 价 ， 那 么 僵 不 足 章 “ 石 中 有 玉 ?” 
题 就 应 移入 其 率 术 中 讨论 。 

矛盾 律 ， 同一 对 象 ， 在 同一 时 间 和 同一 关系 下 ， 不 能 具有 两 
种 互相 矛盾 的 性 质 。 上 文 所 举 方 五 斜 七 说 ， 最 早 文献 ， 见 刘 微 注 
《 九 章 算 术 ， 勾 股 》 第 11 题 ( 户 高 于 广 )， 这 只 是 近似 值 ， 近 似 值 
与 真 值 互相 了 矛盾。 杨辉 非议 《五 曹 算 经 》 方 田 有 桑 题 就 运用 了 了 矛 
盾 律 ， 使 避免 产生 单位 正方 形 对 角 线 长 的 平方 是 1. 96 的 矛盾 。 

排 中 律 ， 同一 对 象 在 同一 时 间 内 和 同一 关系 下 ， 或 者 具有 某 
种 性 质 ， 或 者 不 具有 某 种 性 质 ， 二 者 必 居 其 一 。 不 存在 第 三 种 情 
况 。 上 文 杨 辉 揭露 《五 曹 算 经 》 墙 田 题 面积 有 误 ， 即 运用 了 排 中 
律 .问题 的 答 数 是 、 非 必 居 其 一 ,无 第 三 种 情况 ， 四 不 等 田 本 身 。 
以 对 边 平 均 数 乘积 取 为 面积 是 很 粗糙 的 公式 。 杨 辉 为 揭露 公式 之 
户 ， 据 已 给 四 边 分 割 图 形 为 一 梯形 及 一 直角 三 角形 ， 杨 辉 以 为 所 
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分 割 的 二 图 形 面 积 和 为 真 ， 得 到 有 异 于 五 曹 答 数 。 杨 辉 在 原 答 后 
所 写 的 “ 非 ” 字 体现 他 的 排 中 律 思 想 。 就 逻辑 手段 说 是 正确 的 ， 

充足 理由 律 ， 特定 事物 之 所 以 具有 某 种 性 质 ， 是 因为 它 有 着 
现实 的 根据 ， 有 一 定 的 先行 于 它 的 条 件 所 决定 。 上 文 说 杨辉 对 
《海岛 算 经 》 的 微 词 ;“ 未 闻 解 白 作法 之 旨 ” 即 是 指 原著 有 术 无 证 、 
无 推导 。 而 杨辉 自己 迈 出 可 喜 的 步伐 ， 以 出 入 相 补 、 以 到 补 虚 原 
理 ， 作 了 逻辑 推导 ， 解 开 干 年 之 这 。 在 其 原著 中 还 有 多 例 说 明 他 
善于 运用 此 律 解释 数学 中 的 形 与 数 各 种 现象 . 


二 概念 的 分 类 


给 概念 下 定义 和 分 类 是 对 概念 所 作 的 两 种 重要 慢 辑 手段 。 在 
声 辉 原著 中 对 概念 分 类 的 工作 做 得 尤为 突出 ， 我 们 就 重点 据 以 分 
析 。 

《 九 章 算术 )》 分 类 

由 于 《 九 章 算术 》 是 秦汉 五 百年 间 长 期 辑录 成 书 ， 九 章 分 类 
标准 不 统一 ， 有 的 按 生活 、 生 产 现 象 划 分 ， 有 的 按 不 同 算法 划分 ， 
这 就 难免 重复 、 遗 漏 。 杨 辉 经 过 深思 熟 虑 ， 他 “以 答 参 问 ， 用 草 
考 法 , 因 法 推 类 。.…… 详 著 于 后 , 倘 得 贤 者 改 而 正之 , 是 所 愿 也 。” 
作为 《详解 九 章 算法 》 第 12 章 的 繁 类 ， 他 把 全 书 246 问 @ 以 不 同 
算法 为 标准 ， 分 为 乘除 、 互 换 、 合 率 、 分 率 、 训 分 、 登 积 、 盘 不 
足 、 方 程 、 勾 股 九 门 %, 这 是 大 框架 , 每 门 仍 以 算法 为 标准 根据 需 
要 细 分 小 框架 ， 最 基本 的 单元 一 一 术 ， 术 下 为 题 。 九 章 全 书 归纳 
为 69 术 。 本 《大 系 》 第 二 卷 综 论 《 九 章 算 术 》， 其 第 二 编 讨论 内 
洱 ， 第 一 章 第 四 节 “ 术 文集 成 ”也 曾 考虑 以 术 分 类 。 这 些 术 文 对 
所 驭 问题 有 一 般 意 义 ， 只 要 把 所 指 形 ( 或 数 ) 易 为 字母 ， 就 与 今 称 


四 杨辉 分 类 法 也 有 缺点 ， 见 钱 宝 玉 (1921)? 论 文 。 
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定理 、 法 则 或 公式 无 漠 。 有 些 术 文 则 就 囊 论 进 ， 术 文 依照 问题 数 
据 陈述 ， 未 子 抽 象 。 这 些 术 中 有 些 原 著 未 子 命名 ， 本 卷 都 尊重 实 
沈 各 给 名 称 。 杨 辉 所 分 小 框架 单元 数 与 本 《大 系 》 所 分 可 谓 不 谋 
而 合 。 为 领会 杨辉 分 类 精神 和 查考 方便 ， 现 列表 如 下 ( 表 6. 6. 1)。 


表 6.6.1 


序号 | 门 《这 类 》 名 称 《大 系 》 名 称 


互 换 乘 除法 今 有 术 
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续 表 
序号 | 门 《 繁 类 》 名 称 《大 系 》 名 称 
商 功 求 各 法 地 积 末 
城垣 坦 沟 暂 渠 法 城垣 坤 术 
垣 积 求 广 术 垣 积 求 广 术 
方 堡 堵 法 方 堡 震 术 、 仓 积 求 高 术 
圆 堡 震 法 贺 堡 震 术 、 圆 困 求 周 术 
方 襄 法 | 方 学 术 
圆 亭 法 圆 亭 术 
第 六 | 登 积 | 方 锥 法 方 锥 术 、 委 栗 术 
圆锥 法 圆锥 术 、 委 票 术 
拥堵 法 笠 堵 术 
阳 马 法 阳 马 术 
鉴 腾 法 鉴 月 术 
刍 童 法 刍 童 术 、 曲 池 术 
刍 蔓 法 刍 划 术 
美 除法 羡 除 术 
到 不足 法 “| 到 不 足 术 
第 七 | 杉 不 足 | 两 用 、 不 足 法 两 得、 两 不 足 术 
肌 觅 、 天 是 肌 不 是 、 适 趾 术 
方程 法 、 损 益 术 、 分 母子 术 | 方程 
第 人 | 方程 | 正 负 法 正 负 术 
页 宪 立 成 释 锁 平 方法 
A 
潮 科 方法 bo 开 芯 方术 、 开 立 圆 术 
勾 股 求 弦 法 、 弦 勾 求 股 法 
股 纺 求 色 法 入股 术 
股 纺 较 与 勾 求 弦 法 圆 材 埋 壁 术 、 芒 生 中 央 术 
第 九 | 色 股 | 股 弦 和 与 勾 求 股 法 竹 折 抵 地 术 
勾 股 求 孩 和 较 法 勾 中 容 圆 术 
勾 腰 容 方法 方 邑 见 木 术 
勾 股 较 与 强求 股 法 高 于 广 术 
勾 缠 和 、 股 率 求 勾 股 法 。 ”| 二 人 同 立 术 
勾 股 较 、 股 弦 较 求 勾 股 。 “| 纵横 不 出 玉 
勾 股 旁 要 法 勾 中 容 方 术 
余 勾 股 求 容 积 法 四 表 测 木 术 


在 上 表 中 于 算 题 与 术 文 归 类 方面 ， 杨 辉 是 有 见地 的 ， 反 映 他 
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对 《 九 章 算 术 》 的 真知 灼 见 。 例 如 
一 一 减 分 、 课 分 各 题 归 为 一 类 ， 
一 -和 斜 田 、 纂 田 归 为 一 类 ， 
一 一 鬼脸 术 所 驭 各 题 ( 均 输 章 第 9,20 至 26 共 八 题 ) 归 为 一 
类 ， 
一 一 委 票 各 题 从 算法 讲 应 归 为 圆锥 术 ， 
一 一 仓 积 求 高 妇 入 方 堡 震 、 圆 困 求 周 归 入 图 堡 震 在 某 些 意义 
上 也 是 合理 的 。 
勾 股 本 分 类 
前 面 已 在 第 三 章 见 何 第 一 节 勾 股 术 中 所 介绍 的 杨辉 所 作 “多 
股 生变 十 三 名 图 ”( 表 6. 3. 1) ， 事 实 上 也 是 他 对 《 九 章 算术 多 
股 》 原 先 杂 乱 无 章 的 各 种 算 题 的 合理 分 类 。 可 以 认为 这 是 “ 繁 
类 ” 勾 股 门 的 另 一 种 说 法 及 其 改进 。 我 们 知道 对 概念 的 正确 分 类 
应 遵守 规则 : 分 类 应 当 相 称 (概念 的 外 延 无 重复 ,无 遗漏 ), 分 类 应 
当 有 同一 根据 (分 类 标准 )， 分 类 所 得 子 项 应 当 互 斥 ， 分 类 不 应 当 
越 等 , 现 以 此 来 检验 十 三 名 图 , 勾 股 纺 关 系 的 分 类 是 严格 达标 的 ， 
对 于 勾 (e)， 股 (6)， 弦 (c) 三 元 素 
(各 取 一 个 元 素 ， 有 、 仅 有 3 种 ， za，2，c; 
(ii) 各 取 两 个 元 素 ， 有 、 仅 有 3 种 : a, 6; 6b, c; a, c; 
分 别 取 和 ， 有 、 仪 有 3 种 a 十 b, b 二 ce， a+te; 
分 别 取 差 , 有、 仅 有 3 种 : b 一 a,c 一 b,c 一 a。 
(iii) 共 取 三 个 元 素 ， 有 、 仅 有 1 种， a, 6b, ce。 
取 其 和 差 关 系 ， 有 、 仅 有 4 种: 
4 十 十 c，& 十 5 一 c，4& 十 c 一 5，c 一 (8 一 CC) 一 < 十 2 一 
共计 13 种 ( 非 负 值 ) 。 


pk 


三 抽象 与 概括 
抽象 与 概括 是 重要 钦 辑 方法 之 一 。 抽 象 与 概括 是 统一 的 不 可 
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分 割 的 思维 过 程 : 将 同一 种 类 对 象 的 本 质 属性 集中 起 来 ， 结 合 ; 
一 般 的 类 的 属性 ;将 其 余 的 非 本 质 属性 抽 离 出 去 。 

杨辉 所 著 书 中 抽象 化 思维 佳 例 选 说 如 下 。 

“方程 ” 术 . 

《 九 章 算术 方程》 一 开始 为 “方程 ” 术 ， 以 第 1 题 (三 禾 求 
实 ) 已 给 上 中 下 禾 三 次 脱粒 抽样 , 列 线性 方程 组 , 从 具体 数据 解释 
怎样 解 题 .由 杨辉 对 “方程 ” 术 的 抽象 与 概括 ， 有 两 个 层次 。 

其 一 ， 在 第 1 题 后 “ 解 题 ” 中 作 一 般 解 释 ( 抽 去 具体 数据 ) 
“ 众 物 总 价 ， 隐 互 其 实 。 上 间 以 三 禾 之 数 , 欲 分 其 实 。 当 求 其 上 中 
下 和 才 ， 禾 各 见 一 位 。 如 商 除 之 ， 本 倍 折 减损 之 问 ， 初 无 活 法 , 今 
述 此 意 ”。 杨辉 所 称 活 法 , 就 是 一 般 适 用 之 法 。“ 排 列 逐 项 问 数 , 某 
物 某 物 ， 其 值 几 钱 ， 为 一 行 。 某 物 某 物 共 值 几 钱 ,为 一 行 。” 这 就 
是 列 出 线性 方程 组 ,“ 命 首位 物 多 者 为 主 ， 彼 七 此 五 ， 以 七 为 多 。 
以 邻 行 数 增 乘 求 等 ， 数 等 可 以 减损 ， 余 物 与 价 ， 即 总 数 也 。 亦 例 
来 之 ， 一 物 既 增 ， 余 物 与 价 ， 亦 各 升 为 一 总 。 以 原 多 物 行内 数目 
对 减 。 谓 物 减 物 ， 钱 减 钱 ， 求 轻 一 位 。 其 余 次 第 增 减 。…… 以 求 
位 简 ,， 价 可 为 实 ,， 物 可 为 法 而 止 。 以 法 除 之 .” 杨 辉 又 以 第 1 题 具 
体 数据 借助 于 所 抽象 的 理论 解 出 答 数 ， 

其 二 ， 在 方程 章 十 八 个 题 之 后 ， 又 作 总 结 性 的 “总 说 ”， 对 线 
性 方程 的 今 称 矩阵 初等 变换 法 作 进一步 抽象 与 概括 :“ 方 程 以 诸 物 
总 并 为 问 。 其 法 以 减损 求 源 为 主 。 去 一 存 一 ， 以 考 其 数 。 如 甲乙 
行 ， 列 诸 物 与 价 。 术 以 甲 行 首位 ， 遍 乘 其 乙 。 复 以 乙 行 首位 遍 乘 
其 甲 ， 求 其 有 等 ， 以 少 行 减 多 行 ， 是 去 其 物 ， 减 其 钱 。 见 一 法 一 
实 ， 如 商 除 之 。 行 位 繁 者 , 次 第 求 之 。” 他 把 含 两 个 方程 的 方程 组 
解法 讲 深 讲 透 ， 然 后 轻 轻 带 上 一 笔 :“ 行 位 繁 者 ， 次 第 求 之 .,” 举 
一 反 三 ,已 蕴涵 了 含 多 个 方程 的 线性 方程 组 解法 ，。 


中 见 本 《大 系 》 第 三 卷 ， 第 79 页， 
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组 合 数学 

对 客观 世界 诸多 事物 中 的 特定 现象 作 定量 研究 (计数 ) 、 作 数 
学 模型 (构造 )、 作 最 佳 设 计 ( 优 化 ) 是 组 合 数 学 考虑 的 主要 问题 , 杨 
辉 发 前 人 之 未 发 ， 对 两 项 组 合 数学 先 声 村 人 ， 众 信 他 是 组 合 数学 
研究 先驱 者 ， 其 中 属于 前 两 种 问题 者 有 : 

其 一 ， 数 列 求 和 

等 差 数 列 在 《 田 调 比 类 乘除 捷 法 》 卷 上 杨辉 从 平面 图 形 求 
面积 (连续 量 ) 抽 象 出 相同 形状 平 恕 求 和 (离散 量 )。 他 发 现 不 仅 二 
者 计数 公式 有 异 ， 已 给 条 件 也 有 相应 约束 ， 我 们 用 现代 记号 记 出 
此 中 关系 ( 表 6. 6. 2)。 


二 角形 | 一 
ee 下 底 长 56， 高 h 面积 = (a+6)h 


迟 
哨 
HEH! 
范 


上 底 a 个 , 高 hh 个 ， 下 底 a 二 h 一 1 个 和 一 广 (2a 十 A 一 1)h 
正方 形 

周围 /个 ， 必 要 条 件 ，41/ 和 和 == (一 人 十 12 

箭 | 周围 /个 ， 必 要 条 件 ，61/ 和 一 六 (6 十 月 


二 阶 等 差 数 列 ”杨辉 在 《详解 九 章 算法 》 商 功 章 又 从 立体 图 
形 求 体 积 ( 连 续 量 ) 抽 象 出 相同 形状 堆 操 求 和 (离散 量 ) 。 类 似 地 他 
察觉 不 仅 计数 公式 发 生变 化 ， 图 形 长 、 宽 、 高 也 引起 相应 的 约束 
( 表 6. 6. 3)。 


画 
| ot 
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表 6. 6.3 
图 形 已 给 条 件 公式 
鉴 圳 | 底 边 长 <， 高 5， 立 体高 帮 体 = 地 abh 


隐 
诺 
旺 
ES 
日 


EE 
方 锥 | 底 边 长 a， 立 体高 h 体 
方 锥 


方才 | 底 边 半 个， 翅 高 交 个 和 一 全 ax 十 1)(2n 十 ]) 


刍 蔓 | 上 长 a, 高 h,， 下 长 ce， 下 广 体积 一 二 (2c 十 ad 


上 长 x 个 ， 上 广 1 个 ， 高 hh 个 ， 下 和 一 全 (2c 十 adhQ@ 十 
长 mA 一 1 不 ,下 广大 个 (2a 十 c)j 十 二 (c 一 4 


上 长 a, 上 广 6, 高 4, 下 长 c, 下 广 体积 二 二 (24 二 e)6+ 
d (2c 二 a)ad) hh 


于 长 个 ， 上 上 广 冯 个 ,高 瑚 个 ， 下 | 和 = 全 (24 十 c08 十 (2c 十 
长 a 十 R 一 1 个 ， 王 广 m 二 Ah 一 1 个 


积 
= nn 1) (nt2) 
和 


_ 
一 3327 


1 
6 


I 
潍 


由 
起 

法 
四 小 


UR 
哑 


刍 童 吉 


aa hi 十 二 (一 OA@ 


高 次 壬 等 比 数列 ”杨辉 在 《 续 古 摘 奇 算法 》 中 还 引进 以 2，3 
为 底 的 高 次 秆 等 比 数 列 求 和 公式 ， 与 他 的 前 辈 沈 括 一 样 ， 在 类 似 
问题 中 他 熟练 地 运用 了 指数 律 ， 轻 车 熟 路 地 运算 如 此 大 的 数 ， 得 
到 准确 结果 。 

其 二 ， 幻 方 和 幻 圆 

幻 方 ” 在 第 五 章 已 介绍 自 三 阶 至 十 阶 幻 方 的 构造 问题 。 杨 辉 
从 自然数 三 阶 方 阵 袜 括 出 十 六 字 雇 以 构造 三 阶 幻 方 - 一 - 洛 书 图 ， 
而 且 对 任何 阶 奇 数 阶 幻 方 都 有 一 般 意 义 ， 这 是 划时代 的 创见 。 他 


由 a=n, b=1, c=nt+h—l1, d=h, 
©® a=n, b=m, c=nt+h—l1, d=m+t+h—1, 
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又 用 分 为 九 小 块 的 方法 , 用 同一 方法 构造 六 阶 幻 方 、 九 阶 幻 方 。 从 
自然 数 四 阶 方 阵 又 提出 易 换 法 、 求 等 法 ， 以 构造 四 阶 幻 方 ， 对 于 
任何 偶偶 数 阶 幻 方 也 有 一 般 意 义 。 他 又 用 灸 边 法 构造 七 阶 幻 方 ,用 
从 粗 到 细 、 从 蕉 到 密 的 方法 ,不断 调整 以 获得 十 阶 幻 方 。 这 种 思 
想 方 法 至 今 是 组 合 数学 构造 活动 中 所 常用 的 。 

幻 加 和 异形 幻 加 ”杨辉 所 作 六 种 幻 圆 及 异形 幻 圆 ， 对 于 构造 
未 作 任 何 说 明 ， 但 从 各 个 构图 可 以 推测 其 巧妙 构造 构思 。 据 新 加 
坡 蓝 丽 甘 分 析 ， 好 些 是 从 相应 已 成 幻 方 抽象 概括 的 结果 。 

四 论 证 

论证 是 引用 其 他 已 知 的 正确 判断 以 证 明 某 一 判断 的 真实 性 的 
逻辑 手段 。 

在 中 国 数学 史上 三 国 刘 徽 是 对 数学 命题 作 系 统 论 证 的 最 早 典 
范 。 唐 宋 以 前 中 算 家 已 知 的 正确 判断 不 多 : 分 数 基 本 定理 、 比 例 
基本 性 质 、 方 程 基本 性 质 、 刍 股 定 理 、 相 似 勾 股 定理 、 出 入 相 补 
原理 (平面 和 立体 )、 刘 微 原理 、 刘 微 祖 蚜 原 理 等 。 南 北朝 时 祖 蜡 
论证 了 人 牟 合 方 盖 体 积 是 其 外 切 立 方 体 体积 三 分 之 二 ， 作 为 能 言 者 
填补 了 刘 徽 的 缺 疑 ， 他 所 凭借 的 “已 知 正确 判 断 ” 不 外 乎 上 列 八 
个 命题 。 杨 辉 是 另 一 人 逻辑 推理 的 典范 ， 上 文 已 讲 他 严谨 地 证 明了 
《海马 分 经 》 第 1 题 高 、 远 公式 ， 证 明了 勾 股 容 圆 直径 用 勾 、 股 、 
弦 和 差 关 系 表 示 的 表达 式 ， 从 而 沟通 了 用 分 式 表示 、 用 平方 根 表 
示 的 三 个 表达 式 的 等 价 关 系 。 

刘 微 与 杨辉 相距 达 王 年 ， 两 位 俱 是 论证 高 手 ， 杨 辉 的 论证 与 
刘 徽 大 异 其 趣 ， 富 有 特色 ， 简 洁 、 明 快 ， 不 失 为 优美 的 论证 。 对 
照 《 九 章 》 刘 注 ， 可 见 杨辉 功力 。 以 《 九 章 算术 。 勾 股 》 来 说 ， 


个 见 本 编 第 七 章 第 二 节 。 
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第 15 题 ( 勾 股 容 方 )? 图 6. 6. 2 中 已 知 直角 三 角形 ABC 三 边 


2，6，c， 求 内 接 正方 形 边 长 z。 九 章 术 文 称 = -2 。 刘 微分 攻 


方形 4CBDD 为 朱 、 黄 、 青 直线 形 合成 一 狭长 长 方形 作证 。 杨辉 却 
说 ，“ 直 田 斜 训 勾 股 二 眉 ， 其 一 容 直 (长 方形 )， 其 一 容 方 ， 余 匀 
(GEF) 余 股 CFC) 相 乘 ， 亦 得 容积 之 数 .” 从 本 题 “ 解 题 ” 及 “ 草 ” 可 
以 看 出 他 认为 长 方形 4CBD 中 GDEF=KFHC,， 


而 长 方形 4CBD = 直 段 十 横 段 =GBCH 十 KEAC,， 
ap 一 QZ 十 pr 
于 是 命题 得 证 。 这 样 推 导 ， 显 然 较 刘 徽 简洁 ， 是 很 巧妙 的 论证 ，。 
B G 


C HH 4 


图 6. 6.2 
第 17 题 ( 方 二 百 步 )， 图 6. 6. 3Q 中 已 知 方 城 4BCD， 边 长 a 
步 ， 出 东 门 下 走 FG=6 步 有 木 G。 出 南 门 态 走 x 步 至 ,能 见 
C。 刘 注 以 勺 股 比例 计算 值 ， 未 示 所 以 然 。 杨 辉 注 说 :“ 以 容积 
为 实 , 半 虽 方 自 乘 ,如 余 勾 (0) 而 一 ，…… 即 所 答 木 去 邑 远 步 .” 这 
里 杨辉 仍 以 其 直方 理论 论证 . 
正方 形 EFCH = 长 方形 CLMN， 


@ 勾 股 章 所 引 题 见 本 《大 系 》 第 二 卷 第 106~108 页 。 刘 徽 注 见 第 三 卷 有 关 章 节 ， 


第 六 编 “南宋 时 代 ”杨辉 659 


这 就 是 7 一 DT。 
命题 得 证 。 
要 a B 
OD 四 
图 6.6.3 


第 18 题 ( 东 西 七 里 )， 图 6. 6. 3@ 中 已 知 长 方形 城 4BCD, 边 
长 为 a, 0， 出 东 门 走 c 至 CG 有 木 。 求 出 南 门 已 走 z 步 能 见 C。 刘 
注 仅 记 比 例 关 系 ， 杨 辉 注 说 :“ 以 容积 为 实 ， 东 西 …… 相 乘 …… ， 
如 余 勾 而 一 ，……… 即 是 木 步 。” 他 仍 以 其 面积 理论 论证 ， 

长 方形 EFCH = 长 方形 CLAN， 
a pb 
即 订 ， 广 一 CT。 
已 证 原 术 所 说 线段 关系 。 

第 20 题 ( 方 邑 见 木 )， 这 是 《 九 章 算术 》 仅 有 的 二 次 三 项 式 方 

程 题 . 已 给 从 方 城北 门 C 向 北 走 4 至 8, 从 南 门 M 向 南 走 c 至 上 E， 
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折 而 西 走 6 步 至 NN， 视线 过 城西 北 隅 见 B 处 木 。 问 ， 方 城 边 长 
(Cz) 是 多 少 ? 刘 注 作出 转 样 计算 及 其 理由 。 杨辉 又 进一步 以 其 面积 
理论 论证 《 九 章 》 本 题 的 术 文 。 他 说 :“ 勾 腰 容 方 ,用 重 差 倍 积 。” 
这 里 的 重 差 指 两 个 余 勾 a, 和. 他 又 说 :“ 余 勾 (a) 乘 股 (6) 积 , 信 
之 为 实 。 倍 为 全 虽 带 从 之 积 ， 以 二 余 勾 为 从 。 
这 就 建 并 了 方程 (图 6. 6. 4) 
2ab 二 (a 十 X 十 c)X+ 二 (a 十 c)zx 二 Xx。 


区 6. 6. 4 


他 又 解释 说 ,“ 开 方 除法 ， 求 得 一 段 邑 方 ， 一 段 从 邑 之 方 。” 

第 22 题 ( 四 表 测 木 )， 图 6.6.5 是 已 给 边 长 为 a 的 正方 形 
FECB 四 顶点 立 有 标 笔 ，BF 方向 远 处 有 木 A4，FE 连 强 索 ， 从 CC 
处 前 视 4， 基 视线 与 无 距 离 DE=c。 凭 这 二 数据 ， 要 求 距离 4AB 
(rz)《 九 章 》 及 其 刘 注 仅 示 算法 。 杨辉 示 其 所 以 然 :“ 以 容积 为 实 ， 
如 余 色 而 一 , 得 余 股 , 即 …… 木 远 .” 这 里 容积 指正 方形 FECB 面 
积 a*， 应 用 其 “ 方 直 ” 面 积 理 论 ， 应 有 

CC 

《 九 章 》 术 文 “ 令 一 丈 自 乘 为 实 ，…… 以 三 寸 为 法 。 实 如 法 而 一 。” 
命题 得 证 。 
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图 6. 6.5 


第 23 题 ( 山 居 木 西 ), 图 6. 6. 6 木 高 KE4d, 人 人 目 高 MC=e， 
人 与 木 平 距 KM=a， 木 与 山 平 距 DA=65。《 九 章 》 术 文 仅 排出 比 


图 6.6.6 
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例 式 ， 而 刘 注 只 说 :“ 此 色 股 之 义 ,” 未 及 推导 术 文 。 杨 辉 则 注 : 
“以 容积 为 实 ， 如 余 勾 而 一 .” 这 里 他 是 说 
长 方形 ABCD 内 余 形 ， 
GEFD= HBFE, 
于 是 (d—ce)pb=ar, 


所 求 山高 二 (ad — EO gy, 


这 已 证 明 术 文 : “乔木 高 威 人 目 高 ， 余 ， 以 乘 山 去 木 为 实 ， 以 人 去 
木 为 法 。 实 如 法 而 一 。 所 得 ， 加 木 高 ， 即 山高 。” 

第 24 题 ( 井 径 五 尺 ), 图 6. 6.7 中 GDCH 为 一 井 的 截面 图 。 井 
右 侧 立 一 高 为 c 的 笔 妃 B, 从 已 处 前 视 井 底 万 处 , 截 井 口 已 点 , 荆 
得 FH=a。 义 已 给 井 直 径 为 5»,， 求 井深 (x)。《 九 章 》 及 其 刘 注 仅 
示 如 果 计 算 。 杨 辉 为 此 题 作 “ 解 题 ”";“ 勾 中 容 直 , 即 余 勾 求 余 股 .” 
意 即 在 勾 股 形 BDC 中 DC 为 勾 ，BC 为 股 ， 称 长 方形 FHCK 为 
“ 直 ”。 a 为 余 勾 ，z 为 余 股 ， 而 长 方形 4AEKG 为 “ 方 *。 从 其 直方 
理论 ， 余 形 相 等 ， 即 得 

CC 一 &) 一 Cr。 

术 文 已 证 。 

我 们 不 厌 其 详 地 引述 各 有 特点 的 勾 股 章 七 题 ， 连 同 海岛 第 1 
题 、 勾 股 容 圆 题 以 及 后 文 要 讲 到 的 户 高 于 广 ， 蕊 生 池 中 ， 二 人 同 
立 共 计 十 二 题 ， 可 见 杨 辉 之 于 论证 ， 并 非 点 滴 、 枝 节 地 运用 ， 而 
是 系统 地 进行 , 因地制宜 , 便宜 行 并, 完成 了 刘 徽 当年 未 况 之 功 ， 

杨辉 还 运用 反 证 法 论证 命题 ， 现 选 介 二 则 ， 

其 一 , 在 《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 下 其 不 足 论说 ;“ 和 孙子 算 经 贼人 
盗 绢 题 ” 目 不 云 万 章 本 法 ， 而 以 罗 绫 相 乘 ， 上 下 相 并 为 答 。 盖 其 


中 《和 孙 了 于 算 经 》 卷 中 第 28 题 :“ 今 有 大 盗 库 绢 ， 不 知 所 失 几 何 。 但 闻 黄 中 分 绢 ， 
人 得 六 匹 ， 禹 六 匹 ， 人 得 七 匹 ， 不 足 七 拭 ， 问 ， 人 、 绢 各 岂 何 2” 
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图 6.6.7 

数 差 一 ， 偶 同 也 。 若 差 数 二 、 三 ， 则 上 下 相 并 ， 不 可 用 矣 .。” 他 在 
孙子 所 引 原 间 、 原 术 、 草 后 举 出 反例 。“ 假 如 贼人 资 绢 ， 各 分 一 十 
二 匹 ， 总 多 一 十 二 匹 。 各 分 一 十 四 匹 ， 总 少 六 匹 。 间 :， 贼人 与 绢 
各 几何?” 他 评论 说 :“ 置 到 不 足 ( 右 12 匹 ,多 12 匹 ; 左 14 匹 , 少 6 
匹 ) 维 乘 , 各 并 之 。( 上 得 240, 下 得 18 人) 不合 所 问 。( 各 分 12 匹 ， 
总 多 24 匹 ,各 分 14 匹 ,总 少 12 匹 ) 以 出 率 相 减 为 法 (14 一 12=2) 
以 法 除 之 ， 合 问 :;“ 正 确 答案 应 是 贼 9 人 , 绢 120 匹 。” 

其 二 ,在 同 书卷 下 , 方圆 论说 :“ 圆 三 径 一 ， 方 五 斜 七 ， 算 家 
之 芝 谈 , 未 易 概论 也 。” 杨 辉 用 排 中 律 揭 其 非 。 对 于 前 者 他 举 出 李 
济 风 密 率 坟 ， 刘 微 率 -< ， 用 课 分 术 比较 , 当 取 周 30, 用 李 率 , 径 


是 9 二 ;用 徽 率 , 径 是 9 1s5; 而 圆 三 径 一 说 是 10, 这 就 发 生 矛 盾 。 
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对 于 后 者 他 先 用 勾 股 定理 ， 假如 自 方 五 尺 ， 计 积 二 十 五 尺 ， 取 方 
面 为 勺 为 股 ， 依 术 色 五 、 股 五 ， 各 自 乘 ， 并 而 为 五 十 ， 开 平方 求 
纺 ， 得 七 玉 ， 多 余 积 一 斥 .” 继 用 《 张 撕 建 算 经 》 问 : 圆 材 径 二 尺 
一 寸 ， 术 云 : 五 乘 径 寸 ， 以 七 除 之 ， 即 方 五 斜 七 之 义 ， 答 数 是 一 
矿 五 寸 .他 用 《 辨 古 通 源 》 开 方 不 尽 法 , 得 边 长 应 是 1 尺 4 寸 ……。 
“ 则 方 五 斜 七 非 其 法 也 。?” 


第 三 节 教育 思想 


在 我 国 古 代数 学 专著 中 以 杨辉 所 著 书 的 数学 教育 箱 幅 最 多 、 
要 求 最 细 ， 以 下 分 四 方面 陈述 。 


一 可 接受 性 原则 


在 《乘除 通 变 算 宝 》 卷 上 开宗明义 地 指 陈 “ 习 算 纲目 ”。 这 是 
杨辉 传授 当时 数学 课程 的 教学 计划 。 他 指出 学 习 要 御 序 渐进 的 正 
确 教育 主张 。 要 求 从 学 九 九 入 手 ， 次 学 乘除 。 习 算 纲 目 中 还 定 基 
地 规定 学 习 时 间 ， 乘 除 要 学 二 月 。 然 后 学 速算 、 九 归 等 法 。 其 次 
学 分 数 运算 ， 共 学 十 天 ,而 温习 两 个 月 。 他 说 :“ 治 分 乃 用 算 之 吃 
襟 也 ,如 不 学 则 不 足以 知 算 ,” 在 基础 知识 方面 最 后 是 学 开 方 七 天 ， 
驻 用 习题 练习 两 个 月 。 建 立 巩固 的 基础 后 才学 习 《 九 章 算 术 》。 他 
说 :“ 诸 家 算 书 用 度 不 出 乘除 开 方 ”*， 学 后 “ 知 用 算 门 例 , 《 九 章 》 
之 义 尽 锋 。” 这 一 学 习 计划 体现 了 由 浅 入 深 , 从 简 及 繁 , 学 习 循 序 
渐进 的 可 接受 性 原则 。 他 还 建议 选用 两 本 浅 近 教 材 , 《五 曹 算 经 》 
和 《应 用 算法 》 作 为 习 《 九 章 》 前 的 过 渡 读 物 。 习 读 时 要 “依法 
求 日 下 两 三 问 ， 且 未 要 穷 理 ,但 要 知 如 何 发 问 ， 作 如 何 用 法 ， 管 
题 如 何 用 乘除 ”这 种 学 习 方 法 ,至今 还 令 人 感到 新 鲜 ， 对 数学 教 
学 工作 有 局 发 意义 。 

杨辉 在 《详解 九 章 算法 ，。 序 》 中 指出 :“《 黄 帝 九 章 》 备 全 奥 
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妙 ， 包 括 群 情 。 谓 非 圣 贤 之 书 不 可 也 。 靖 康 以 来 ， 古 本 浸 失 ， 后 
人 补 续 ， 不 得 其 真 。 致 有 题 重 法 缺 ， 使 学 者 难 入 其 门 ， 好 者 不 得 
其 让。…… 尺 问 隐 而 添 题解 ， 见 法 隐 而 续 释 注 …… 侍 比 类 题 ， 以 
通俗 务 。” 在 《详解 九 章 算 法 》 一 书 中 杨辉 以 “题解 ">、“ 比 类 ”等 
形式 使 《 九 章 》 间 题 中 之 “ 难 入 其 门 ， 好 者 不 得 其 则 ”者 ， 以 恰 
到 好 处 的 补充 题 ， 化 险 为 夷 ， 下 面 略 举 数 例 。 

其 一 ， 以 《孙子 算 经 》 度 影 量 竿 题 作 为 推导 《海岛 算 经 》 第 
一 - 题 术 文 ， 补 充 题 已 在 第 三 章 介绍 。 

其 二 ， 均 输 章 第 17 题 ( 金 极 五 尺 ) ， 杨 辉 “ 解 题 ” 说 :“ 九 节 
竹 ,， 隐 其 差 为 问 , 金 极 以 明 其 差 为 间 ,” 两 者 虽 同 一 算法 , 而 前 者 
更 “通俗 务 ”。 可 谓 佳 例 。 

第 19 题 ( 大 器 小 器 )， 杨 辉 在 “ 解 题 ” 中 指出 : “本 属 “ 方 
程 ， 借 盘 不 足 为 问 ”。 在 题 后 他 确 用 线性 方程 解 题 ， 然 后 又 另 拟 
买卖 一 题 :“ 续 三 尺 、 绢 四 尺 ， 值 二 百 八 十 。 又 续 七 尺 、 绢 二 尺 ， 
值 四 百 二 十 文 。 问 : 二 价 各 几何 ?”( 答 数 : 绫 每 尺 52 文 , 绢 每 尺 31 
文 。) 

其 三 ， 独 不 足 章 第 9 题 ( 米 票 同 春 )， 前 已 在 本 《大 系 》 第 二 
卷 第 二 编 指出 此 题 命 题 不 合理 ， 违 反 操 作 习惯 了 。 杨 辉 在 “ 解 题 ” 
中 指出 算法 特色 :“ 本 是 互 换取 用 题 ， 借 盈 不 足 法 为 之 ”>， 在 “ 比 
类 ”他 另 拟 一 模拟 题 ， 这 题 符合 生活 习惯 ， 能 为 初学 者 接受 ， 题 
云 :“ 官 盐 盘 容 押 二 十 币 ， 每 狸 前 成 盐 二 斤 。 盘 中 有 出 未 尽 盐 。 添 
次 满 而 更 前 ， 共 得 二 百 五 十 斤 。 间 : 新 、 故 盐 几 何 ?”( 答 数 , 原 有 
盐 150 斤 ,新 成 盐 100 斤 。) 

第 10 题 ( 瓜 掘 对 长 )， 杨 辉 在 “ 解 题 ” 中 点 明 此 题 为 “ 合 率 商 
除 , 借 僵 不 足 为 问 .” 他 又 在 “ 比 类 ”中 以 买卖 为 题 , 出 钱 一 十 贯 ， 
买 铜 一 斤 九 文 ， 买 锡 一 斤 七 文 ， 欲 共 斤 数 相 等 。 问 :“ 几 何 ?”( 答 


中 《中国 数 学 史 大 系 》 第 二 卷 ， 第 130 页 ， 
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数 625 斤 , 钢 价 5 贯 625 文 , 锡 价 4 贯 375 文 。) 术 草 日 :“ 并 铀 锡 价 
十 六 为 法 ,以 出 钱 十 贯 为 实 ， 实 如 法 而 一 ”他 模拟 生 摇 对 长 ， 设 
各 买 相 等 斤 数 为 zx， 那么 可 立方 程 9x 十 ?+ 二 10 000， x 当 为 625， 
《 九 章 》 瓜 声 设 各 长 尺 数 为 x, 据 题 意 是 同类 型 方程 7x 十 10y=90， 
对 于 古 九 章 所 拟 日 常生 活 中 不 能 看 到 的 金 可， 他 拟 一 接近 生活 的 
补充 题 取 作 数 学 模型 ， 使 初学 者 容易 理会 其 含义 ， 从 而 解 金 极 原 
题 。 他 的 针对 性 比 类 (模拟 ) 题 是 :“ 五 人 均 银 二 十 两 . 内 甲 得 五 两 
二 钱 , 成 得 二 两 八 钱 。 问 : 乙 、 两 、 丁 各 得 几何 ?” 他 还 拟 别 草 云 ， 
“并 甲 成 , 半 之 , 求 丙 。 并 甲 丙 半 之 , 求 乙 , 并 丙 戊 , 半 之 , 求 丁 、 
合 问 .” 这 是 优 于 古 《 九 章 》 的 解法 。 

第 16 题 ( 有 人 竹 九 节 )， 难 度 甚 于 金村 五 尺 ， 杨 辉 作 比 类 题 ， 
“七 人 差 等 , 均 银 。 甲 乙 均 五 十 五 两 , 成 己 庚 均 四 十 二 两 。 问 ; 再 
丁 合 得 几何 ?” 这 里 相当 于 说 康 、 已 、 友 、 丁 、 两 、 乙 、 甲 ， 七 人 
分 银 依 序 自 庚 而 甲 成 等 差 数 列 ; a, a 十 d， a 十 2d,， a 十 3d ,a 十 4d， 
a 十 5d，a 十 6d。 已 知 前 三 项 和 (42)， 后 二 项 和 (55)。 求 七 人 各 自 
得 多 少 。 杨辉 改 用 建立 二 元 一 次 方程 组 求解 , 设 数 列 首 项 为 a, 公 
差 为 4d， 于 是 据 题 意 

34 十 3C 一 42， 
2a 十 11d 一 55， 
原著 “方程 草 晶 ,甲乙 二 人 十 一 差 五 十 五 
成 已 庚 三 人 三 差 四 十 二 ” 
就 是 上 面 方程 组 的 古 汉语 表达 式 。 这 对 于 怎样 解 有 人 竹 九 节 题 起 着 
很 好 的 过 渡 作 用 。 


二 ”直观 性 原则 


三 国 魏 刘 徽 为 《 九 章 算 术 ， 注 》 写 自序 时 说 ;“ 徽 幼 习 九 章 ， 
长 再 详 览 ， 敢 竭 帅 鲁 ， 为 之 作 注 .” 他 注释 的 办 法 是 “ 析 理 以 辞 ， 
解体 用 图 .” 在 刘 微 影响 下 , 杨辉 所 著 书 在 直观 性 原则 上 确实 取得 
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很 多 、 很 好 成 绩 , 与 《 秦 九 章 》 一 起 为 我 国 后 来 插图 本 数学 书 , 开 
创 佳 例 。 

语言 直观 一 一 重 比喻 

《详解 九 章 算法 》 商 功 章 对 于 众多 的 古老 名 称 , 杨辉 都 给 出 实 
物 比 喻 ,使 学 者 从 生 朴 到 涩 悉 , 例如 : 方 亭 ,“ 解 题 ” 说 : 上 方 小 、 
下 方 大 ， 有 高 为 台 ， 如 方 八 ( 民 间 常 用 量具 )。 圆 亭 ， 上 周 小 ， 下 
周 大 ， 有 高 为 台 形 ， 如 造 饼 炉 。 若 倒 之 ， 如 贺 突 也 。 艺 圭一 立 
方 斜 解 两 段 ， 形 如 屋脊 等 当时 生活 实际 模型 。 

《 续 古 摘 奇 算法 》 称 解 一 次 同 余 式 组 为 前 管 术 , 把 所 求 数 喻 为 
一 长 长 的 管子 ， 按 一 定 长 度 剪 ， 余 下 多 少 ， 另 按 一 定 长 度 剪 ， 又 
余下 多 少 ?…… 据 此 求 管 长 , 这 对 于 计算 上 元 积 年 等 题 的 理解 ,有 
很 好 效果 ， 比 称 之 为 大 和 本 术 的 玄 之 又 玄 ， 要 形象 得 多 。 

明确 中 心思 想 

要 言 不 烦 ， 是 使 初学 者 提高 学 习 效果 非常 重要 的 做 法 。 杨 辉 
在 《详解 九 章 算法 》 中 多 次 注意 及 此 。 例 如 均 输 章 前 面 四 题 ， 数 
据 繁 多 ， 要 求 不 一 样 : 有 的 是 输 票 ， 有 的 是 赋 票 ， 头 绪 纷 繁 ， 学 
者 莫衷一是 。 杨辉 在 第 3 题 (五 县 赋 票 );“ 解 题 ” 中 画龙点睛 地 说 ; 
“此 衰 分 也 …… 明 均 其 票 ， 瞳 均 其 钱 也 .” 一 语 道破 了 均 输 繁复 的 
计算 都 是 为 寻找 分 配 率 服务 。 

又 如 异 不 足 章 第 16 题 ( 石 中 有 玉 ), 解法 形 如 有 盘 不 足 , 杨辉 提 
出 主题 “贵贱 分 率 之 问 .” 把 此 题 恰当 地 作为 其 率 术 所 驭 题 。 干 
年 误 缠 ， 从 此 溢 清 ，。 

特别 是 他 为 少 广 术 诸 题 作 出 此 术 之 所 以 设立 的 必要 性 。 其 
“ 解 题 ”说 ;“ 此 问 田 一 亩 为 主 ， 以 广 求人 从。 但 其 中 加 分 母 、 分 子 
位 次 颇 多 ， 帮 用 合 分 互 乘 之 法 ， 岂 不 繁 剧 ? 古人 弃 合 分 之 术 ， 而 
以 诸 母 自 乘 为 全 步 之 积分 乘 子 , 即 以 诸 母 各 除 其 子 , 取 其 本 积 , 并 
之 为 广 ， 而 求 宽 。 特 设 少 广 之 间 。” 
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反复 强调 要 害 

某 些 要 害 必须 不 厌 其 烦 地 反复 告 诚 ， 以 引起 学 者 重视 ,杨辉 
所 著 书 也 不 放松 这 些 至 为 重要 的 环节 ,例如 运算 中 的 定位 问题 ,一 
锋 百 错 ， 马 虎 不 得 。 他 在 《乘除 通 变 本 末 》 提 出 四 次 :“ 相 乘 起 例 
并 定位 >,“ 商 除 起 例 并 定位 ”， 加 法 和 减法 也 强调 定位 。 他 要 求学 
者 学 乘除 及 九 归 时 要 认真 读 他 的 《详解 九 章 算 法 》 第 1 卷 而 且 还 
要 求 把 注 文 也 得 “玩味 ” 细 读 。 

审慎 考虑 ， 大 意 不 得 

数学 语言 必须 审慎 ， 慎 之 又 慎 。 这 一 点 杨辉 在 著作 中 深 虑 及 
此 , 典型 例子 如 他 在 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 卷 上 谈 到 环 田 外 周 长 、 
内 周 长 与 环 宽 的 关系 时 , 认为 三 者 有 制约 关系 :“ 外 周 之 数 可 以 信 
笔 出 题 ， 惟 径 ( 环 宽 ) 不 可 得 而 擅 立 ， 须 以 内 周 减 外 周 ， 余 、 六 
(27) 而 一 ， 为 径 。” 

解体 以 图 

忆 辉 在 《详解 九 章 算法 ， 序 》 还 说 ;“ 凡 题 法 解 白 不 明 者 ， 别 
图 而 验 之 ,” 他 在 专著 中 所 作 插 图 数 以 百 计 ,就 其 作用 可 分 为 两 类 ， 

写生 画 

据 题 意 作 图 ， 目 的 是 提高 学 习 兴 趣 ， 与 题 中 所 给 数据 和 位 置 
关系 无 多 大 联系 。 就 数学 教学 效果 看 ， 有 图 无 图 ， 大 不 一 样 。 这 
种 性 质 插图 为 杨辉 算 书 首创 。 这 里 上 略 举 数 例 ， 图 6. 6.8( 蕊 生 池 
中 ) .图 6. 6.9( 今 有 开门 )、 图 6. 6.10( 户 高 于 广 )、 图 6. 6.11( 竹 折 
抵 地 )。 图 6. 6. 8，6. 6. 11 与 印度 相应 古 题 插 图 交相辉映 了， 


作 参见 本 《大 系 》 副 卷 第 一 卷 第 四 编 第 四 章 。 
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勾 如 岳 户 


图 6. 6. 10 图 6.6.11 


数学 用 图 

有 两 类 ， 其 一 为 示 基 用 图 ， 现 举 二 例 ， 

图 6. 6. 12 为 均 输 章 第 17 题 ( 金 酚 五 尺 ) 插 图 ， 图 中 阶梯 形 分 
划 示 数列 相 邻 之 差 和 末 项 与 首 项 之 差 及 其 绝对 数值 ， 对 于 建立 方 
程 起 到 立竿见影 的 良好 作用 。 


第 六 编 ”南宋 时 代 ”杨辉 


图 6.6.12 
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图 6. 6. 13 为 僵 不 足 章 第 19 题 ( 良 马 轰 马 ) 精 细 插 图 ， 其 a 图 
中 明确 点 明 良 马 加 速 度 是 离散 量 ,“ 方 一 眼 为 日 增 一 十 三 里 ”;， 其 
b 图 驾 马 减速 度 也 是 离散 量 , 因此 是 阶梯 函数 , 杨辉 所 作 图 与 现行 
出 版 物 可 以 媲美 2。 


J 


有 自 由 


图 6. 6. 13 (a) 


Q 沈 康 身 ，1997， 第 527 页 ， 图 7 一 9 
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+ 
=- Ti 一 Dl LD 
A 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 
+ a 一 TT 


.. ， 
| 
证 让 | eC 一 | 


图 6. 6.13 (b) 


图 6. 6. 14 为 少 广 章 杨 辉 所 作 开 平方 插图 。 原件 抄 存 《永乐 大 
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典 》 卷 16 344， 为 庚 子 动 余 出 ， 今 藏 英国 剑桥 大 学 图 书馆 。 此 题 重 
现 刘 徽 注 《 九 章 算 术 ，。 勾 股 》 打 大黄 短 之 图 ， 与 亚历山大 时 期 希 
腊 学 者 Theon 所 作 久 ， 东 西 相映 生 辉 。 

其 二 为 示 性 用 图 ， 又 分 为 两 种 : 

甲 、 图 解 用 在 《日 用 算法 ?9 中 杨辉 为 解释 二 元 一 次 方程 所 
作 图 就 是 用 几何 方法 解释 代数 现象 的 @。 

乙 、 证 明 用 ”可 选 匆 股 章 三 题 

例 1 第 11 题 ( 户 高 于 广 )“ 今 有 户 , 高 多 于 广 六 尺 八 和 寸 , 两 
隅 相去 ， 适 一 丈 。 问 : 户 高 、 广 各 几何 ?” 刘 注 说 :,“ 令 一 丈 自 乘 
为 实 ， 半 相 多 ， 邻 自 乘 。 倍 之 ， 减 实 ， 半 其 余 ， 以 开 方 除 之 ， 所 
得 ， 减 相 多 之 半 ， 即 户 广 。 加 相 多 之 半 ， 即 户 高 .” 对 此 术 文 ， 刘 
注 书 有 证 明 。 杨 辉 则 别出心裁 ， 作 两 图 为 证 ， 其 说 理 较 刘 注 更 加 
切 题 。 

证 明 一 “ 弦 自 乘 变 , 匀 寡 二 , 半 较 旦 圭 四 , 半 较 乘 勾 四。 半 
较 自 乘 ， 倍 之 ， 减 积 ， 半 之 ， 开 方 。.…… 减 半 较 为 勾 ， 即 户 广 也 。 
加 较为 高 .”( 图 6. 6. 14) 从 原著 插图 可 见 他 匠心 独 运 , 把 勾 股 形 张 


上 正方 形 (c?) 分 割 为 2 大 正方 形 (az),4 长 方形 [十 (b 一 a)a 
"| © 


;4 小 


正方 形 | [十 必 a) ， 这 就 是 (图 6. 6. 14) 


QD 见 第 一 章 第 三 节 ， 二 、 杨 辉 少 广 章 解 题 书 影 。 

@ 参见 《中 国 数学 史 大 系 》 副 卷 第 一 卷 第 三 编 第 二 章 。 
图 见 第 一 章 第 三 节 ， 一 、《 日 用 算法 》 片 断 书 影 。 

@ 参见 第 七 章 第 二 节 第 二 段 。 

多 较 指 勾 股 较 ， 和 指 勾 股 和 。 

© 


2 =atbat /ot la) = 2a+4 。 pS 


4l 二 (6a) | , 
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图 6.6.14 


上 


c=2a? 十 4| 方 a(6 一 a) 


2 


9 


+4| 汪 (wa) 


2 


那么 co—2| 1 (6—a) 
就 几何 意义 说 ,图 中 除去 二 黑色 正方 形 , 就 成 为 两 个 边 长 都 是 a 十 
(6 一 a) 二 (5 十 a) 的 正方 形 ， 即 
1 2 ] 
六 |=| iate)| 
既然 它 的 边 长 (a 十 6) 已 能 从 开 方 获得 ， 所 求 a( 勾 即 广 )、6( 股 , 即 
高 ) 就 迎刃而解 了 。 
证 明 二 ”杨辉 另 作 图 (图 6.6.15) 以 解 二 次 三 项 式 的 途径 推 
导 :“ 弦 目 乘 变 二 勾 寡 及 勾 股 较 乘 勾 二 段 ， 勾 股 较 寡 一段。 以 匀 股 
乘 较 一 段 。 以 勾 股 较为 从 ,， 开 方 求 勾 。 是 带 以 开 方 。 色 即 户 广 也 ， 


2 
o 


:2| 6a) 
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加 较为 股 ， 即 户 高 也 .” 他 把 此 题 按照 勾 股 章 第 20 题 ( 虽 北 有 木 ) 
术 文 处 理 。 从 原著 图 易 知 : 


多 


广 


图 6. 6. 15 
弦 上 正方 形 已 分 成 二 大 正方 形 (a?), 一 小 正方 形 (6 一 a)*?， 二 长 方 
形 (a(b 一 a))， 那 么 除去 左 侧 小 黑 正 方形 ， 就 成 为 
2 勾 方 十 2 长 方形 二 ce 一 (5 一 a):， 


勾 方 十 长 方形 一 二 (c 一 0 一 a)?) (已 给 )， 


gt (ba)a= 3 — (ba)’), (Xx) 


把 a 视 为 未 知 数 ， 式 (x ) 中 为 二 次 方程 其 一 次 项 系数 (从 ) 及 常数 
项 都 成 为 已 给 。 只 要 “ 开 方 ”就 得 所 求 数 勾 ( 户 广 )。 显 然 (* ) 式 
的 正 根 与 第 一 证 法 结果 等 价 。 

例 2 第 6 题 ( 芒 生 池 中 )2 杨辉 “ 解 题 ":“ 半 池 方 如 勾 , 水 深 


® c 一 02 十 开 一 2 十 (十 (8 一 2 一 242 十 2a(5 一 四 十 (一 c)2 
图 例 2、 例 3 杨辉 “ 解 题 ”， 所 说 原 应 有 和 图 。 
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如 股 , 引 蕊 平水 如 弦 , 出 水 一 尺 如 股 纺 差 .号 股 弦 较 与 勾 求 弦 法 上 : 
勺 目 乘 ， 以 股 弦 较 目 乘 减 之 ， 余 为 实 。 售 股 弦 较 为 法 。 实 如 法 而 
一 。” 杨 辉 解 释 说 :“ 勾 寡 内 有 股 弦 较 乘 股 一 段 ， 乘 弦 一 段 。 以 股 
弦 较 自 乘 减 积 , 正 余 二 段 股 。 数 中 有 二 段 股 弦 较 乘 股 ， 故 倍 较 也 ， 
除 得 股 长 .” 对 于 已 给 c 一 6，a 求 6 问题 ,《 九 章 》 术 文 就 是 上 面 
“法 日 ”所 说 ， 即 所 求 


加 (c—b):—a: 


2(c—b) 
例 3 第 14 题 (二 人 同 立 ) 已 给 直角 三 角形 (a 十 c) : 6=m:n 


2 2 


及 a。 在 求 三 边 之 比 时 , 术 文 相当 于 说 ，a : pc 一 : mn : 


m+n? 


2 ， 其 中 关 盖 2， 冯 ，7 为 奇 的 自然 数 ， 刘 微 有 二 证 法 ， 在 第 


一 证 法 包 中 刘 注 相当 于 说 以 a 十 c 二 m,6b 二 n 另 作 一 直角 三 角形 A 
BC ， 那 么 


b 


| 1 | : 1 ] ， ， p? 1 2 2 
| 2 tete T= Tot -| ， 
:1 ! / 1 / = 十 | 于 于 
a 2 (a 十 c 十 a c ) 一 7 2 ， 
b' =m 
2 .2 2 2 
于 是 a:b:co=a :hb :c= 7 ， 1 十 7 


2m 入 2m “ 
经 过 通 分 (这 就 是 刘 注 中 所 说 ;“ 如 是 或 有 分 , 当 通 而 约 之 , 乃 定 ,”) 
才能 得 到 整数 比 


mm*—n? m’T-n? 
71IIT72 
2 2 


乙 辉 设 另 法 :“ 勾 弦 和 自 乘 , 变 勾 短 二 段 , 股 圭 一 段 , 勾 乘 弦 二 段 ， 


a:b:c= 


中 见 《 中 国 数学 史 大 系 》 第 三 卷 第 417~418 页 ， 
名 见 《 中 国 数学 史 大 系 》 第 三 卷 第 417~418 页 。 
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股 率 自 乘 ， 股 等 一 段 。 并、 而 匀 逢 、 股 寡 、 勾 乘 纺 各 二 段 。 半 之 ， 
各 一 段 为 弦 ， 得 原 弦 率 。 以 减 和 ， 求 勾 、 减 总 率 也 。 股 率 乘 勾 纺 
和 率 ,， 求 股 ， 原 股 之 率 .” 按 照 上 文 以 a’ 十 c==m,，b' =n 所 作 直 外 
三 角形 ， 杨 辉 是 说 

(a +e) ?+b =2(a + ?二 a'c)=2(c ?+a'c)=2c (au 十 c)， 
取 弦 率 


2 2 
ce 二 ecD) 一 全， 
勾 率 
2_ .2 
(a' 十 c')? 一 c'(a' 十 c)=a' (二 ec 一 一 一 
取 股 率 
b' (a' 二 ec! ) =mn, 
于 是 
1122 一 -7 j 十 7 


a:p:c= mn: 


其 证 法 ， 较 刘 徽 更 为 简捷 ， 不 必 考 虑 “如 是 或 有 分 ”。 
三 联系 实际 原则 


杨辉 所 著 书 善于 联系 实际 .杨辉 算 题 联系 实际 有 两 层 意义 ,其 
一 为 贴近 生产 、 生 活 ， 其 二 是 联系 已 学 过 的 知识 ， 有 温 故 而 知 新 
的 意思 。 

与 生产 、 生 活 相 联系 

在 《日 用 算法 。 序 》 中 强调 ;“ 用 法 必 载 源流 , 命题 须 责 实 有 。” 

在 《乘除 通 变 算 宝 》 中 当 讲授 颇 为 枯 爆 的 乘除 速算 法 时 ， 每 
一 段落 之 后 都 拟 一 组 应 用 题 ， 题 材 多 样 ， 解 题 设想 多 变化 。 这 与 
百 《 九 章 》 粟 米 章 诸 问 ， 问 辞 千篇一律 ， 呆 板 无 味 者 ， 已 不 可 同 
日 而 请 ， 姑 引 数 问 ， 以 示 一 般 ， 

“ 细 物 一 十 二 斤 半 、 税 一 , 今 有 二 干 七 百 四 十 六 斤 , 问 ; 税 几 
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何 ?” 

“ 官 文 钱 二 万 六 千 四 百 一 十 贯 ， 每 其 除 头 子 钱 五 十 六 文 ， 问 : 
共 得 几何 ?” 

“ 足 钱 九 十 六 贯 二 百 五 十 文 。 问 ， 伸 作 七 十 七 陌 ， 几 何 ??” 

“种 地 一 百 七 亩 ， 价 一 十 贯 六 百 文 ， 问 : 值 几何 ?” 

“五 二 七 百 一 十 二 步 ， 问 : 得 几 亩 ??” 

“七 十 七 陌 省 钱 七 十 四 贯 ， 问 : 为 足 钱 几何 ??” 

“ 米 一 百 七 石 ， 每 石 增 耗 三 升 。 问 : 共 几 何 ?” 

“ 足 秤 二 百 三 十 二 斤 ， 问 “ 展 省 秤 多 少 ?” 

“ 直 田 积 九 干 二 百 一 十 五 步 ， 长 九 十 七 步 , 间 ， 宽 多 少 ?” 

“每 贯 收 息 三 十 ， 今 本 利 二 万 七 千 八 百 一 十 贯 , 问 : 原本 钱 。” 

“ 开 炬 积 六 干 八 百 三 十 七 尺 , 共用 一 百 五 十 九 工 。 问 : 一 工 取 
土 多 少 ??” 

“ 木 谈 七 和 干 五 十 六 斤 ， 各 支 百 四 十 七 斤 ， 问 人 数 。” 

所 拟 题 都 联系 农业 、 商 务 、 劳 动 、 经 济 和 生活 细节 。 

杨辉 在 《详解 九 章 算法 ，。 序 》 中 说 :“ 任 比 类 题 ， 以 通俗 务 。” 
所 谓 通俗 务 ,就 是 新 添 题 的 目的 之 一 是 为 了 联系 当时 周围 实际 .此 
外 他 还 善于 以 周围 实际 事物 \ 现 象 解释 艰深 和 抽象 的 概念 或 理论 ， 
下 边 也 选 析 数 例 。 

其 一 ， 方 程 章 第 7 题 ( 牛 二 羊 五 ) 对 《 九 章 》 当 时 的 传 刻 本 的 
正 负 术 ， 在 “ 解 题 ”中 结合 日 常生 活 、 人 人 拖 悉 的 买 、 卖 关系 诠 
注 ， 作 了 精辟 的 解释 ;“ 卖 为 正 数 ， 买 为 负数 ，……… 正 负 ， 正 者 ， 
正 数 也 ; 负 者 ， 欠 数 也 …… 正 无 入 正之， 负 无 入 负 之 ， 本 是 同名 
相 加 ， 因 邻 位 ， 无 算 可 入 ,， 故 云 无 入 者 仍 为 正 ， 负 无 入 者 仍 为 负 。 
古本 误 刻 无 人 者 ， 非 。” 最 后 ， 再 一 次 强调 :“ 卖 (收益 ) 为 正 ， 买 
(付出 ) 为 负 。 多 (剩余 ) 为 正 ， 少 (不 足 ) 为 负 。?” 

其 二 ， 免 不足 章 第 10 题 ( 瓜 旗 对 长 )、 第 19 题 ( 大 器 小 器 ) 杨 
辉 所 拟 比 类 题 联 系 商品 (金属 、. 丝 织品) 丰富 古 《 九 章 》 解 题 领域 ， 
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而 第 9 题 ( 米 票 同 春 ) 题 联系 盐 业 生产 ， 尤 为 难得 。 古 代 盐 、 铁 是 
国家 重要 税收 所 在 , 浙江 舟山 制 盐 重 镇 。 杨辉 所 拟 题 真实 不 虚 。 他 
作 此 比 类 原意 是 要 纠正 古 《 九 章 》 违 犯 农业 加 工 操作 规程 ， 既 贴 
近 生 活 、 生 产 ， 又 保留 原 题 精神 实质 ， 用 心 可 谓 良 苦 。 只 是 他 所 
命题 、 术 、 草 也 有 人 失误， 特别 是 在 题 中 漏 述 每 解 盐 讽 重量 ， 其 与 
衡 单位 混淆 。 清 人 宋 景 昌 《 详 解 九 章 算 法 札记 》 未 予 订正 。 杨 辉 
所 命题 参照 其 术 文 、 草 文 我 们 给 改正 为 :“ 官 盐 盘 容 卤 八 狸 ， 每 解 
五 十 斤 ， 前 成 盐 二 十 斤 。 盘 中 有 出 未 尽 盐 、 添 元 盐 满 而 更 煎 ， 共 
得 二 百 五 十 厅 ,， 问 :“ 新 、 故 盐 几 何 ?” 才 有 答 数 : 故 盐 150 斤 、 新 
盐 100 斤 。 易 于 检验 ， 如 设 故 盐 为 x 斤 ， 据 题 意 建立 方程 ，x 十 


(50X8 一 x) 也 二 250， Zz= 一 150。 用 偶 不 足 术 解 ， 按 杨辉 双 假 设 : 
Zi 一 130, 不 足 12,zz 一 160, 僵 6, 得 z=(130X6 十 160X2) 二 18 一 150。 

本 题 杨 辉 术 草 文 说 。“ 以 成 盐 二 十 减 狮 积 五 十 , 余 耗 卤 三 十 为 
法 , 以 共 盐 二 百 五 十 斤 减 盘 商 积 四 百 斤 , 余 一 百 五 十 斤 为 所 有 耗 ， 
以 鲁 重 二 十 乘 之 为 实 ， 实 如 法 而 一 ， 耗 三 十 斤 ， 得 新 盐 百 斤 。 减 
共 数 ， 即 故 盐 .” 此 草 术 文 也 有 误 文 夺 字 : 狸 重 应 改 为 “ 解 含 成 盐 
数 ” 并 删 去 “ 耗 三 十 斤 ”。 那么 此 草 术 文 相当 于 设 ; 制 成 新 盐 y 斤 ， 
建立 方程 

| 


(400—z) =y. 


求解 ， 得 yy 一 100。 

其 三 , 勾 股 章 第 2 题 ( 弦 勾 求 股 ) 比 类 云 ,“ 雪 容 草 屋 , 垂 坡 五 
丈 ， 其 榴 离 地 四 尺 ， 入 深 六 趟 。 问 ， 栋 高 几何 ?”( 答 数 4 趟 4 
尺 ) 第 3 题 ( 股 弦 求 勾 ) 比 类 云 :“ 仰 观 台 ,上方 四 丈 、 高 四 丈 八 尺 ， 
四 隅 阶 奏 五 丈 四 尺 四 寸 。 间 ,下方 几何 ?”( 答 数 ;91 尺 2 寸 ) 可 见 
他 命题 广泛 联系 生活 实际 。 
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在 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 中 五 次 引用 浙江 台州 量 田 法 ， 足 见 
他 命题 数据 大 多 取 自 第 一 手 资料 。 

《 续 古 摘 奇 算法 》 一 书 篇 幅 虽 短 ， 其 正解 法 、 基 仓 法 都 切合 国 
计 民 生 。 

与 已 学 过 的 知识 联系 

与 前 后 知识 联系 对 比 ， 温 故 知 新 ， 是 杨辉 书 中 所 常见 的 。 例 
如 均 输 章 第 5 题 (三 人 春 票 )， 他 与 训 分 章 第 8 题 ( 五 超 分 钱 ) 作 出 
联想 :“ 此 煌 、 米 、 吏 米 率 数 不 同 ， 求 米 相等 ， 须 反 误 之。 与 
五 事 均 钱 ,， 高 琐 出 少 ， 以 次 浙 多 问 、 同 。” 知 识 前 后 通气 ， 这 是 很 
有 益 的 注解 。 


四 学 习 自 觉 性 原则 


循循善诱 、 积 极 诱导 和 培养 学 习 者 自 党 进取 习惯 ， 是 杨辉 另 
-重要 教育 思想 。 前 文 我 们 已 引 他 的 主张 :“ 好 学 君子 触 类 而 考 ， 
何必 尽 传 .” 在 海岛 图 的 研究 上 ， 他 说 :“ 立 望 千 二 题 ， 引 证 海岛 
之 法 ， 亦 循循善诱 之 意 .” 在 教学 方式 上 杨辉 认为 针对 不 同时 期 、 
不 同 层次 , 应 有 特色 地 进行 。 在 学 习 方法 上 , 他 反对 死记 硬 背 , 而 
是 倡导 理解 记忆 ， 例如 “ 九 归 ”如 仅 党 背 口 识 ， 就 得 化 五 到 七 天 
时 间 。 他 指导 人 们 在 理解 口诀 意义 基础 上 记忆 只 需 一 天 时 间 ， 

在 探讨 研究 各 类 算法 时 ,他 指出 必须 在 运用 过 程 中 学 ,他 的 敬 
句 :“ 夫 学 算 者 题 从 法 取 , 法 将 题 验 。 凡 和 欲 明 一 法 , 必 设 一 题 .”“ 题 
繁 . 难 见 法 理 , 定 撰 小 题 , 验 法 理 , 义 既 通 , 虽 用 繁 题 , 了 然 可 见 也 .” 

在 杨辉 所 著 前 期 .后 期 著作 中 ,这 种 启迪 人 们 思维 的 做 法 , 比 
比 可 见 , 现 分 类 选 析 如 下 。 

推广 与 联想 

推广 与 联想 是 扩大 知识 视野 的 重要 手段 。 在 《详解 九 章 算 
法 》 中 ， 杨 辉 对 重点 题 都 拟 比 类 题 ， 就 是 对 《 九 章 》 原 题 联想 的 
成 果 。 在 其 他 各 种 专著 中 ， 他 也 运用 这 种 手段 ， 如 在 上 文 已 引 的 
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《 续 十 摘 奇 算法 》 从 百 鸡 问题 新 出 命题 : 三 种 柑 桔 问题 , 三 种 瓶 酒 
问题 。 又 如 从 《孙子 算 经 》 河 上 荡 杯 题 引 进 合作 问题 “兵士 三 干 
四 百 七 十 四 人 ,每 三 人 支 汗 衫 绢 七 十 尺 ,每 四 人 支社 绢 五 十 尺 . 问 : 
共 文 几何 ?”( 答 数 :2 963 匹 3 丈 9 尺 ) 从 “三 女 归 宁 ” 题 引 进 甲 子 
逢 角 宿 等 等 。 

在 算法 的 推广 方面 ， 杨 辉 也 做 了 大 基 工 作 。 例 如 

其 一 ， 省 秤 与 足 秤 

在 《日 用 算法 》 有 题 :“ 今 有 物 一 百 一 十 二 斤 ， 足 秤 ， 问 ， 为 
省 秤 几何 ?” 所 谓 省 秤 就 是 足 秤 1 斤 当 1 斤 4 两 。 杨 辉 解 题 说 ， 
“以 厅 数 为 实 ， 身 外 加 二 五 .” 这 就 是 112X1.25=140( 斤 )。 

反 过 来 ， 有 题 从 省 秤 折算 足 秤 ， 

“ 今 有 物 三 百 九 十 一 斤 四 两 省 秤 。 问 : 足 秤 几何 ?” 术 目 ， 以 
斤 数 为 实 ， 八 因 之 .” 这 就 是 


工 >8 一 = 
391 了 X36=313( 斤 )。 


其 二 ， 在 《详解 九 章 算 法 》 少 广 章 、 商 功 章 和 《田亩 比 类 算 
法 》 从 趟 其 土地 具体 问题 上 作 多 方面 推广 ， 


丈量 土地 ”一 一 | 已 给 线段 求 图 形 面积 | 一 一 | 求 立 体 体积 


| 
已 给 边 ( 周 ) 上 个 数 求 已 给 边 .高 个 数 求 
平 吉 个 数 堆 志 个 数 
开平 方 | 一 ”| 开 带 从 平方 | 开 立 方 开 高 次 方 
EC 
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一 题 多 解 

杨辉 以 其 广博 数学 知识 修养 ， 对 各 种 数学 现象 广 征 博 引 ， 使 
学 者 闻 一 知 十 ， 获 左右 着 源 之 实 益 。 在 其 《详解 九 章 算法 》 中 这 
种 思维 的 发 挥 ， 更 是 突出 ,下 面 举 一 些 例 ，。 

其 一 ， 僵 不 足 章 第 14 题 ( 大 器 小 器 ) 他 改 用 “方程 ” 术 解 。 在 
“ 解 题 ” 中 点 明 :“ 本 题 方 程 ， 借 盘 不 足 为 问 。” 他 相当 于 设 大 小 器 
各 容 zx，y 解 ， 建 立方 程 

5 十 y 一 3， 
这 十 5y 一 2。 

用 “方程 ” 术 求解 ， 得 出 相同 答 数 x 二 党 ，y 二 志和 。 

第 16 题 ( 石 中 有 玉 ), 《 九 章 》 安 排 此 题 在 盘 不 足 章 欠 当 ， 杨 
辉 有 鉴于 此 ， 颇 有 微 词 ， 在 “ 纂 类 ”中 主张 男 入 “贵贱 分 率 ” 类 ， 
按 即 以 其 率 术 求 解 。 这 是 很 新 鲜 的 设想 :“ 置 共 物 积 寸 (3xX3X3= 
27 (立方 寸 ))， 积 两 (11( 厅 )=176( 两 )) 为 实 。 以 贵 率 ( 玉 重 7 
两 ) 乘 共 物 (27X7=189), 减 都 重 (176), 余 为 贱 实 。 贵 贱 率 六 、 七 
相 减 ， 余 (1 两 ) 为 法 ， 实 如 法 而 一 ， 得 一 物 ( 含 石 13 立方 寸 )。 以 
减 都 率 (27 立方 寸 )， 余 为 贵 物 ( 含 玉 14 立方 寸 ).” 此 外 ,， 古 《万 
章 》 虽 设 有 两 人 副 两 不 足 ， 盈 适 足 ， 不 足 适 足 术 ， 但 本 章 后 十 二 题 
全 用 僵 不 足 术 ， 其 余 各 术 形 同 虚 设 。 杨 辉 就 以 本 题 数据 “ 假 令 玉 
十 寸 ， 石 十 七 寸 ” 得 两 不 足 ， 于 是 本 题 有 了 三 解 。 

第 20 题 ( 持 钱 之 蜀 ), 十 《 九 章 》 用 盘 不 足 术 、 刘 徽 用 还 原 法 ， 
即 逆 推 法 解 。 杨辉 则 又 给 出 第 三 种 解法 ,他 说 ;“ 此 问 先 得 利 而 收 
钱 返 归 ， 四 返 皆 存 余 钱 生 利 。 首 尾 相 接 ， 故 以 五 返 钱 数 乘 本 利 十 
二 ， 并 而 为 实 ， 以 五 找 本 利 自 乘 为 法 ， 即 取 用 互 换 之 术 也 。 互 换 
术 曹 : 以 所 有 五 返 本 利 钱 数 乘 所 求 率 为 实 ， 以 所 求 率 为 法 ， 实 如 
法 而 一 ”其 互 换 术 的 基本 思路 是 : 回 家 留 下 的 钱 不 再 计 息 ， 如 记 
第 一 至 第 五 次 回 家 留 CI CC2，039，，C4，05 个 钱 ， 那么 它们 依次 含 本 
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金 : 
a (|), 
因此 此 人 应 有 本 人 金 
#10to [0) to (| to |) ter [Ee) 
= 过 (18) oot (BB ot (39) art (2) a 


一 10((((13a 十 10a)13 十 100a:)》 13 十 1 000c,) 13 十 10 000a.) 
二 (13)5 。 
这 就 是 杨辉 目 注 说 :“ 以 一 十 三 乘 一 万 四 于 (ae)， 以 十 乘 一 万 三 千 
(az)， 并 之 ,十 三 乘 ， 得 四 百 零 五 万 六 干 。 以 百 乘 一 万 二 和 干 (4,)， 
并 之 ， 十 三 乘 ， 得 六 千 八 百 三 十 二 万 八 千 。 以 千 乘 一 万 一 千 (c )， 
并 之 ,十 三 乘 之 ， 得 一 亿 三 干 一 百 二 十 六 万 四 干 ， 以 万 乘 一 万 
(as) ,为 一 亿 , 并 之 共 得 十 一 亿 三 千 一 百 二 十 六 万 四 千 …… 五 位 十 
三 目 乘 得 三 十 七 万 一 干 二 百 九 十 三 。”" 对 本 题 所 作 第 三 种 解法 直 
接 求 五 数 之 和 ， 可 谓 别 出 心 裁 。 
第 15 题 ( 漆 三 油 四 ) 杨 辉 不 固 于 古 《 九 章 》 原 术 用 双 假 设法 ， 
而 改 用 互 换 法 。 相 当 于 说 已 给 出 漆 率 、 换 油 率 、 调 漆 率 依次 为 3， 
4，5。 在 3 十 5 一 8 份 漆 中 取出 3 份 ， 刚 好 调 余 下 的 5 份 漆 。 于 是 
把 30 升 潜 看 成 所 有 数 ，8 升 为 所 有 率 ，3 升 为 所 求 率 ， 则 所 求 出 


洪 数 是 8、 一 11 十 ( 升 )， 类 似 地 可 求 换 油 数 是 又 多 4 一 15， 调 深 
数 是 “ "一 16 之 ( 升 )。 这 种 设想 与 ( 秦 九 章 》 卷 18 第 1 题 ( 推 计 


互 易 ) 所 见 正 同 。 
其 二 ， 均 输 章 第 15 题 ( 持 金 出 关 ) ， 杨 辉 另 举 三 解 ， 录 其 二 ， 


@ 杨辉 自 注 中 总 和 相差 十 倍 。 当 年 李江 及 宋 景 昌 校订 多 未 及 改正 。 
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解法 一 ”做 一 次 除法 ; 应 纳税 1.2 斤 , 取 金 2 斤 , 意 即 0.8 斤 
值 5 000 钱 ， 因 此 斤 值 5 000 二 0.8=6 250( 钱 )。 

解法 二 ”做 一 次 比例 : 1. 2 斤 化 为 19 两 2 钱 ， 设 所 求 斤 值 为 
zz， 解 16:19.2 一 5 000 : x。 

第 19 题 ( 有 竹 九 节 )， 在 补充 题 七 人 分 钱 基 础 上 给 出 另 一 解 
法 : 把 九 节 竹 容 视 为 等 差 数 列 , 设 首 项 为 x+, 公差 为 y, 杨辉 据 题 
意 ， 给 出 相当 于 列 二 元 一 次 方程 组 

4X 十 6d 一 3， 
3z 十 21d 一 4。 


_39 _7 
解 出 “ 66’ 66° 


他 称 让 为 “ 差 实 ”"，“ 递 增 差 实 , 是 知 九 节 之 数 也 。” 就 得 到 其 余 各 
节 值 。 

优美 解 

一 般 说 ,以 最 少 的 运算 手续 得 到 正确 答 数 的 解法 称 为 优美 解 ， 
在 一 题 多 解 中 常会 出 现 优 劣 之 分 . 例如 上 引 漆 三 油 四 、 持 金 出 关 、 
有 人 竹 九 节 三 题 杨辉 所 作 解 ， 都 胜 于 古 《 九 章 》 原 术 ， 都 是 优美 解 。 
又 如 勾 股 章 勾 股 容 方 题 的 推导 ， 杨 辉 证 法 较 刘 微 简洁 ， 也 是 优美 
解 。 

杨辉 为 均 输 章 金 极 五 尺 题 所 作 补 充 题 ， 甲乙 丙 丁 成 成 等 差 数 
列 ， 当 甲 、 戊 为 已 知 ， 杨 辉 解 说 “并 甲 友 半 之 ， 求 两 ， 并 甲 丙 半 
之 , 求 乙 ; 并 丙戌 半 之 , 求 丁 .” 当 是 优美 解 。 一 般 说 ，{w } 如 为 
等 差 数列 ， 当 已 给 a,，as，n， 加 都 是 奇数 ， 那 么 J“= 少 (4, 十 
Qm)o 

特别 令 人 感到 有 趣 的 是 至 不 足音 第 20 题 ( 持 钱 之 蜀 ) ,杨辉 所 


作 第 三 种 解法 如 与 十 《 九 章 》 原 法 ( 盈 不 足 术 ) 与 刘 徽 用 还 原 法 比 
较 ， 杨 法 要 简便 得 多 。 
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即使 把 原 题 数据 作 很 多 简化 ， 第 一 种 解法 ， 四 则 运算 工作 其 
还 相当 繁重 ,第 二 种 解法 有 所 减轻 ， 而 杨 法 则 轻而易举 。 如 把 原 
题 改 为 : 有 人 外 出 经 商 , 每 年 能 获 利 十 中 取 二 (本 利和 120%)。 如 
果 第 一 年 回 家 留 下 12 元 ,第 二 年 144 元 ,第 三 年 1 728 元 ,本 利 
刚 斥 。 问 : 他 最 初 有 和 多少 本 钱 ? 
古 《 九 章 》 法 设 原本 zx 一] 000，xzs 二 2 000。 
f=(] 000X1.2 一 12)X1.2 一 144)X1,.2 一 1 728= 一 190. 08,， 
fi=(2 000X1.2 一 12)X1.2 一 144)X1.2 一 1 728 王 1 537. 92 。 


190. 08 x 1 537. 92 
] 000 2 000 


_ 190. 08Xx2 000 十 1 537. 92X1 000 
所 求 原本 一 190. 08 十 1 537. 92 


380 160 十 1 537 920_ 1 918 080 


1 728 1728 一 119。 
刘 徽 法 所 求 原本 ， 
24144) + +12) 二 
1 728- 1 十 144| 十 13j 二 1 
_ 10 10 412| x10 
=||1728x 卫 +144| x 卫 +12 X1 
_ 10,,,) 、10 
=-| a 440 十 144)X12 十 12| X 
=(] 320+12) X12=1 332 二 12X10=1 110%, 


而 杨辉 法 ,一步 到 位 ， 所 求 原本 ， 

12x19+144x [| +1 728x |[ 10) =1 110。 
解 的 公式 化 
在 杨辉 所 著 书 中 从 特殊 、 具 体例 已 注意 到 把 解答 公式 化 ， 即 


由 已 略 去 不 少 计算 工作 基 ， 
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能 使 适用 于 其 他 、 一 般 情况 ， 例 如 、 
其 一 , 《详解 九 章 算法 》 盘 不 足 章 第 18 题 (黄金 日 银 )， 如 设 
黄金 每 枚 重 x 两， 日 银 每 枚 重 y 两 ， 据 题 意 建立 方程 组 
人 2 
10y 十 Z 一 (8z 十 y) 一 13。 
杨辉 对 此 题 也 可 能 以 “方程 ” 术 解 ,并 给 一 般 化 表达 式 , 黄金 、 白 
银 依 次 各 有 4a，b 枚 ， 则 方程 组 是 
(2 人， 
(一 1)37 十 Z 一 ((e 一 1)z 十 沪 一 c。 


它 的 解 之 一 ， 白 银 每 枚 重 y= F455。 杨辉 在 本 题 曾 另 立 术 说 


“ 求 金 银 差 数 (c), 以 乘 金 数 (o) 。 折 半 卫 。 二 物 (6,a) 相 减 , 余 为 法 、 
实 如 法 而 一 ， 得 银 重 .” 正 是 此 意 。 
其 二 ,《 日 用 算法 》 莪 麦 三 百 石 题 @8， 原 题 如 设 茂 麦 各 从 二 ，y 
石 ， 据 题 意 列 方程 组 
z 十 y 一 300， 
785z 十 1 160y 二 297 000。 
有 上 明显 迹象 ,杨辉 把 此 题 类 型 一 般 化 ,， 相当 于 说 : 共 余 茂 麦 z 石 ， 
荡 麦 每 石 各 为 6，，c 文 ， 共 价 4 文 ， 则 建立 方程 
> 
br++cy=d, 


答 数 之 一 ， 麦 休 得 石 数 。“y 一 <， 


声 辉 解 题 术 说 :“ 共 物 (a) 为 实 ， 以 贱 率 (4) 乘 之 ， 以 减 总 钱 
(d)， 余 为 贵 实 。 贵贱 二 率 相 减 (c 一 5), 余 为 法 , 求 见 一 价 所 多 之 
差 。 除 之 先 见 贵 物 (y)。” 正 是 这 个 公式 。 他 又 说 :“ 以 贵 物 减 总 数 


@ 杨辉 术 文 无 “ 折 半 ”二 字 ， 据 意 改 。 
@ 原 题 见 本 编 第 七 章 第 二 节 。 
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(a)，、， 余 为 贱 也 。” r= a, 
其 二 ,在 《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 下 有 题 :“ 三 人 均一 百 。 只 云 甲 

多 乙 五 文 ， 丙 得 钱 如 乙 七 分 之 五 ， 问 : 各 几何 ?”( 答 数 : 甲 40, 乙 
35 ,两 25 文 ) 术 文 说 ;“ 于 百 文 内 ， 先 减 出 甲 多 乙 五 文 ， 余 九 十 五 
文 。 题 云 两 得 乙 七 分 之 五 , 丙 当 以 五 为 衰 , 甲 、 乙 各 以 七 为 衰 。 并 
之 ， 得 十 九 为 法 ， 以 九 十 五 乘 列 衰 ， 以 法 除 之 。 得 数 却 增 原 减 五 
文 ， 添 甲 ， 合 问 ”。 杨 辉 术 文 ， 当 是 优美 解 ， 化 三 元 一 次 方程 为 分 
到 比例 。 另 一 方面 他 的 术 文 ， 可 以 作为 形 如 

TX 二 y 二 二 a， 

x 二 y 二 6， 

2 一 一 2 
解 的 公式 化 。 他 把 a 一 6 按照 分 配 率 c，c，d 分 配给 三 人 @， 即 甲 、 
乙 、 两 分 别 得 


(ab | (a—~b)c {a—b)d 
2c+d ”2c+d ’ 2c+ad ° 


QD 这 里 已 把 百 文 一 般 化 为 a, 甲 多 乙 五 文 一 般 化 为 65。 又 据 题 意 把 分 配 率 一 般 化 
为 cic:d，。 
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第 一 节 国内 学 者 的 研究 成 时 


一 清 代 以 前 


丁 钨 东 ”南宋 武陵 ( 今 湖南 省 常德 市 ) 人 , 咸 济 四 年 (1268 年 ) 
进士 。 所 著 《 大 衍 索 隐 》 三 卷 含 幻 方 及 其 衍生 共 十 一 图 。 此 书 成 
书 确 实 年 代 已 不 可 考 ， 但 适 在 杨辉 算 书 成 书 前 后 可 无 疑义 。 我 国 
惯例 ， 进 士 级 是 国家 考试 ， 在 京师 进行 。 时 杨辉 适 在 浙江 。 丁 易 
东 在 纪 方 方面 的 工作 质量 某 些 方 面 胜 于 杨辉 ， 对 此 严 敦 杰 ® 有 评 
议 说 :“ 丁 易 东 《大 衍 索 隐 》 卷 一 ，' 未 几 得 河南 杨 氏 大 衍 本 原 ”， 
《大 衔 索 隐 》 有 纵横 图 ， 疑 杨 氏 书 亦 有 是 项 图 录 。 其 后 杨辉 所 论 纵 
模 图 , 知 有 渊源 焉 。” 从 此 迹象 , 我 们 认为 我 国 对 幻 方 的 深入 研究 
的 起 步 时 间 还 应 推 前 。 杨 辉 、 丁 易 东 之 间 虽 不 能 肯定 能 有 学 术 交 
往 ， 但 他 们 同 在 南宋 首都 文化 蔡 菜 之 区 ， 得 风气 之 先 ， 各 自 采 括 
其 精华 而 加 工 、 提 炼 ， 硕 果 脱 颖 而 出 ， 是 可 以 理解 的 。 

丁 易 东 从 解释 大 衍 之 数 演 幻 方 及 其 衍生 @， 其 中 最 有 成 绩 的 
有 三 则 。 了 丁 氏 书 中 无 纵横 图 这 一 词 ， 他 自立 名 目 为 ， 

其 一 , 洛 书 九 数 乘 为 八 十 一 图 , 与 杨辉 九 九 图 全 同 @. 但 杨 氏 
有 图 无 术 ， 丁 氏 则 释 其 构造 ， 娓 妮 动 人 ， 述说 与 洛 书 图 的 关系 至 


个 严 效 杰 1987， 第 13 页， 
全 王 荣 彬 1990， 第 74 一 82 页 ， 
电 从 杨辉 九 九 图 与 丁 氏 图 全 同 可 以 证 实 ， 他 们 的 研究 确 同 出 一 源 . 
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为 中 肯 ， 与 今日 的 理解 一 致 。 他 说 :“ 一 宫 纵横 一 百 一 十 一 ， 中 位 
三 十 七 ( 指 图 6. 5. 16 中 的 下 行 正 中 小 三 阶 幻 方 ) ,二 宫 纵横 一 百 一 
十 四 ， 中 位 三 十 八 ( 同 图 上 行 右 )。 三 宫 纵 横 一 百 一 十 七 ， 中 位 三 
十 九 ( 同 图 中 行 左 )。 四 宫 纵横 一 百 二 十 ， 中 位 一 百 二 十 三 (上 行 
左 )。 五 宫 纵 横 一 百 二 十 , 中 位 四 十 一 (中 行 正中 )。 六 宫 纵 横 一 百 
二 十 六 ， 中 位 四 十 三 (下 行 右 )。 七 窜 纵 横 一 百 二 十 九 ， 中 位 四 十 
三 (中 位 右 ;。 八 宫 纵横 一 百 三 十 二 ， 中 位 四 十 四 (直行 左 )。 九 富 
纵横 一 百 三 十 五 ， 中 位 四 十 五 (上 行 正 中 )。 每 三 宫 纵横 一 千 一 百 
七 ”0 

其 二 , 九宫 八卦 综 成 七 十 二 数 合 洛 书 图 与 杨辉 连环 图 相像 乙 ， 
而 加 深 认 识 层次 (图 6.7.1)。 丁 氏 说 :“ 每 富 二 百 九 十 二 ， 中 合 回 


图 6.7.1 


宫 亦 各 二 百 九 十 二 ,纵横 八 百 七 十 六 。” 按 杨辉 连环 图 (图 


中 丁 易 东 指明 九宫 ， 即 九 个 小 三 阶 幻 方 的 位 置 ， 正 道破 构造 法 的 奥秘 。 
@ 杨洋 未 讲 明 构造 法 ， 
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6. 5, 23) 虽 也 具有 这 些 特性 ， 但 丁 氏 图 与 洛 书 图 的 关系 指 陈 密切 ， 
借 此 可 以 明确 构造 原理 : 按照 洛 书 图 1 一 9 所 在 位 置 给 九宫 排序 
(用 汉字 和 写 出 ) 每 宫 八 个 元 素 ,“ 上 行 左 ” 按 序 ( 自 一 宫 开 始 ) 填 写 1 
一 9.。“ 左 行 上 ” 按 逆 序 ( 自 九宫 开始 ) 填 写 10 一 18。 左 行 下 又 按 序 
( 自 一 宫 开 始 ) 填 写 19~27。 周 而 复 始 地 可 填 满 8X9==72 个 自然 
数 ， 终 成 此 图 。 这 是 杨 氏 连环 图 所 未 逮 。 

其 三 ,“ 洛 书 四 十 九 位 得 太 簿 五 十 数 图 ”与 杨辉 揭 九 图 类 似 ， 
而 扩大 同心 圆 至 六 个 和 直径 至 四 条 增多 了 元 素 个 数 。 自 然 数 1~ 
49 分 布 在 六 个 同心 圆圈 上 (图 6.7.2)， 它 的 构造 方法 


(iD) 取 中 间 数 25 为 中 心 。 

(让 ) 以 1 为 个 位 数 的 1，11，21，31，41; 以 2 为 个 位 数 的 2， 
12，22，32，42; 以 3 为 个 位 数 的 3，13，23，33，43， 以 4 为 个 
位 数 的 4，14，24，34，44 分 别 自 外 而 内 地 从 外 一 层 按 洛 书 数 ， 
“二 四 为 肩 ， 左 三 履 一 ”位 置 填写 。 
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(iii) 以 5 为 倍数 的 八 个 数 ，5，10，15，20，30，35，40，45 
分 别 按 洛 书 数 “ 二 四 为 肩 ， 六 八 为 足 ， 左 三 右 七 ， 戴 九 履 一 ”位 
置 把 5 的 倍数 填写 在 最 内 层 。 

(iv 以 6，7，8，9 为 个 位 数 的 其 余 二 十 个 数 6，16，26，36， 
46; 7, 17, 27,37, 47; 8，18，28，38，48; 9，19，29，39， 
49 分 别 由 内 而 外 地 从 内 第 二 层 开始 按 “ 六 八 为 是 ， 右 七 戴 九 ”位 
置 填写 。 

丁 易 东 所 作 此 幻 贺 同心 加 上 元 素 等 和 为 200， 加 上 中 心 数 各 
为 225。 每 条 直径 上 元 素 等 和 为 325。 所 有 元 素 关 于 中 心 对 称 的 数 
对 都 有 等 和 50。 丁 氏 作 图 至 此 总 结 说 :“ 今 以 洛 书 之 法 , 纵横 等 布 
遂 成 此 图 。 其 位 虽 四 十 有 九 , 而 对 位 之 数 合成 五 十 , 周围 各 二 百 。” 
与 “大 衍 之 数 五 十 ， 其 用 四 十 有 九 ” 相 联系 ， 此 虽 为 象 数 神秘 主 
义 之 作 ， 但 牵强 附会 得 如 此 巧妙 ， 真 是 神 乎 其 技 了 。 

吴 散 ”明代 仁和 ( 今 浙江 省 杭州 市 ) 人 ，1450 年 作 《 九 章 算法 
比 类 大 全 》 共 十 一 卷 。 为 明代 数学 著作 之 代表 作 , 其 首 卷 之 后 , 第 
一 至 第 九 卷 按 《 九 章 算 术 》 名 有 目 分 类 。 由 一 干 多 应 用 题 组 成 的 习 
题 汇编 。 每 卷 体例 : 以 “ 古 问 ”为 始 ， 其 次 是 比 类 ， 再 次 为 诗词 
-一 -歌谣 体 题 。 第 十 卷 专 论 开 方 ， 简 单 的 多 项 式 方程 解法 经 核 
对 ,此 书 受 杨辉 《详解 九 章 算 法 》 影 响 巨 大 。 把 今 存 《 永 乐 大 
典 》 第 16 344 卷 硕果 仅 存 的 少 广 章 及 宜 稼 堂本 杨辉 书 各 卷 与 吴 敬 
书 中 所 引 古 问 核对 ， 后 者 都 以 前 者 为 蓝本 。 杨 氏 书 中 “ 解 题 ” 极 
大 部 分 被 保存 在 吴 氏 书 中 ， 文 字 上 的 改动 很 少 。 又 如 吴 氏 书 方 田 
章 内 上 古 问 标题 是 三 十 八 间 ， 实 际 是 四 十 一 问 ， 多 出 三 问 , 为 《 九 
章 算 术 》 所 无 。 其 中 二 问 保留 杨辉 “ 解 题 *”， 其 余 一 问 审 其 语气 ， 
也 有 浓郁 的 杨 氏 笔调 ， 再 如 少 广 章 吴 氏 书 标题 二 十 四 问 ， 实 际 多 
出 一 问 ， 就 是 杨辉 《详解 九 章 算 法 》 少 广 章 中 那 一 问 ， 开 三 乘 方 


OD 严 教 术 ，1966,， 第 150~152 页 。 
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题 。 

程 大 位 〈1533 一 1606) ， 明 代 休 宁 ( 今 安 徽 黄山 市 ) 人 ，1592 
年 作 《 算 法 统 宗 》 十 二 卷 ， 此 书 为 我 国 最 畅销 的 珠算 教科 书 ， 影 
响 深 远 ， 直 至 本 世纪 初 ， 还 是 启蒙 书 熟 的 教材 。 

《算法 统 宗 》 开 宗 名 义 述 “ 算 学 源流 ”。 杨 辉 所 作 前 后 期 四 种 
七 卷 殖 然 在 目 ， 足 见 程 氏 曾 以 杨 氏 书 为 重要 参考 用 书 。 而 事实 上 

卷 1 中 九 归 、 倍 折 等 算法 显 系 杨辉 速算 法 的 变通 。 

卷 2 论 珠算 ， 其 中 口 决 部 分 因 袭 杨辉 。 

卷 6 有 关 解 二 次 方程 题 如 : 开 带 从 平方 、 长 宽 相 差 求 和 、 减 
从 开 方 、 方 圆 求 径 等 都 取 自 杨辉 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 其 中 不 少 
应 用 题 所 取 数 据 一 字 不 改 地 沿用 杨 氏 书 。 

卷 8 海岛 题解 ， 程 色 全 录 杨 辉 《 续 _ 外 25 | 斜 对 
古 摘 奇 算法 》 卷 下 的 有 关 创 见 ， 使 读者 -多 一 给 十 焉 对 
在 知 其 然 的 同时 ， 又 能 知 其 所 以 然 。 外 22 | 正 对 

特别 值得 ~- 提 的 是 程 氏 对 纵横 图 尤 “外 -一 引 二 全 站 
为 钟爱 。 在 卷 一 之 前 有 首 篇 。 河 图 , 洛 _ 内 19 | 正 对 
节 。 洛 书 易 换 数 而 得 三 三 图 。 其 说 明文 。- 册 一 区 二 人 对 
字 全 录 杨 辉 十 六 字 诀 ,在 卷 12 又 以 大 量 外 16 | 正 对 10 
入 幅 录 杨辉 幻 方 、 幻 圆 及 异形 幻 贺 共 十 -分 一 片 -站 对 一 
二 种 。 其 中 五 五 图 (图 6.7. 3) 对 构造 法 
略 有 解释 : 迈 开 灸 边 构造 法 的 第 一 步 。“ 易 换 术 日 : 先 以 十 三 居中 
位 ， 周 围 连 中 位 各 和 皆 三 层 也 ， 列 图 于 右 。 各 相对 换 毕 ， 即 得 数 。” 
程 氏 把 13 作为 核心 。 以 数 对 (7,19)，(8,18)，(9,17)，(12,14) 
作为 内 层 ， 又 以 数 对 (1,25)，(3,23)，(10,16)，(22,4)，(21， 
5)，(6,20)，(2,24)，(11,15) 作 为 外 层 。 它 
们 有 等 和 26。 当 然 这 只 道 出 了 构造 法 的 初步 ,怎样 具体 确定 这 些 
数 对 的 位 置 使 成 为 幻 方 , 还 有 许多 环节 待 解 。 清 代 方 中 通 (1633~- 
1698) 所 著 《 数 度 术 》 二 十 六 卷 其 中 卷首 全 录 程 大 位 《算法 统 宗 》 


Oo | ~ | | | TDD | 


| 
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张 潮 清 代 (1650 一 ?) 新 安 ( 今 安徽 黄山 
2 
补 ”， 他 说 :“《 算 法 统 宗 》 所 载 十 有 四 图 , 纵 
横 斜 正 ， 无 不 妙 合 自然 , 有 非 人 力 所 能 为 者 ， 20| 8 11911216 
大 抵 甸 从 洛 书 司 而 得 之 。 内 惟 百 子 图 于 网 经 [1| 3 |10 |22| 21 
不 能 合 , 因 重 加 改定 。” 此 外 他 又 作 了 许多 幻 
圆 和 异形 幻 圆 。 张 潮 改 定 , 杨辉 的 百子 图 , 使 
从 半 幻 方 成 为 幻 方 。 他 命名 为 “更 定 百 子 图 ”并 说 :“ 纵 模 斜 正 各 
五 百 零 五 数 ， 一 百子 作 二 百 二 十 子 用 。” 他 的 九宫 图 万 妙 ， 他 说 ， 
“四 十 九 子 作 八 十 一 子 用 ， 各 二 百 二 十 五 数 ,” 可 惜 两 图 都 未 示 构 
造 方 法 。 两 图 俱 是 杨辉 幻 方 学 说 研究 的 继续 和 发 展 ， 详 见 第 七 卷 
第 二 编 。 


转 引 目 杨辉 所 作 图 十 四 幅 。 


图 6.7.3 


一 近 现 代 研 究 


杨辉 所 著 数学 专著 大 概 在 17 世纪 以 后 二 百 多 年 内 在 民间 消 
失 .《 四 库 全 书 》 开 馆 也 未 能 从 《永乐 大 典 》 中 辑录 成 书 .。 《永乐 
大 典 》 后 遭 大 劫 ， 杨 氏 书 致 散失 殖 尽 ,几经 周折 才 于 19 世纪 中 叶 
有 上 海 郁 松 年 《 宜 稼 堂 从 书 》 本 (残缺 ) 印 刷 重 见 天 日 ， 当 阮 元 编 
《 畴 人 传 》 正 编 时 (18 世纪 末 ) 虽 秦 ( 九 裔 ) 杨 ( 辉 ) 俱 为 立 传 ,但 以 杨 
氏 资 料 缺 从, 杨 传 密 塞 数 语 而 已 :“ 辉 所 称 算 书 …… 今 无 一 存 者 。” 
在 《 宜 稼 堂 丛书 》 问 世 前 (1840 年 ) 罗 士 琳 《 畴 人 传 》 续 编 完成 , 首 
卷 ( 第 四 十 七 卷 ) 第 一 篇 就 是 杨辉 传 。 对 杨 氏 工作 的 认识 不 够 ， 评 
价 有 从 公 人 允 。20 世纪 20 年 代 以 来 ， 对 杨辉 算 书 的 研究 很 有 进展 ， 
他 的 重要 贡献 渐 为 人 知 ， 受 人 重视 和 赞赏 。 

钱 宝玉 ”第 一 篇 数学 史 论 文 “ 九 章 问 题 分 类 考 ”D 就 以 《详解 


@ 钱 宝 琼 ， 九 童 问题 分 类 考 . 学 艺 ， 北京: 商务 印 书馆 ，1921 
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算法 。 繁 类 》 为 讨论 主题 ， 评 述 杨辉 的 革 故 创新 思想 ， 并 提出 钱 
氏 自 己 的 进一步 分 类 设想 ;杨辉 数学 工作 的 重要 贡献 之 一 是 保存 
已 失传 的 非常 重要 的 数学 发 明 。 钱 氏 在 《中 国 算 学 史 》 上 卷 0 一 再 
弘扬 其 事后 来 在 各 种 教材 、 论 著 中 壕 为 引用 。“ 贾 宪 为 《 九 章 算 
术 》 摆 细 草 ， 书 已 失传 。 惟 杨辉 《 九 章 算法 繁 类 》 录 有 页 宪 少 广 
开平 方法 及 开 立 方法 各 有 二 条 ， 一 日 立成 释 锁 法 ， 一 日 增 乘 方法 
当 是 《 九 章 细 草 》 之 佚 文 …… 《永乐 大 典 》 本 杨辉 《详解 九 章 算 
法 》 谓 有 “ 开 方 作法 本 原 ” 之 图 …… 辉 言 出 释 锁 著 书 ， 贾 宪 用 此 
术 …… 可 见 巴 斯 楷 三 角形 在 中 国 发 明 甚 早 。 贾 宪 增 乘 开 方法 …… 
可 应 用 于 任何 次 多 乘 方 ， 即 带 从 者 亦 能 合用 。 与 霍 纳 氏 求 代数 式 
实 根 之 累 次 近似 算法 相同 。” 

“杨辉 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 自 序言 ,中山 刘 先生 益 作 《 议 古 
根源 》” 钱 氏 转 引 《 议 古 根源 》 弦 矢 题 世人 始 知 宋 时 已 能 建立 含 负 
系数 的 四 次 方程 并 能 数值 求解 名， 

李 伍 ”于 1927 年 发 表 “ 中 算 家 的 纵横 图 研究 ”"。 他 据 日 本 关 
孝 和 在 1662 年 抄本 《 续 古 摘 奇 算法 》 的 三 上 义 夫 再 抄本 撰写 此 文 ， 
全 面 介 绍 杨辉 在 幻 方 领域 内 的 开创 性 成 果 。 他 指出 此 学 在 我 国 的 
兴衰 史实 ， 并 指出 因为 清 代 梅 廷 成 《增删 算法 统 宗 》 以 河 图 纵横 
数 为 小 术 , 无关 大 用 , 乃 并 原 书 首 揭 河 图 洛 书 以 见 数 之 本 原 者 , 亦 
汰 去 了 ， 从 此 纵横 图 存 而 不 论 约 百 有 余年 。 由 于 《 续 古 摘 奇 算 
法 》 卷 上 长 期 在 中 国 失传 ， 因 此 李 例 此 文 为 古 算 钩 沉 ， 其 作用 
至 大 。 

李 便 还 在 1925 年 所 发 表 的 长 文 “ 大 衍 求 一 术 之 过 去 与 未 
来 ”中 以 一 节 的 篇 幅 探 讨 “ 宋 杨辉 的 剪 管 术 ”全 录 有 关 问 题 四 则 ， 


OD 钱 宝 琼 ， 中 国 算 学 史上 卷 . 北京 : 商务 印 书馆 ，1932，107 一 109 
四 上 引 书 , 第 103 页 . 
曲 李 任 ，1925 
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这 也 是 至 关 重 要 之 举 。 因 为 杨辉 所 拟 此 四 题 都 在 《 续 古 摘 奇 算 
法 》 卷 上 ， 如 无 李 文 转 引 ， 中 国 读 者 对 一 次 同 余 论 的 宋代 发 展 史 
认识 将 只 知 有 秦 ， 无 论 杨 辉 了 。 

李 例 在 1926 年 发 表 “ 重 差 术 源流 及 新 证 ?>， 以 杨辉 出 入 相 补 
原理 证 海岛 诸 题 号 。 

李 促 在 1929 年 发 表 “ 中 算 家 之 巴 斯 噶 三 角形 研究 ”名 一 文 , 强 
调 中 算 家 首 论 巴 斯 噶 三 角形 者 ,引用 《永乐 大 典 》 中 杨辉 语 :“ 出 
《 释 锁 》 算 书 ， 贾 宪 用 此 术 .” 从 此 一 代 又 一 代 地 使 中 学 生 每 学 至 
此 ， 数 典 知 祖 。 

在 1930 年 还 详细 考 订 杨辉 算 书 今 存 实况 ， 并 自 海外 文献 辑 
佚 包 。 

严 教 杰 在 1966 年 详 文 “ 宋 杨辉 算 书 考 ”" 和 。 对 今 存 残 本 《 详 
解 九 章 算 法 》 及 已 侠 《 日 用 算法 》 从 其 他 文献 作出 邻 人 信服 的 复 
原 设 想 。 他 又 着 重 整 理 杨辉 的 教育 思想 ， 起 到 古 为 今 用 的 作用 。 

今 人 论述 

在 20 世纪 70 年 代 下 半 叶 一 次 全 国 性 中 国 数学 史 座谈 会 上 吴 
文俊 宣读 三 万 字 论 文 : “我国 古代 测 望 之 学 重 差 理论 评介 , 兼 评 数 
学 史 研 究 中 某 些 方法 问题 *S， 文 中 对 刘 徽 《海岛 算 经 》 九 题 访 来 
对 术 文 推导 的 做 法 ,作出 全 面 述评 。 论 文 指出 :“ 刘 徽 的 《海岛 算 
经 》 了 原来 有 注 、 有 图 .” 析 理 以 辞 ， 解 体 用 图 .“ 所 谓 注 即 相当 于 
现代 的 分 析 与 证 明 。 可 惜 注 、 图 都 已 遗失 。 后 直 ， 以 迄 近 代 ， 有 
不 少 中 外 人 士 曾 补 作证 明 。” 吴 氏 按 历史 先后 次 序 择 其 重要 者 介 
绍 ， 并 讨论 其 正 误 得 失 。 他 指出 :“ 现 存 最 早 讨论 《海岛 算 经 》 诸 


QD 李 但，1926 

四 李 人 但，1929h 

加 李 倒 ，1930a 

全 严 襄 杰 文 见 《 宋 元 数学 史 论 文集 》。 

@ 参见 《科技 史 文 集 》(8)， 第 10 一 30 页 ， 上 海 科技 出 版 社 ，1982 
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题 的 证 明 者 ， 见 于 宋 杨辉 的 《 续 古 摘 奇 算法 》。 杨 于 书 末 有 海岛 题 
解 。……: 在 《乘除 通 变 本 末 》 上 卷 也 说 : 海岛 题 法 ,， 隐 奥 英 得 秘 。 
李 淳 风 虽 注 , 只 云 下 法 , 亦 不 曾 说 其 原 .” 吴 文俊 经 过 充分 比较 评 
论说 :“ 所 列举 各 家 的 论证 , 我 们 认为 除 杨辉 的 论证 以 及 李 全 对 杨 
辉 的 论证 所 作 解 释 以 外 ， 其 他 则 不 仅 与 中 国 十 代 几 何 学 的 真意 不 
和 侍 ， 说 得 严厉 一 些 , 可 以 说 所 举证 明 都 是 “错误 ”的 。” 吴 氏 所 说 ， 
“错误 ”是 指 有 的 证 明 亡 加 平行 线 ， 以 斜 三 角形 代替 匀 股 形 , 或 以 
代数 方法 ， 甚 至 引入 三 角 函 数 方法 ， 违背 《 海 岛 算 经 》 成 书 时 代 
历史 背景 的 当时 做 法 。 吴 氏 这 一 论文 不 但 发 现 杨辉 在 数学 方法 上 
的 创见 ， 而 且 还 因此 深 深 地 影响 数学 史 界 ， 进 一 步 实事 求 是 地 做 
研究 工作 。 

这 二 三 十 年 来 国内 学 者 继续 展开 对 杨辉 数学 专著 的 研究 。 

-在 《详解 九 章 算 法 》 方 面 的 论著 有 郭 书 春 (1988,1990)， 
梅 来 照 (1989) ， 扎 国平 (1993) ， 沙 娜 (1993 ) 。 

一 在 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》、 《乘除 通 变 算 宝 》 方 面 的 论述 
有 李 培 业 (1985) ， 特 十 斯 (1990) ， 徐 义 保 (1990)， 孙 宏 安 (1995) 
王 荣 彬 (1998 b,1999 ) 。 

一 一 在 《 续 古 摘 奇 算法 》 方 面 有 李 继 闵 (1987 a ) 

1997 年 湖北 教育 出 版 社 出 版 郭 称 汉 《杨辉 算法 导读 》， 全 书 
437 页 ，37 万 字 。 除 对 杨辉 后 期 三 部 专著 全 文 刊 载 外 ， 每 部 专著 
都 有 概述 和 注释 。 同 年 辽宁 教育 出 版 社 出 版 孙 宏 安 《杨辉 算法 》， 
全 书 447 页 ，34. 8 万 字 ， 译 和 注 杨 辉 后 期 三 部 专著 。 两 书 对 于 杨 
辉 数学 工作 及 思想 的 普及 有 很 大 作用 。 遗 憾 的 是 对 《详解 九 章 算 
法 》 都 未 及 深究 ， 而 这 恰恰 是 杨辉 成 果 的 极为 重要 的 组 成 部 分 。 
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第 二 节 。 疡 远 工 法 研究 在 国外 


一 对 近邻 国家 数学 发 展 的 影响 


朝鲜 

朝鲜 在 王 氏 高 丽 王朝 (918 一 1397 年 ) 太 祖 时 代 就 开始 立 学 
校 。 到 光 肝 时， 中国 后 周 武 胜 军 节 度 使 巡 官 双 费 ， 随 册封 使 到 高 
丽 , 因 病 留 在 朝鲜 , 于 978 年 建议 仿 唐 制 , 设 科 取 士 , 有 进士 、 明 
经 二 科 ， 分 医 、 卜 、 律 、 算 等 专业 。 

宋太祖 赵 匡 岩 于 960 年 建国 ， 与 高 丽 王 王 昭 往返 通 使 ， 大 中 
祥 符 八 年 (1015 年 ) 高 丽 王 王 询 址 使 郭 元 来 贡 。《 宋 史 ， 高 丽 传 》 
说 :“( 郭 ) 元 自 言 本 国 …… 三 岁 一 试 举人 ， 有 进士 诸 科 ， 算 学 每 试 
百 余 人 ， 登 第 者 不 过 一 、 二 十 。” 

朝鲜 自 王 氏 王 朝 到 李 氏 王朝 ， 中 国 历 经 宋 、 辽 、 金 、 元 、 明 ， 
四 百年 间 , 中 朝 两 国 和 平 相处 。 文献 记 载 0《 九 章 算法 )、《 算 学 启 
蒙 》( 朱 世 杰 著 )、《 杨 辉 算法 》 三 书 为 士 人 必 读 之 书 ;“ 筹 学 ( 即 数 
学 )， 随 才 氢 用 。 而 含 杨辉 算法 在 内 的 必修 教材 是 历经 宋 、 元 、 明 
三 朝 次 第 传 入 朝鲜 的 。 至今 在 韩国 保存 自 1408 一 1648 共 150 年 间 
国家 考试 及 第 名 录 ， 通 过 考试 的 累计 有 254 名 @。 

韩国 金 容 云 、 金 容 局 昆 仲 合 著 《 韩 国 数学 史 》， 全 书 314 页 。 
在 第 四 章 李 朝 前 期 算 学 及 天 文学 内 以 近 十 页 篇 幅 全 面 介绍 杨辉 算 
法 ， 全 书 前 后 又 有 24 处 阐述 杨辉 算法 对 朝鲜 数学 发 展 的 影响 。 

杨辉 算法 朝鲜 翻 刻本 封面 (图 6.7.4@)) 上 书 “ 古 杭 勤 德 书 


@ 李 例 ， 从 中 国 算 学 史上 看 中 朝 文化 交流 . 中 算 史 论 丛 第 五 集 .， 北京 ， 科 学 出 
版 社 ，1954，186 一 191 
加 人 金 容 云 ， 金 容 局 .韩国 数学 史 ， 东 京 : 日 本 杆 书 店 ，1978 
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和 党”， 正 中 “ 宋 杨 辉 算 法 ”， 右 “乘除 通 变 算 宝 ”“ 法 算 取 用 本 末 ”， 
左 “ 田 再 比 类 乘除 捷 法 ”“ 续 古 摘 奇 算法 ”, 后 末 有 朴 或 跨 ( 图 6.7.4 
包 ):“ 夫 算数 之 法 切 于 世 用 ， 而 居于 六 艺 之 一 ， 不 可 不 学 也 。 有 
宋 杨 辉 算法 数 卷 ， 集 诸 家 而 折 囊 ， 真 数学 之 章 奥 ， 加 减 归 损 之 术 、 
伸 引 变通 之 用 无 不 详 悉 而 明 备 ， 可 为 学 之 规范 也 。 今 观察 使 臣 辛 
引 孙 素 内 骨 嘱 府 尹 金 乙 辛 、 判 官 李 好 信 命 工 旬 梓 …… 不 阅 月 而 功 
记 ， 茶 维 我 圣 上 万 几 之 眼 拳 拳 及 此 ， 以 惠 学 者 。 而 监 司 仰 承 睿 鉴 ， 
不 日 集 功 ， 以 广 其 传 ， 是 不 可 不 志 也 。 前 通 郎 宁海 都 护 府 儒学 教 
授 官 朴 或 拜 稽 顿 首 , 敬 跋 ”",， 下 具 中 国明 朝 纪年 “宣德 八 年 癸 丑 五 
月 "。 从 上 践 文 可 见 这 次 朝鲜 再 版 是 属于 国家 任务 。 

杨辉 算法 和 其 他 两 种 中 算 典 籍 一 样 为 朝鲜 数学 研究 提供 基础 
知识 ， 我 们 从 彼 邦 知名 数学 家 专著 中 可 以 得 到 印证 。 这 里 选举 二 
例 。 

其 一 ， 崔 锡 易 (1645 一 1715) 《 九 数 略 》 有 洛 书 六 九 面 图 ， 其 
图 由 中 说 明 云 :“ 六 子 各 得 九 十 三 数 , 九宫 共 得 八 百 三 十 七 数 , 若 
正中 三 官 为 主 ， 则 左右 十 二 子 分 为 二 宫 ， 若 以 四 正 为 四 宫 则 中 间 
六 子 合 为 一 宫 ， 几 九宫 化 为 十 二 宫 ” 图 中 以 1 一 30 自然 数组 织 在 
九 个 六 边 形 ( 称 一 定 ) 顶 点 ， 30 个 数 当 6X9==54 个 用 , 因 名 图 为 六 
九 ， 比 我 国 同 代 人 张 潮 所 作 旬 文 图 又 深入 一 个 层次 。 崔 图 每 一 六 


角形 顶点 数 都 有 等 和 93， 九 宫 共 93X9 一 837 之 六 30(1 十 30) = 


465, 正中 三 宫 …… 这 一 句 好 理解 ,最 后 一 句 有 待 深究 , 据 记 载 他 
还 自制 其 他 幻 方 和 图 多 种 ， 显 系 杨 辉 纵 横 图 学 说 的 引申 。 

其 二 ， 洪 正 夏 (1684~?) 著 《 九 一 集 》， 在 此 专著 中 有 开 方 作 
法 本 原 图 ， 把 栅 宪 二 项 式 (a 十 4)” 系数 三 角形 从 m==6b 推广 到 n= 


此 图 引入 1994 年 Companion Encyclopeadia of the History and Philosophy of 
the Mathematical Science 中 ， 作 为 朝鲜 数学 的 代表 作 。 
人 @ 韩国 数学 史 p，24 
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10， 又 在 同 书 出 现 杨辉 的 刍 童 志 题 :“ 今 有 酒 瓶 一 操 ， 底 阔 五 个 ， 
长 十 二 个 , 问 : 积 几 何 ?”“ 今 有 酒 瓶 一 吉 ， 益 八 个 ， 长 一 十 三 个 ， 
间 :“ 该 积 几 何 ?? 

日 本 

中 国 数学 对 日 本 的 影响 在 历史 上 有 前 后 期 ， 前 期 情况 已 在 
《中 国 数学 史 大 系 》 第 四 卷 第 八 编 论 述 ,日 本 锐 仓 幕府 (1192~1332 
年 ) 一 百 多 年 间 , 中 日 两 国都 战乱 不 断 : 我 国 宋 元 时 除 商 舶 私 相交 
往外 , 未 复 邦 交 ， 明 代 洪 武 四 年 (1371 年 ) 方 有 “日 本 国王 良 怀 遗 
其 臣 僧 祖 来 进 表 得 及 方 物 …… 来 朝 ”2%， 以 后 各 朝 互 派 使 节 ， 史 不 
绝 书 。 中 国明 代 即 日 本 江 户 时 代 ， 从 中 方 东 传 日 本 算 书 ， 可 考 的 
有 宋 杨 辉 《 杨 辉 算 法 》、 元 朱 世 杰 《 算 学 启蒙 》、 明 吴 敬 《 九 章 算 
法 比 类 大 全 》、 程 大 位 《算法 统 宗 》。 李 例 认 为 :“ 方 阵 之 漂 ， 日 人 
习 和 学 的 甚 多 ， 其 基本 定理 多 由 来 杨辉 所 记 纵 横 图 和 明 程 大 位 《 算 
法 统 宗 》 得 来 .” 李 全 又 说 :… 宋 《杨辉 算法 》 流 传 于 朝鲜 的 ,有 明 潜 
武 成 午 (1378) 古 杭 勤 德 堂 刊本 ， 明 宣德 八 年 (1433)…… 刻 本 尚 有 
流入 日 本 者 ,日 本 算 圣 关 孝 和 于 宽 文章 丑 (1670) 曾 写 录 一 部 ”9 

现 就 以 关 孝 和 的 工作 为 代表 阐述 杨辉 算法 对 和 算 的 深刻 影 
啊 ， 他 的 著述 甚 富 ， 在 本 卷 第 五 编 曾 以 其 《 括 要 算法 》 第 2、3 卷 
成 朵 与 秦 九 姜 工 作 做 比较 ， 如 以 其 第 1 卷 塌 积 总 术 中 有 关 自 然 数 
龙 和 公式 与 杨辉 有 关 工 作 做 比较 ， 他 完整 推导 出 自然 数 备 和 公 
式 “。 我 们 知道 杨辉 《乘除 通 变 算 宝 》 关 于 埃 积 术 仅 载 二 题 : “三 
角 栋 底面 七 个 , 问 ; 积 几 何 ?” 四 阳 壤 底层 六 个 , 问 ; 积 几 何 ?” 后 
有 答 文 、 术 文 , 而 埃 积 总 术 设 题 与 杨辉 同一 口气 :“ 今 有 三 角 衰 把 ， 


小 韩国 数学 史 245 一 246 

念 明太 祖 实录 卷 68 

曲 李 但 ，1954， 第 五 集 .， 178 一 180 

作 见 《 中 国 数学 史 大 系 》 副 卷 第 一 卷 第 七 编 第 二 音 
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底子 三 个 , 问 : 积 几何 ??“ 今 有 平方 操 ， 底 子 三 个 , 问 : 积 几何 ?” 
答 文 、 术 文体 例 也 相 一致 ， 关 孝 和 仅仅 凭借 这 一 简短 信息 ， 却 推 
街 出 大 块 文章 ， 完 整 解决 了 求 自 然 数 者 和 问题 。 

此 外 我 们 已 在 第 五 编 讲 述 了 关 孝 和 为 求 正 多 边 形 边 长 与 其 内 
切 圆 半径 的 关系 建立 多 项 式 方 程 ， 有 达 十 八 次 者 ， 且 以 贾 宪 增 乘 
方法 解 方程 得 到 精度 很 高 的 正 根 ， 曾 以 此 比较 秦 九 韶 工 作 。 但 
《 秦 九 章 》 能 和 否 东 传 日 本 , 尚 存疑 问 。 而 杨辉 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 
卷 下 引 中 山 刘 益 《 议 古 根源 ;} 第 18 问 ,从 已 给 绝 田 面积、 直径 求 弦 
天 题 , 建 立方 程 和 解 方程 . 术 草 俱全 ,杨辉 说 :“ 详 注 图 单 ,以 明 后 
学 ,其余 目 可 引 而 伸 之 , 触 类 而 长 ,不 待 尽 述 也 。?” 很 可 能 关 氏 “十 八 
乘 方 . 翻 法 试 之 ”是 从 此 获得 契机 ,杨辉 旨 在 举一反三 , 东 渡 关 氏 心 
领 神 会 ,不愧 为 “ 引 而 伸 之 , 触 类 而 长 ”的 后 学 ,他 尽 得 杨辉 真传 ,从 
三 、 四 次 方程 到 十 八 次 , 答 数 的 有 效 数字 从 一 、 二 个 到 九 , 十 个 ， 

在 幻 方 方 面 关 考 和 有 专著 《 方 阵 之 法 。 贺 迭 之 法 》(1683 年 ) 
附 图 多 幅 ， 三 阶 至 十 阶 俱全 ， 分 别称 为 三 方 了 泗 、 四 方 阵 …… 十 方 
阵 ， 除 三 方 阵 与 洛 书 图 全 同 外 ， 余 图 独立 创新 ， 与 杨辉 所 拟 纵横 
图 全 不 一 样 , 例如 五 阵 图 (图 6.7.5) 与 杨 氏 五 五 图 及 其 阴 图 全 异 ， 
关 氏 在 幻 方 构造 理论 方面 师承 杨 氏 ， 自 不 待 言 ， 但 推陈出新 ， 此 
中 大 有 进展 ， 令 人 钦 敬 ， 关 氏 所 作 构 造 法 分 为 两 大 类 :了 


7 al 
四 四 四 四 四 
四 加 西口 品 
四 四 加 四 加 
四 四 四 四 四 


图 6.7.5 


QD 详 见 副 卷 第 一 卷 第 六 编 第 二 章 。 
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其 一 ， 奇 方 阵 、 构 造 总 纲 统率 于 “三 方 阵 歌 ， 九 子 斜 推 ， 上 
下 互 换 ， 左 右 相 换 ， 四 正 出 维 。” 

其 二 ， 偶 方 阵 ， 构 造 总 纲 基于 “四 方 阵 歌 ， 四 四 方 阵 ， 外 角 
递 吉 , 内 隅 对 换 , 定 是 平均 。” 偶 方 阵 又 分 为 单 偶 方 者 和 双 偶 方 者 。 

三 种 方 阵 在 总 纲 理论 指导 下 ，、 各 立 具体 构造 过 程 ， 而 县 分 别 
举 了 19 险 、16 阶 和 18 阶 幻 方 例 , 不 言 而 喻 杨 氏 学 说 在 日 本 得 到 
长 足 光 大 发 扬 。 令 人 不 能 置信 的 是 关 氏 所 说 单 偶 方 阵 2(2m 十 1) 
型 , 双 偶 方 阵 4m 型 构造 法 欧洲 是 在 关 氏 前 后 发 表 的 .当时 日 本 也 
闭关 自 守 ， 自 西方 传 入 似 不 可 能 ， 应 该 说 全 是 关 氏 在 揣摩 杨辉 成 
果 后 的 发 明 。 

在 幻 圆 方面 , 关 孝 和 从 杨辉 迭 九 图 发 展 到 五 周 径 之 图 (五 条 直 
径 、 五 个 同心 圆 )， 总 称 圆 攒 之 法 0， 

江 户 时 代 和 算 开 山 之 作者 田光 由 《和 尘 动 记 》 卷 一 之 末 以 填空 
方式 作为 算 题 征 解 (图 6. 7.6)。 三 上 义 夫 在 大 正六 年 (1917 年 ) 著 
文 “ 和 算 之 方 阵 问题 ” 论 关 孝 和 学 派 在 这 一 领域 内 的 新 成 就 。 星 
野 实 宜 《 股 勾 弦 抄 》(1672 年 ) 有 二 十 阶 幻 方 ， 为 和 算 所 作 阶 数 最 
高 者 %，。 


二  ” 近 现 代 评 介 与 研究 


一 般 评介 

英国 

伟 烈 亚 力 在 鸦片 战争 后 不 久 来 华 , 他 写成 “中 国 科 学 札记 : 算 
术 ”， 在 当时 《 字 林 西 报 》 连 载 ， 对 秦 九 韶 的 业绩 大 力 宣扬 ， 对 同 
代 人 杨辉 有 特色 的 工作 却 很 少 涉及 。 其 实 杨辉 的 主要 专著 上 海 郁 
丛 年 同时 刊刻 人 《 宣 稼 堂 处 书 》， 伟 烈 购 书 如 饥 似 渴 ， 岂 能 忘却 入 


QD 详 见 副 卷 第 一 卷 第 六 编 第 二 章 ， 
名 构造 幻 方 贵 在 造 法 。 阶 数 多 ， 不 能 说 明 幻 方 工作 的 质量 好 。 
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图 6.7.6 
藏 杨辉 算法 ， 但 因 何 扬 秦 抑 杨 ， 今 人 费解 。 

李 约 琶 《 中 国 科学 技术 史 》 第 三 卷 (1959 年 英文 本 ，1978 年 
汉文 译本 ) 数学 编 谈 到 杨辉 的 功勋 ， 他 把 藏 在 剑桥 大 学 图 书馆 的 
《永乐 大 典 》 卷 16 344 贾 宪 三 角形 的 书 影 载 入 有 关 童 节 , 以 为 真 凭 
实 据 。 
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何 再 郁 在 《科学 家 传记 辞典 》(C. C. Gilispie, Dictionary of 
Scientific Biography ，vol. 8, pp. 418 一 425) 从 详 介绍 杨辉 及 其 数 
学 专 善 ， 认 为 杨 辉 是 秦 九 前 与 李 冶 之 间 的 过 渡 人 物 。 

日 本 

三 上 义 夫 用 英文 写 的 《中 日 数学 发 展 史 》(1913 年 ) 上 编 第 13 
章 全 面 介 绍 杨辉 。 

美国 

陕 顿 (G. Sarton) 在 《科学 史 导 论 》 (Introduction to the 
History of Science) 卷 2 为 杨辉 立 传 ， 指 出 他 是 13 世纪 世界 知名 
数学 家 之 一 。 


三 《杨辉 站 法 》 的 英文 译 释 本 


新 加 坡 蓝 丽 蕉 于 1977 年 在 新 加 坡 大 学 出 版 社 出 版 英文 本 《 杨 
辉 算 法 》 (A Critical Study of the Yang Hui Suan Fa( 书 影 图 
6. 7.7) 这 是 她 在 国立 新 加 坡 大 学 博士 论文 增订 本 。 论 文 是 在 澳 大 
利 亚 Griffith 大 学 亚洲 研究 所 主任 何 丙 郁 、 英 国 剑 桥 大 学 李 约 瑟 
博士 和 中 国 科学 院 中 国 自 然 科学 研究 室 室 主 任 李 伍 、 日 本 京都 大 
学 人 文科 学 研究 所 豆 内 清 教 授 的 指导 和 关心 下 完成 的 。 全 书 1 一 
360 页 ， 分 上 下 两 编 。( 图 6. 7.7 为 书 影 ) 

上 编 ” 杨 辉 后 期 数学 专著 七 卷 足 本 英文 译文 

下 编 ” 注 释 和 述评 

第 一 章 《乘除 通 变 算 宝 》 

引言 一 乘法 一 除法 一 数列 
第 二 章 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 
引言 一 长 方形 一 正方 形 与 圆 -一 三 角形 与 梯形 一 -《 五 曹 算 
经 》 中 的 雇 误 -二 次 方程 一 南 一 从 一 筹 算法 一 正 、 负 一 代数 表示 
法 及 其 推广 一 与 翟 纳 法 的 比较 一 田亩 分 割 
第 三 章 ”《 续 古 摘 奇 算法 》 


706 


第 七 章 ”杨辉 数学 专著 的 重要 意义 


A CRITICAL STUDY 


YANG HUI SUAN FA 


A Thrteenth-century Chinese Mathematical Treatise 


LAM LAY YONG 


杨 
远 
站 
法 


SINGAPORE UNIVERSITY PRESS 
1977 


图 6.7.7 
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引言 一 幻 方 一 幻 圆 -- 幻 方 、 幻 圆 比较 研究 一 不 定 分 析 一 乐 

律 计算 一 历法 计算 一 量 制 …- 亩 比例 一 线性 方程 一 非 整 数 开 方 一 
测 甚 高度。 

监 丽 芍 的 英文 译本 忠实 、 流 畅 ， 可 谓 信 达 雅 ， 注 释 周 到 、 中 
上 朋 ， 劳 征 博 引 ， 广 泛 引 用 当时 已 发 表 的 各 种 论著 而 外 ， 尤 多 她 自 
己 独 到 的 创见 。 现 以 有 关 幻 方 、 幻 圆 以 及 异形 幻 圆 为 例子 以 介绍 。 

有 关 杨 辉 幻 方 构造 法 的 复原 设想 ， 对 六 六 图 、 九 九 图 与 洛 书 
图 的 联系 ， 七 七 图 与 鳞 边 三 阶 幻 方 的 形成 过 程 等 我 们 已 在 第 五 章 
一 册 引 用 。 有 关 杨 辉 纪 圆 、 异 形 幻 圆 的 构造 复原 设想 以 及 各 元 素 
间 性 质 她 尤 有 心得 ， 道 出 前 人 未 道 之 秘 。 

攒 九 图 

蓝 丽 蔬 指 出 构造 法 : 在 图 6. 5. 19 中 , 除去 圆心 的 9 以 外 ,其 
余 二 十 二 个 数 分 成 二 组 ,各 写 出 四 阶 幻 方 ,它们 的 幻 和 都 是 69, 在 
此 基础 上 填 出 同一 直径 .同一 同心 图 上 元 素 都 有 同一 幻 和 的 幻 圆 。 
(四 阶 幻 方 见 图 6. 7. 8) 

聚 五 图 

她 认为 聚 五 图 (图 6.5.20) 的 构造 是 以 五 五 图 第 一 元 (图 
6. 5. 3) 为 基础 : 正中 那 一 环 五 个 数 取 自 左 第 一 列 ， 上 、 下 两 环 取 
目 第 四 、 三 行 , 左 、 右 两 环 取 自 第 一 、 二 行 。 第 五 行 末 四 数 3, 10， 
22，25 未 取 。 她 还 指出 杨辉 自己 未 道 的 另 一 有 趣 性 质 。 与 圆心 等 
距 的 另 二 组 同心 圆 上 四 元 素 连 中 心 数 在 一 起 ， 与 其 他 的 五 环 都 有 
幻 和 65( 图 6.7.9)(5,6,14,17,23)，(5,2,18,19,21)。 


图 6.7.8 


708 第 七 章 ”杨辉 数学 专著 的 重要 意义 


聚 六 图 

她 敏锐 地 看 到 如 果 按 照 杨辉 原著 翻 刊本 单纯 地 理解 为 (图 
6. 5. 21)“ 六 了 回环 ,各 一 百 一 十 一 ” 那 是 太 肤 浅 (superficial) 了 。 
经 过 仔细 推 项 她 指出 , 非常 可 能 是 在 多 次 传 抄 、 复 刻 时 被 搅乱 、 和 看 
曲 (distorted) 。 注 意 到 元 素 31,35, 7，24, 6，33 与 中 心 等 距 , 但 
它们 的 和 不 等 于 六 阶 幻 方 的 幻 和 111, 她 设计 当 8, 35, 28, 1, 6， 
33 六 元 素 在 同一 同心 圆 上 时 有 幻 和 111， 就 把 原著 图 除了 三 环保 
留 不 动 外 , 把 其 余 四 环绕 自己 的 对 称心 转动 , 使 中 左 环 的 8, 上 右 
环 的 28， 中 右 环 的 1 与 不 动 三 环 的 元 素 35，6，33 与 全 图 中 心 有 
等 距离 (图 6.7, 10) ， 于 是 元 素 12，10，23，22，20，18 在 外 同心 
圆周 上 , 它们 也 有 幻 和 111， 而 且 其 余 二 十 四 个 元 素 分 两 组 (十 二 
对 ) 有 规律 地 安排 在 半径 不 同 的 同心 贺 上 ,它们 分 别 都 有 等 和 2 倍 
幻 和 111X2=222， 它 们 是 : 

11, 27; 31，32; 4, 3; 2，30; 24, 15; 36, 7; 

21, 5; 16, 14; 19, 29; 17, 35; 20，25; 13，9。 
这 证 实现 存 刻本 所 记 是 被 外 误 了 。 
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聚 八 图 

目 然 数 1 一 24 盾 记 在 四 个 互 交 贺 上 (图 6.5.22) 除 了 杨辉 所 
首 出 的 性 质 二 十 四 子 作 三 十 二 子 用 外 ， 蓝 丽 萝 还 注意 到 众多 的 等 
和 。 

四 个 加 ,每 圆 八 数 有 等 和 100( 图 6.7.11)。 

四 个 圆 交 于 八 点 ,它们 有 等 和 100。 其 余 十 六 个 点 ,分 为 两 组 ， 
都 分 别 与 全 图 中 心 有 等 距离 

23，4; 12，13; 21，2; 6，11 有 等 和 100， 又 

11，16; 24，1; 9，14; 22，3 也 有 等 和 100 

她 进一步 考察 具有 等 和 为 50 的 四 个 元 素 . 

中 把 四 个 圆 作 水平 直 径 分 为 八 个 等 分 ， 每 等 分 上 元 素 和 

凶 用 竖 直 直径 分 为 八 等 分 ， 每 等 分 上 元 素 和 

全 图 罕 过 四 个 元 素 的 四 条 水 平 直 线 上 元 素 和 

由 穿 过 四 个 元 素 的 四 条 竖 直 直线 上 元 素 和 

电 午 近 中 心 四 个 数 : 8，17，6，19 的 和 

@ 所 有 关于 过 中 心 的 水 平 直线 对 称 的 任何 四 数 的 和 
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以 她 的 生花 妙笔 , 把 聚 八 图 描绘 得 如 此 妙趣 横生 , 令 人 不 可 思议 
不 仅 如 此 ， 她 还 给 出 了 复原 设想 。 


[BN 


i \ 
i py 


NE 
11—! 
图 6.7.11 
构造 程序 (i) 把 1 一 24 写成 互 为 补 数 (和 25) 的 数 对 ;1，24; 
2，23; 3，22; … 等 等 。(iD) 过 图 形 中 心 作 水 平 直 线 。 所 有 元 素 都 
关于 此 水 平 线 都 与 其 补 数 互 相 轴 对 称 。fiii) 所 有 元 素 关于 图 形 中 
心 后 继 奇 数 或 后 继 偶 数 心 对 称 ; 如 1，3; 2，4; 5，7; 6，8; 等 
等 。(iv) 所 有 元 素 分 四 组 和 谐 地 分 布 在 四 个 圆 环 上 。 
八 阵 图 
蓝 丽 荐 观察 到 八 阵 图 (图 6. 5. 23) 是 怎样 构造 的 。 构造 程序 为 
(GD 把 自然 数 1 一 64 写 出 互 为 补 数 ( 和 为 65 的 三 十 二 对 数 :1， 
64; 2,， 63; 3, 62; '**; 32，33。 
(ii) 把 八 个 圆 环 排 成 两 行 ( 图 6.7.12).。 填写 1，2，3，4 四 元 
素 久 圆 环 3 一 、- 二 、 三 、 四 。 又 关于 图 形 中 心心 对 称 位 置 写 出 5， 
6，7，8 及 五 、 七、 八 。 
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X Xx x X x X X X 
xl x-2 x 一 3? x 四 4 
x Xx -x X 一 X Xx x 

X X X X X X x X 

x X x x X X xX Xx 
X XxX Xx X x Xx x 
shx 6 x 7 七 x 8 人 xx 

X x X X x Xx x x 


图 6.7.12 
(ii) 然 后 按 (ii) 反 方向 在 1，2，3，… 


位 置 填写 16， 15， 14， 9 。 
(iv) 继 续 在 一 、 二 、 三 、 四 圆 环 内 左下 角 填 写 17，18，19，20 


(顺序 )， 而 在 五 、 六 、 七 、 八 圆 环 右上 角 ( 各 自 相应 心 对 称 位 置 )。 
再 一 轮 是 25 一 32 从 第 八 环 起 填 ( 图 6. 7. 13)， 


，8 关于 各 目 圆心 的 对 称 


x 32 ™« 3} 
* x 30 
xX 加 1 we 2 、 3 » x 29 ， 
一 三 yn 
" 17 ”0 ~ “4 x 13 > 
* 18 x 19 x 20 x 
x 21 x 22 x 23 
x 12 x 11 x 0 » 
五 六 十 
5 28 Xx 6 x 7 x 8 人 
27 x 26 x 25 x 
图 6.7.13 
(v) 把 1 一 32 各 目 补 数 填 入 各 贺 环 通过 各 目 中 心 的 水 平 轴 轴 
对 称 位 置 。 


(vi) 把 九 个 环 平移 (无 转动 ) 到 图 6.7. 14 的 位 置 。 
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四 © (WV 
S 
加 ©) 己 


图 6.7.14 

Gvii) 最 后 把 第 三 、 七 两 环绕 目 己 的 心 顺 时 针 癌 转 90°。 

由 于 每 一 个 环 各 含 四 对 补 数 ， 因 此 各 自 有 等 和 260。 

蓝 丽 荐 还 指出 : 

其 一 ” 八 阵 图 (图 6. 5. 23) 四 个 数 对 (1,64)(3,62)(5,60)(7， 
58) 适 为 奇数 环 上 最 靠近 图 形 中 心 , 它 们 在 同一 同心 圆 上 也 有 等 和 
260 。 

其 二 十 分 有 趣 的 是 如 果 把 杨辉 的 易 数 图 (图 6. 5. 10) 分 为 
八 个 区 域 , 那么 各 自 所 含 元 素 恰 如 图 6. 5. 23 中 的 八 个 圆 环 所 含 
数 ， 这 就 说 明 八 阵 图 的 构造 法 。 

连环 图 

蓝 丽 鞭 对 连环 图 也 作出 复原 设想 ， 其 构造 程序 是 : 

(i)1~72 自然 数 ， 写 出 三 十 六 对 互 有 和 73 的 补 数 对 ， 如 1， 


中 坚 向 分 成 四 双 列 ， 然 后 以 中 央 水 平 线 等 分 这 些 双 列 。 
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72; 2,.71; 3，70; … 

(ii) 列 出 九 个 圆 环 (图 6.5. 24)， 自 上 而 下 三 行 ， 自 左 而 右 三 
列 ， 每 环 有 八 个 位 置 。 

(iii) 从 上 右 环 开始 , 在 其 上 左 角 填 1， 下 右 角 填 2。 相应 位 置 
在 上 中 、 上 左 圆 环 分 别 填 3，4; 5，6。 在 相应 的 下 右 、 下 中 、 下 
右 圆 环 位 置 填 7 一 12。 至 于 中 行 三 圆 环 也 始 于 右 环 , 但 在 其 下 右 位 
置 填 13， 上 左 位 置 填 14; 类 似 地 在 左 、 中 环 填 15，16，17，18。 
又 在 中 行 左 圆 环 在 上 左 位 置 填 19, 下 右 填 20, 其 余 两 圆 环 在 同样 
位 置 填 21，22; 23，24 一 一 类 似 方 式 一 直 填 到 36 止 ( 图 6.7. 15)。 

(iv) 以 各 自 补 数 关于 通过 圆 环 心 的 竖 直 轴 填 入 已 填 各 数 的 轴 
对 称 人 位置， 连环 图 已 填 好 。 


$5 68 3 70 1 72 
32 41 34 39 36 37 
42 31 40 33 38 35 
67 6 69 .4 71 2 
18 55 16 57 14 59 
19 $54 21 52 23 30 
33 20 51 22 49 24 
56 17 58 15 60 13 
11 62 9 64 7 66 
26 47 28 45 30 43 
48 25 46 27 44 29 
61 12 03 10 65 8 
图 6.7. 15 


连环 图 中 不 但 十 三 个 圆 环 上 八 元 素 有 等 和 292， 而 且 每 一 左 
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右 半圆 或 是 上 下 半圆 四 元 素 之 和 都 是 146.。 每 圆 环 左右 相对 , 上 下 


相对 四 元 素 之 和 也 都 是 146。 

72 37 36 1 监 而 车 还 提出 男 一 种 方案 以 获得 九 个 图 
0 5 环 的 元 素 : 把 1 一 72 自然 数 排 成 四 列 如 图 
69 40 33 4 6.7.16， 每 二 行 取 八 个 数 ， 这 就 是 九 个 圆 环 
68 41] 32 5 所 含 元 素 . 

67 42 31] 6 : 

66 43 30 7 对 于 连环 图 她 只 给 出 构造 方法 ， 未 及 理 
本 人 2 由 。 有 得 新 世纪 学 者 们 进一步 探索 。 


63 46 27 10 杨辉 后 期 专著 已 有 了 英文 注释 本 ， 其 前 
62 4 26 11 期 专著 蓝 丽 营 也 撰文 ， 使 大 白 和 于 西方 世界 。 
60 49 24 13 《详解 九 章 算法 》 英 文 节 译 本 及 其 述评 
-2 0 2 4 《详解 九 章 算 法 》 少 广 章 部 分 她 分 别 在 
57 52 21 16 1969 年 、1980 年 在 德国 《自然 科学 史 纪 录 》 
0 33 20 17 和 美国 《国际 数学 史 杂 志 》 撰 文英 文 全 序 
在 《永乐 大 典 》 所 存 问题 及 材料 。 这 两 篇 论 


文 在 学 术 界 特别 是 国际 数学 界 无 疑 起 了 很 重要 作用 ， 因 为 一 般 评 
介 对 杨辉 的 具体 细节 不 可 能 有 如 此 深入 分 析 。 在 介绍 杨辉 引入 其 
先辈 刘 益 、 贾 宪 有 关 数 值 方程 时 ， 蓝 丽 其 还 比较 了 西方 有 关 发 展 
史实 ,在 历次 国际 科学 (数学 ) 史 会 议 中 她 一 再 盖 明 杨辉 这 一 功勋 . 

鳃 觅 章 部 分 她 1974 年 在 《国际 数学 中 杂志》 撰文 ; 英文 全 译 
宜 乏 党 从 书本 所 收 二 十 题 以 及 杨辉 所 作 “ 解 题 "、“ 比 类 ”和 “ 细 
草 ”, 这 是 西方 最 早 读 到 的 杨辉 有 关机 动 灵 活 、 不 拘泥 一 格 的 解 题 
思想 。 蓝 氏 还 重点 分 析 第 9 题 ( 米 票 同 春 )、 第 10 题 ( 瓜 掘 对 长 )、 
第 12 题 ( 醇 酒 行 酒 )、 第 13 题 ( 大 器 小 器 ) 、 第 15 题 ( 漆 三 油 四 )、 
第 18 题 ( 黄 金 白 银 )、 第 19 题 ( 良 马 鬼 马 ) ， 杨 辉 所 作 异 于 《 九 音 
算术 》 的 新 解法 及 其 评论 ，。 
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《日 用 算法 》 英 文 节 译 本 及 其 述评 

杨辉 的 前 期 第 二 部 专著 《日 用 算法 》 已 供 ， 仅 在 《永乐 大 
典 》 残 本 中 尚 有 遗 文 。 蓝 丽 鞭 据 中 华 书 局 1960 年 所 辑 全 球 尚 存 卷 
复印 本 撰写 论文 “13 世纪 算术 教科 书 《日 用 算法 )” 于 1972 年 在 
著名 的 科学 史 杂 志 《Isis》 发 表 , 对 所 存 部 分 全 文英 译 使 西方 世界 
能 快 唉 硕果 。 在 结论 中 她 指出 《日 用 算法 》 的 大 部 分 材料 虽 已 不 
可 复 得 ， 在 道 遗 憾 的 同时 ， 毕 竞 我 们 还 能 从 仅 存 的 十 题 中 领略 杨 
辉 的 数学 才能 :从 分 数 化 小 数 、 长 除法 、 两 求 斤 化 除法 为 乘法 以 
及 线性 方程 组 解法 。 对 第 10 题 :“ 攻 每 石 七 百 八 十 五 文 ， 麦 每 石 
一 贯 一 百 六 十 文 , 今 用 钱 二 贯 九 十 七 文 , 余 到 藏 、 麦 共 三 百 石 , 问 : 
本 各 几何 ”一 题 蓝 氏 特 感 兴趣 并 为 原著 附 图 (图 6.7.17) 作 出 解 
释 。 她 设 茂 、 麦 各 傈 x+，y 石 ， 据 题 意 列 方程 组 x 十 y= 二 300,785zx 
十 1 160y 王 297 000 做 一 次 减法 ; (1 160 一 785)y 一 297 000 一 785X 


300, 于 是 所 求 > 一 “ss 一 164( 石 )。 她 认为 此 图 是 这 种 方程 组 的 
图 解法 。 她 的 解释 至 今 有 现实 意义 ， 用 来 作为 线性 方程 组 (二 元 ) 


开头 谍 教 学 ， 非 常 得体。 


716 两 朱 时 期 研究 论 将 文献 


两 宋 时 期 研究 论著 文献 


以 作者 姓名 拼音 字母 为 序 . 每 类 
又 以 年 代 先 后 为 序 ) 


[ 阿 耶 波多 499] 阿 耶 波多 . 文集 第 二 卷 Aryabhata， 

Aryabhatia, Indian Academy, 1976 

[日 尚 息 1966] 日 尚 想 . 秦 九 前 测 望 九 问 造 述 之 探讨 . 宋 元 
数学 史 论 文集 ， 北 京 : 科学 出 版 社 ，1966.， 290 一 303 

[日 尚 恕 1985] 日 尚 恕 . 不 定 分 析 发 展 简 史 , 数学 史 译 文集 
(续集 )， 上 海 ， 上 海 科 技 出 版 社 ，1985.，133 一 168 

[日 尚 息 1986」 日 尚 息 .《 数 书 九 章 》“ 计 浚 河渠 ” 题 分 析 ， 
数学 通报 ，1986(6):; 43 转 33 

[日 尚 息 、 沈 康 身 、 李 过 、 李 继 闵 1987a] “ 白 尚 恕 、 沈 康 身 、 
李 迪 、 李 继 闵 .《 数 书 九 章 》 研 究 总 论 , 秦 九 韶 与 《 数 书 九 章 》, 北 
系 : 北京 师范 大 学 出 版 社 ，1987， 1~11 

[日 尚 想 、 李 焰 华 1987b] 白 尚 息 、 李 兆 华 .《 数 书 九 章 》 对 
《 九 章 算术 》 的 继承 和 发 展 ， 北 京 ， 北 京师 范 大 学 出 版 社 ，1987. 
103~123 

[日 尚 息 、 沈 康 身 1987c] 和 白 尚 息 、 沈 康 身 ， 李 倍 始 《十 三 
世纪 中 国 数学 》 评 述 , 北京 : 北京 师范 大 学 出 版 社 ，1987.467~ 
477 

L3，II，Bepesktua( 别 列 效 金 娜 )1980] 3, II. Bepeskia( 别 | 
过 北 金 娜 ). MareMaTiika lpeoBriero Kuras. MockBa， Tl3iaTrembceTBO 
《jjiavka》。 


中 国 数学 史 大 系 717 


[ 获 什 迦 罗 1150] 效 什 洛 罗 . 丽 罗 娃 只 Bhaskara ，Lilavati， 
H. 人 下，Colebrooke 英 译 本 ，London，1817 

[ 陈 信 传 、 张 文 材 、 周 冠 文 1992] 陈 信 传 、 张 文 材 、 周 冠 文 . 
《 数 书 九 章 》 今 译 及 研究 ， 贵阳 : 贵州 教育 出 版 社 ，1992 

L 陈 邦 1991] 陈 艳 . 秦 九 放大 衍 总 数 术 研 究 , 杭州 大 学 硕士 
论文 

L 陈 玉林 1987] 陈 玉 森 . “先天 图 ”中 的 理 数 问 题 ， 哲 学 研 
究 ，1987(3) :57 一 62 

[ 程 金华 1987] “” 程 金华 ， 秦 九 前 “三 斜 求 积 ” 造 述 之 探讨 ， 
湖北 师范 学 院 学 报 ( 自 然 科学 版 )，1987(1): 36~39 

[ 程 廷 由 1963] 程 廷 抒 . 秦 九 前 雨 深 雪 厚 例 解 的 讨论 , 数学 
通报 ，1963(1): 34~36 

[ 董 光 壁 1988] 和 董 光 壁 .“ 大 衍 数 ” 与 “大 衍 术 ”， 自然 辩证 
法 通讯 ，1988(3) :46 一 48 

[柱石 然 1966] 杜 石 然 . 试 论 宋 元 时 期 中 国 和 伊斯兰 国家 数 
学 交流 . 宋 元 数学 史 论 文集 , 北京 : 科学 出 版 社 , 1966: 241 一 265 

[ 杜 石 然 等 编 1982] 杜 石 然 等 . 中 国 科学 技术 史 稿 上 、 下 册 ， 
科学 出 版 社 

[柱石 然 1987] 杜 石 然 . 再 论 中 国 和 阿拉 伯 国 家 间 的 数学 交 
访 。 覃 港大 学 中 文系 集刊 ， 中 国 科技 史 专 号 ，1987，1 (2)， 213 
~218 

[ 冯 礼 贵 1987]」 冯 礼 贵 . 试 论 沈 括 的 数学 思想 . 东北 师 大 学 
报 ( 自 然 科学 版 )，1987(3)， 31~40 

[ 汉 立 升 1996」 冯 立 升 .《 数 书 九 章 》 中 的 测量 方法 研究 , 中 
国 数学 史 论 文集 (四 )， 济南 : 山东 教育 出 版 社 ，1996，81 一 87 

[ 健 宗 、 李 伦 祖 1975] ” 傅 宗 、 李 伦 祖 ， 辽 积 术 与 会 圆 术 , 甘 
肃 师 大 学 报 (自然 科学 版 )，1975(4): 17 一 22 

L 仿 种 孙 1918] 和 健 种 孙 . 大 衍 ( 求 一 术 ) ,北京 高 师 数理 杂志 ， 


718 两 宋 时 期 研究 论著 文献 


1(1):; 70~77 

[高 均 1920] 高 均 . 大 衍 术 论 .工科 杂志 (复旦 大 学 院 ), 1920 
(2): 7~64 

高 斯 ，1801j 高斯， 算术 探讨 ，( 拉 丁 文本 ) 

LC. F. Gauss( 高 斯 )] C. F，Gauss (高斯). Disquisitiones 
Arithmetique ，Yale Univesity Press 英 译 本 ，1966 

[ 郭 书 春 1982] 郭 书 春 . 学 习 《 数 书 九 章 》 札 记 二 则 , 科技 
鸣 文集 第 8 集 “ 数 学 史 专 辑 ”, 上 海 : 上 海 科学 技术 出 版 社 , 1982. 
123~127 

[ 郭 书 春 1988] 郭 书 春 . 茧 宪 《 黄 帝 九 章 算 经 细 草 》 初 探 . 
自然 科学 史 研 究 ，1988，7(4)，51 一 58 

[ 郭 书 春 1989a]」] ” 郭 书 春 . 贡 宪 的 数学 成 就 . 自然 辩证 法 通 
讯 ，1989(1):， 53 一 61 

L 郭 书 春 1989b] ” 郭 书 春 ， 李 籍 《 九 章 算术 音义 》 初 探 ， 自 
然 科 学 史 研 究 ，1989，8(3) : 197 一 204 

[ 郭 世 荣 1988] ” 郭 世 荣 ,. 对 “ 计 作 清 台 ” 题 的 探讨 ， 内 蒙古 
师 大 学 报 (上 自然 科学 版 )，1988(4): 51 一 58 

L 郭 就 汉 1997」 郭 恕 汉 . 杨辉 算法 导读 ,武汉 : 湖北 教育 出 
版 社 ，1997 

[ 何 丙 郁 (Ho Peng Yoke)1974~1975] 何 丙 郁 (Ho Peng 
Yoke), Ulrich Libbrecht Chinese Mathematics in the Thirteenth 
Century，Pacific Aflairs ,1974. 46, 585 

[| 何 丙 郁 (Ho Peng Yoke) 1975] 人 和 何 再 郁 (Ho Peng Yoke). 
Ulrich Libbrecht ， Chinese Mathematics in the Thirteenth 
Century, Hemisphere, 1975. 19,，36~37 

[ 何 丙 郁 1985」 何 再 郁 . 中 西数 学 家 传奇 一 高 次 方程 数学 史 
与 秦 九 毅 和 卡 丹 诺 ， 中 华文 史 论 众 ，1985(1)，239 一 267 

[ 何 绍 庚 1992] ” 何 绍 庚 . 《 梦 溪 笔谈 》 中 的 运筹 思想 ， 中 国 


中 国 数学 史 大 系 719 


传统 科技 文化 探 胜 ， 北 京 : 科学 出 版 社 ，1992，27 一 29 

[ 何 章 陆 1984]  ” 何 章 陆 . 《 数 书 九 章 》 算 题 选读 ， 浙 江 师 范 
学 院 油 印 本 

[ 洪 万 生 1982] 洪 万 生 ， 中 西 “ 巴 斯 卡 三 角 ” 的 比较 研究 
1000~ 一 1700， 思 与 言 ，1982，19(6)，525 一 538 

[ 洪 万 生 1983] 洪 万 生 .“ 十 三 世纪 中 国 数学 ”摘要 ， 科 学 
史 通 讯 ，1983，2，22 

[ 户 谷 清 一 1981] 户 谷 清 一 . 宋 元 时 代 计 算 方 式 的 演变 , 中 
华 珠算 .1981(2):，26 一 28 

[ 胡 道 静 1979]  ” 胡 道 静 .《 梦 溪 笔 谈 》 在 国外 . 沈 括 研究 , 杭 
州 ， 浙 江 人 民 出 版 社 ，1979 

[阿尔 。 卡 西 1427] 阿尔。 卡 西 . 算术 钥 ，1956 ( 俄 文 ) 

[ 筷 国 平 1988] 了 筷 国 平 , 大 衍 术 一 《 数 书 九 音 》 的 一 次 同 余 
式 理论 ， 北 系 师范 学 院 学 报 ( 自 然 科学 版 )，1988(2): 20 一 25 

[ 孔 国 平 1992] 和 孔 国平 . 宋 元 时 期 的 哲学 与 数学 . 中 国 传统 
科技 文化 探 胜 ， 北 京 : 科学 出 版 社 ，1992，46 一 51 

[ 孔 国 平 1993] “和 孔 国 平 . 杨辉 《详解 九 章 算法 》 初 探 ， 数学 
中研 究 文 集 ，1993 (4)，36 一 41 

[ 孔 国 平 1998] 了 和 孔 国平 . 宋 元 数学 的 抽象 化 , 数学 史 研 究 文 
集 ，1998 (6):; 49 一 52 

[ 刘 钝 1992] 刘 钝 ， 一 类 不 定 方程 的 秦 九 前 解法 及 其 推广 . 
中 国 传 统 科技 文化 探 胜 ， 北 京 ， 科 学 出 版 社 ，1992，155 一 160 

[ 刘 钝 1993] 刘 钝 . 大 裁 言 数 . 沈阳 : 辽宁 教育 出 版 社 , 1993 

[ 刘 死 明 1990] 刘 克 明 . 中 国 古 代 绘 画 对 宋代 工程 图 学 发 展 
的 促进 作用 ， 科 学 技术 与 辩证 法 ，1990(6)，41 一 46 

LLam Lay Yong( 蓝 丽 蓉 )1968] ”Lam Lay Yong( 蓝 丽 鞭 )， 
The Yang Hui Suan Fa, A Thirteenth Century Chinese 
Mathematical Treatise，Chung Chi Journal, 1968, 7, 171~176 


720 两 宋 时 期 研究 论著 文献 


[Lam Lay Yong( 蓝 丽 营 )1969a] Lam Lay Yong( 蓝 丽 荐 )， 
On the Existing Fragments of Yang Hui’s Hsiang Chieh Suan 
Fa. Archive for History of Exact Sciences, 1969, 6:; 82~88 

[Lam Lay Yong( 蓝 丽 荐 )1969b]」] Lam Lay Yong( 蓝 丽 芍 )， 
The Geometrical Basis of the Ancient Chinese Square 一 Root 
Method，1969，61:， 92 一 102 

[Lam Lay Yong( 蓝 丽 荐 )1972] Lam Lay Yong( 蓝 丽 蔚 )， 
The Jih Yung Suan Fa，An Flementary Arithmetic Textbook of 
the Thirteenth Century. 1972, 63: 370~383 

[Lam Lay Yong( 茧 丽 荐 )1974] Lam Lay Yong( 蓝 丽 蕉 )， 
Yang Huls Commentary on the Ying Nu Chapter of the Chiu 
Chang Suan Shu, Historia Mathematica 1], 1974: 47~64 

[Lam Lay Yong( 蓝 丽 甘 )1977] Lam Lay Yong( 蓝 丽 甘 ). 
A Critical Study of the Yang Hui Suan Fa. Singapore: Singapore 
University Press, 1977 

[ 劳 汉 生 1988]  ” 劳 汉 生 . 秦 九 前 与 Avicenna 之 比较 ， 陕 西 
师 大 学 报 ( 自 然 科学 版 )，1988(2): 84 一 89 

LU，Libbrecht ( 李 倍 始 )1973] ”U. Libbrecht( 李 倍 始 ). 
Chinese Mathematics in the Thirteenth Century (The Shu 一 Shu 
Chiu 一 Chang of Chin Chiu 一 shao). Massachusetts MIT Press. 

[ 李 迪 1962] 李 迪 .“ 海 伦 公式 ”的 历史 ,数学 通报 .1962 
(7): 42 一 43 

[ 李 迪 1984] 李 迪 ， 中国 数学 史 简 编 , 沈阳 : 辽宁 人 民 出 版 
社 ，1984 

[ 李 迪 1987a] 李 迪 . 秦 九 韶 传 , 秦 九 韶 与 数 书 九 章 》 1987， 
25~42 

L 李 迪 1987b] 。” 李 迪 ,《 数 书 九 章 》 流传 考 , 秦 九 韶 与 《 数 书 
九 章 》 北京 : 北京 师 大 出 版 社 ，1987，43 一 58 


中 国 数学 史 大 系 721 


[ 李 迪 1987c] ” 李 迪 .《 数 书 九 章 》 中 的 统计 资料 ， 秦 九 前 与 
《 数 书 九 章 》 北京 : 北京 师 大 出 版 社 ，1987. 451 一 453 

[ 李 迪 1987d] 李 迪 .《 数 书 九 章 》 与 南宋 社会 经 济 , 秦 九 部 
与 《 数 书 九 章 》 北京 : 北京 师 大 出 版 社 ，1987，454 一 466 

[ 李 迪 1991] 李 迪 . 宋 元 时 期 数学 形式 的 转变 . 中 国 科学 技 
术 史 论文 集 ( 一 ), 呼和浩特 : 内 蒙古 教育 出 版 社 , 1991. 219 一 233 

[ 李 迪 1992a] 李 迪 . 关于 秦 九 前 与 《 数 书 九 章 》 研 究 的 近 
30 年 之 进展 . 《 数 书 九 章 新 释 ， 附录 》，1992: 602 一 610 

[ 李 迪 1992bj ” 李 迪 有 关 秦 九 韶 与 《 数 书 九 章 》 的 论著 目 
录 (1960 一 1990), 《 数 书 九 章 新 释 。 附录》，1992: 610 一 615 

[ 李 迪 1996a] 李 迪 . 关于 秦 九 韶 与 《 数 书 九 章 》 的 研究 史 ， 
中 国 数学 史 论 文集 (四 )， 济南 : 山东 教育 出 版 社 ，1996 

[ 李 迪 1996b] 李 迪 . 通过 《 数 书 九 章 》 探 讨 “ 缀 术 ”, 中 国 
数学 史 论 文集 (四 )，1996:， 68 一 72 

[ 李 迪 1999a] 李 迪 . 中国 数学 通史 ( 宋 元 卷 ) ， 南 京 : 江苏 
教育 出 版 社 ，1999 

[ 李 迪 1999%bj 李 迪 . 中 华 传统 数学 文献 精 选 导读 , 武汉 : 湖 
北 教育 出 版 社 ，1999 

[ 李 继 闵 1974] “” 李 继 因 . 沈 括 “ 际 积 术 ”的 成 就 , 科学 普及 
资料 ，1974(11): 6 一 7 转 19 

[ 李 继 闵 1987a] 李 继 闵 . 中 国 古 代 不 定 分 析 的 成 就 与 特色 . 
香港 大 学 中 文系 集刊 ，1987，1 (2)，249 一 264 

[ 李 继 闵 1987b] ” 李 继 闵 .“ 著 卦 发 微 ” 初 探 . 秦 九 前 与 《 数 
书 九 章 》 北京 : 北京 师范 大 学 出 版 社 ，1987. 124 一 137 

[ 李 继 闵 1987c]  ” 李 继 闵 . “大 衍 求 一 术 ” 潮 源 ， 秦 九 前 与 
《 数 书 九 章 》 北京 : 北京 师范 大 学 出 版 社 ，1987，138 一 158 

[ 李 继 闵 1987dj “” 李 继 内 ， 从 “ 演 纪 之 法 ”与 “大 簿 总 数 
术 ” 看 秦 九 韶 在 算法 上 的 成 就 ， 秦 九 前 与 《 数 书 九 章 》 北京 : 北 


722 两 宋 时 期 研究 论著 文献 


京师 范 大 学 出 版 社 ，1987.， 203 一 219 

[ 李 继 闵 1987e] ” 李 继 闵 ， 关于 “大 衍 总 数 术 ”中 求 定数 算 
法 的 探讨 ， 秦 九 韶 与 《 数 书 九 章 》 北京 ， 北京 师范 大 学 出 版 社 ， 
1987，220 一 234 

[ 李 继 闵 1987f] ” 李 继 闵 . 秦 九 韶关 于 “ 调 日 法 ”的 记述 , 秦 
九 前 与 《 数 书 九 章 》 北京 北京 师范 大 学 出 版 社 ，1987. 327~- 
337 

[ 李 继 闵 1996aj 李 继 闵 . 秦 九 韶关 于 上 元 积 年 推算 的 论述 . 
中 国 数学 史 论 文集 (四 )， 济 南 ， 山 东 教 育 出 版 社 ，1996，22 一 36 

[ 李 继 囚 1996b] ” 李 继 闵 ， 秦 九 韶 “ 大 生 总 数 术 ” 造 术 之 探 
讨 ， 中 国 数学 史 论文 集 ( 四 )， 济 南 : 山东 教育 出 版 社 ，1996，37 
~53 

[ 李 继 阅 1996c ]  ” 李 继 闵 ， 秦 九 毅 求 定数 算法 “ 约 “ 奇 ， 弗 
约 “ 偶 '” 辨 析 ， 秦 九 韶 与 《 数 书 九 章 》” 北京 ， 北 京师 范 大 学 出 
版 社 ，1996. 54 一 67 

L 李 培 业 1985] 李 培 业 . 杨辉 算法 中 的 简捷 乘除 法 , 新 珠 潮 ， 
1985(2); 46~54 

[ 李 培 业 1987] 李 培 业 . 秦 九 前 测 望 造 术 思想 之 探讨 . 秦 九 
训 与 《 数 书 九 章 》，1987: 354 一 372 

[ 李 文 铭 1988] 李 文 铭 ， 相似 三 角形 理论 在 “ 数 书 九 章 ”中 
的 应 用 . 陕西 师 大 学 报 ( 自 然 科学 版 )，1988(1); 84 一 87 

[ 李 文 林 1979] 李 文 林 . 论 汉 历 上 元 积 年 的 计算 . 科技 忠文 
集 第 3 辑 ，1979，70 一 75 

[ 李 信 明 1998] 李 信 明 . 中 国 数学 五 千年 . 台北 : 台湾 书店 ， 
1998 

[ 李 例 1925] 李 伍 . 大 衍 求 一 术 之 过 去 与 未 来 . 学 艺 , 1925， 
7(2); 1 一 45; 中 算 史 论 从 第 一 集 

L 李 人 1926] 李 健 ， 重 差 术 源流 及 新 证 .学 艺 ，1926, 7 


中 国 数学 史 大 系 723 


(8): 1 一 15 

[ 李 促 1927] ” 李 伍 ， 中 算 家 之 纵横 图 研究 ， 学 艺 ，1927，8 
(9): 1 一 40; 中 算 史 论 丛 第 一 集 

[ 李 促 1929aj ” 李 全 .中 算 家 之 级 数论 .科学 ，1929，13 
(9): 1139~1172; 1929，13(10): 1349 一 1401; 中 算 史 论 从 第 一 
集 

[ 李 全 1929b] 李 仇 ， 中 算 家 之 Pascal 三 角形 研究 ， 学 艺 ， 
1929，9(9); 1~15; 中 算 史 论 从 第 一 集 

[ 李 仇 1930a] 李 但 . 宋 杨辉 算 书 考 . 图 书馆 学 集刊 ，1930， 
4(1); 1~21; 中 算 史 论 从 第 二 集 

[ 李 促 1930b] ” 李 全 .中 算 家 之 方程 论 . 科学 ，1930，15 
(1): 7 一 44; 中 算 史 论 丛 第 一 集 

[ 李 全 1931] 李 便 . 中 国 数学 大 纲 上 纲 , 上 海 : 商务 印 书馆 ， 
1931 

[ 李 全 1933] ” 李 促 ， 唐 宋元明 数学 教育 制度 ， 科 学 ，1933， 
17(10): 1545 一 1565; 中 算 史 论 丛 第 四 集 ，238 一 280 

[ 李 兆 华 1987] 李 兆 华 . 秦 九 韶 方 变 锐 阵 题解 法 改正 , 秦 九 
毅 与 《 数 书 九 章 》，1987，428 一 432 

[ 李 兆 华 1988] 李 兆 华 . 秦 九 韶 求 定数 探讨 , 陕西 师 大 学 报 
(上 自然 科学 版 )，1988(3):，78 一 83 

[ 李 兆 华 1993] 李 兆 华 . 正 负 开 方术 札记 二 则 . 数学 史 研 究 
文集 第 四 辑 ，1993:， 50~54 

[ 李 兆 华 1995]  ” 李 兆 华 ， 中 国 数 学 史 ， 台北; 文 津 出 版 社 ， 
1995 

[ 罗 见 分 1987] 罗 见 今 .《 数 书 九 章 》 与 《周易 》, 秦 九 部 与 
《 数 书 九 章 》，1987:，89 一 102 

[ 罗 见 今 1996] 罗 见 今 . 高 次 方程 数值 解 的 秦 九 韶 程 序 , 中 
国 数学 史 论 文集 (四 )， 济 南 : 山东 教育 出 版 社 ，1996:，73 一 80 


724 两 宋 时 期 研究 论著 文献 


[ 鲁 又 文 1986] 和 鲁 又 文 .《 数 书 九 章 》 中 的 几何 间 题 ， 数 学 
通报 ，1986 (6): 40~43 

[ 马 若 安 (J. C. Martzloff)1988] ”马车 安 (J. C. Martzloff). 
Histoire Des Mathematiaues Chinoises , Masson. 

[ 茅 以 升 1987]j 茅 以 升 . 中 国 古 桥 技术 史 , 北京 : 北京 出 版 
社 ，1987 

[L. Matthiessen 1874] LL. Matthiessen. Zur Algebra der 
Chinais，Auszugaus einem Brief an M. Cantor. Zeitschrift fir 
Mathematika und Physik. 1874, 19: 270~27] 

[ 梅 汞 照 1966」 梅 来 照 , 唐 中 期 到 元 末 的 实用 算术 , 宋 元 数 
学 史 论 文集 ， 北 京 : 科学 出 版 社 ，1966. 10 一 35 

[ 梅 来 照 1987] 梅 荣 照 ， 秦 九 韶 是 如 何 得 出 求 定 数 方法 的 ， 
自然 科学 史 研 究 ，1987，6(4):， 293 一 298 

[ 梅 荣 照 1988]」 梅 荣 照 . 宋 元 数学 的 盛衰 . 自然 科学 史 研 究 ， 
1988, 7(3): 205~213 

[ 梅 末 照 1989」 梅 荣 照 . 机 宪 的 增 乘 开 方 法 一 高 次 方程 数值 
解法 的 关键 一 步 ， 自然 科学 中 研究 ，1989，8(1); 1~8 

[ 梅 落 照 1990] 梅 荣 照 . 宋 元 数 学 中 新 的 思想 、 方 法 和 理论 . 
自然 科学 史 研 究 ，1990，9(1)，28 一 37 

[ 英 绍 所 1987]j ” 莫 绍 把 . 秦 九 韶 大 衡 求 一 术 的 新 研究 . 秦 九 
请 与 《 数 书 九 章 》〉，1987: 180 一 202 

[ 莫 绍 搂 1989] 葛 绍 接 . 关于 秦 九 韶 生 平 及 其 成 就 . 自然 杂 
志 ，1989，12(1): 57 一 63 

[ 莫 绍 返 1993] 莫 绍 摊 . 论 秦 九 韶 大 衍 总 数 术 . 数学 史 研 究 
文集 第 四 辑 ，1993: 29 一 35 

[《 梦 溪 笔 谈 》 译 注 组 1978] “《 梦 溪 笔 谈 》 译 注 组 . 《 梦 溪 
笔谈 》 译注 . 合肥 : 安徽 科技 出 版 社 ，1978 

[ 钱 宇 琛 1921] 钱 宝 琼 . 求 一 术 源 流 考 ， 学 艺 ，1921，3 


中 国 数学 史 大 系 725 


(4): 1~16; 古 算 考 源 

[ 钱 宝玉 1959a] 。” 钱 宝 玉 ， 增 乘 开 方法 的 历史 发 展 ， 科 学 中 
集刊 1959，2: 126 一 143; 宋 元 数学 史 论 文集 ， 北 京 : 科学 出 版 
社 ，36 一 59 

[ 钱 宝玉 1959%b] ” 钱 宝 瑚 ， 沈 括 ， 科 学 报 ，1959 一 09 一 15 

[ 钱 宝 玉 1964]  ” 钱 宝 琼 ， 中 国 数学 史 ， 北 京 : 科学 出 版 社 ， 
1964 

[ 钱 宝 下 1966a ]  ” 钱 宝 琛 ， 秦 九 衣 《 数 书 九 章 》 研 究 ， 宋 元 
数学 忠 论 文集， 北京 ， 科学 出 版 社 ，1966: 60 一 103 

[ 钱 宝 天 1966b] 钱 宝 开 ， 宋 元 时 期 数学 与 道学 的 关系 ， 宋 
元 数学 史 论 文集 ， 北 京 : 科学 出 版 社 ，1966; 225 一 240 

[ 钱 宝 下 1966c] 钱 宝 琼 .《 梦 溪 笔 谈 》“ 棋 局 都 数 ” 条 校 释 . 
” 宋 元 数学 史 论 文集 ， 北 京 ， 科 学 出 版 社 ，1966: 266 一 269 

[ 钱 克 仁 1990]  ” 钱 克 仁 ， 秦 九 韶 大 衍 求 一 术 中 的 求 定数 问 
题 ， 第 三 届 国 际 中 国 科 学 史 讨论 会 论文 集 ，1990: 52 一 56 

[清水 1962] 清水 . 宋代 的 沈 括 . 青海 日 报 ，1962 一 09 一 25 

[ 曲 安 京 1991] 曲 安 京 .《 数 书 九 章 》 行 程 相 及 题 意 辨析 . 数 
学 史 研 究 文集 第 二 辑 ，1991， 71 一 73 

LA. TI IOmresuy 1961. IIcropHa MaTeMaTHKl! B cpenHlle Beka | 

A. ll. [OHIkeBHd 1961, ilcTropiia MaTreMaTHKl! B cpenHife Beka. 

[LY. Mikami( 三 上 义 夫 )1913] Y. Mikami( 三 上 义 夫 ). The 
Development of Mathematics in China and Japan, Leipzig. 

L 尚 智 从 1993] 尚 智 从 ， 秦 九 韶 大 衔 术 之 “ 正 用 ”求法 数 
学 史 研 究 文 集 第 五 辑 ，1993，32 一 37 

[ 沙 娜 1993] “” 沙 娜 . 杨辉 《详解 九 章 算法 繁 类 》 研 究 ， 中 数 
史 研 究 文件 第 5 卷 . 内 蒙 : 内 蒙 大 学 出 版 社 ，1993:， 38 一 41 

[ 沈 康 身 1978] ” 沈 康 身 ， 物 机 功能 试 释 . 杭州 大 学 学 报 ( 自 
然 )，1978(4) 


726 两 宋 时 期 研究 论著 文献 


[ 沈 康 身 1986a] 沈 康 身 .， 中 算 导 论 ， 上 海 ， 上 海 教育 出 版 
社 ，1986 

[ 沈 康 身 1986b] 沈 康 身 .《 数 书 九 章 》 中 的 数论 命题 .杭州 
大 学 学 报 ( 自 然 科学 版 )，1986(4): 421 一 434 

[ 沈 康 身 1986c] 沈 康 身 ， 秦 九 韶 中 大 衍 总 数 术 之 天 孝 和 0) 
诸 约 术 ， 数 学 史 研 究 ( 通 卷 109)，1986: 1 一 23 

[Shen Kangshen ( 沈 康 身 )1986d] Shen Kangshen 〈 沈 康 
身 ). Kuttaka and Qiuyishu，Indian Journl of History of Science， 
19 (4): 397~405 

[ 沈 康 身 1987a] 沈 康 身 ， 宜 稼 堂本 《 数 书 九 章 》 正 误 ， 秦 
九 韶 与 《 数 书 九 章 》 北京 : 北京 师范 大 学 出 版 社 ，1987; 59 一 72 

[ 沈 康 身 1987b] 沈 康 身 . 库 塔 卡 与 大 衍 求 一 术 , 同 上 ,1987， 
253 一 268 

[ 沈 康 喘 1987c]  ” 沈 康 身 . 《 丽 罗 娃 只 》 与 《 数 书 九 章 》， 同 
上 ，1987:， 269 一 284 

[ 沈 康 身 1987d]」] 沈 康 身 . 秦 九 韶 大 衡 总 数 术 与 关 孝 和 诸 约 
之 术 ， 同上，1987，285 一 298 

[ 沈 康 身 1987e] 沈 康 身 .《 数 书 九 章 》 中 的 天 文 问题 . 同上 ， 
1987: 314~326 

[ 沈 康 号 1987{] 沈 康 身 . 秦 九 间 与 土木 建筑 学 , 同上 ,1987， 
373 一 397 

[ 沈 康 身 1987g] 沈 康 身 . 增 乘 开 方法 源流 . 同上 , 1987.: 398 
~427 

[ 沈 康 身 1987h] 沈 康 身 .《 数 书 九 章 》 第 九 章 互 易 三 题 释 . 
同上 ，1987: 433 一 440 

[ 沈 康 身 1987i] ” 沈 康 身 . 《 数 书 九 章 》 均 货 推 本 题 分 析 ， 同 
上 ,1987; 441 一 450 

[ 沈 康 身 1987j] ” 沈 康 身 ， 关 孝 和 、 李 善 戎 上 自然 数 累 乘 四 


中 国 数学 史 大 系 727 


和 忆 厅 二 台 公 式 ， 数 学 史 研 究 ( 通 卷 115)，1987: 21 一 36 

[ 沈 康 吴 1988a」  ” 沈 康 身 ， 中 国 剩余 定理 的 历史 发 展 ， 杭 州 
大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 )，1988，15(3):，270 一 282 

[ 沈 康 身 1988b] 沈 康 身 .Mutual 一 Sultraction Algorithm 
and lts Applications in Ancient China, Historia Mathematica. 
18，1988:135 一 147 

[ 沈 康 身 1988c] ” 沈 康 身 ， 东 洋 诸 国 O 三 角形 0 面积 公式 
联众 艺人 路 探索， 数学 史 研 究 ( 通 卷 119) ,1988:20 一 27 

[ 沈 康 身 1988dj 沈 康 身 . Historical Development of the 
Chinese Remainder Theorem, Archive for History of Exact 
Sclences，1988，38(4)，285 一 305 

[ 沈 康 身 1989」 沈 康 身 . 秦 九 韶 对 数学 的 杰出 贡献 . 自然 杂 
志 ，1989，12(1): 52~56 

[ 沈 康 身 1992] 沈 康 身 . 泰 九 前 大 衍 术 与 高 斯 《算术 探讨 》. 
数学 研究 与 评论 ，1992，12(2)，307 一 312 

[ 沈 康 喘 1995] 沈 康 身 ， 秦 九 辣 传 ， 世 界 数学 家 思想 方法 . 
济南 ， 山东 教 育 出 版 社 ，1995，; 243~261. 

[ 邵 启 昌 1988] 部 启 昌 . 秦 九 前 籍贯 考 . 西南 师范 大 学 学 报 
(自然 科学 版 )，1988(4):，126 一 128 

L 孙 宏 安 1995] 孙 宏 安 , 杨辉 与 数学 教育 ， 数 学 通报 .1995 
(12): 38~39 

[ 孙 康 1995] 孙 康 . 中国 的 “大 衍 求 一 术 ” 与 古代 印度 不 定 
分 析 理 论 比 较 研 究 ， 辽宁 师 大 学 报 ( 自 然 科 学 版 )，1995，18(1 ) 
2] ~26 

[ 特 古 斯 1990] 特 古 斯 ， 刘 益 及 其 佚 著 《 议 古 根 源 》、 数 学 
中 研究 文集 第 一 辑 ，1990; 56~63 

[ 佟 健 华 1997] 佟 健 华 . 宋 元 数学 人 才 群 体 之 探索 . 自然 科 
学 史 研 究 ，1997，16(3)，197 一 206 


728 两 宋 时 期 研究 论著 文献 


[ 王 锦 光 1956] 王 锦 光 , 中 国 古代 伟大 科学 家 一 沈 括 , 科学 
画报 ，1956(5)，212 一 213 

[ 王 桂 芹 1993] “ 王 桂 芹 . 《 习 算 纲 目 》 与 杨辉 的 数学 教育 思 
想 ， 数 学 史 研 究 文集 第 四 辑 ，1993: 114 一 116 

L 王 来 彬 1990] 王 荣 彬 . 丁 易 东 对 纵横 图 的 研究 . 数学 史 研 
究 文集 第 一 辑 ，1990:， 74 一 82 

LWang Rong bin (〈 王 荣 彬 )1997] Wang Rong bin ( 王 荣 
彬 )， On Liu Yi’s Positive 一 Negative Root Extraction 
Algorithm, Wuhan University Journal of Natural Science ,1997, 
2(1): 1 一 8 

[ 王 荣 彬 1998a] 王 荣 彬 . 关于 正 负 开 方 术 发 展 历史 的 讨论 . 
(新 竹 ) 清 华 学 报 ，1998,， 新 28(1): 1 一 18 

[ 王 案 彬 1998b]j 王 荣 彬 ， 关于 大 衍 术 源流 的 算 例 分 析 ， 自 
然 科 学 中 研究 ，1998(1) 

L 王 荣 彬 1999] 王 荣 彬 ,对 刘 益 正 负 开 方 术 的 新 研究 ， 自 然 
科学 史 研 究 ，1999，18(1): 28~35 

[ 王 守 义 1957] 王 守 义 . 圆 束 绝 不 是 六 角 束 . 数学 通报 . 1957 
(5): 8~9 

[ 王 守 义 1992] 王 守 义 . 数 书 九 章 新 释 , 合肥 . 安徽 科学 技 
术 出 版 社 ，1992 

[ 王 宪 昌 1997] 王 宪 昌 . 宋 元 数 学 与 珠算 的 比较 评价 . 自然 
科学 史 研 究 ，1997，16(1):， 21 一 27 

[ 王 渝 生 19871 王 渝 生 . 秦 九 韶 求 “定数 ”方法 的 成 就 和 缺 
陷 ， 自 然 科 学 史 研 究 ，1987，6(4):， 299 一 307 

[ 王 辟 盈 1987a] 王 绝 勋 ， 秦 九 韶 、 时 昌 醇 、 黄 宗 宪 的 求 定 
数 法 ， 同上 ，1987:，308 一 313 

[Wang Xixun( 干 翼 勋 )1987b |] Wang Xixun( 王 愤 勋 )，No 
Parallel lines but the Gougu and the Chongcha in Qin Jiushao’s 


中 国 数学 史 大 系 729 


Sarveying Problems， 纪 念 秦 九 前 国际 会 议论 文 . 

[ 王 翼 勋 1990a] “ 王 愤 勋 ， 从 “大 衍 术 ”到 “大 和 酉 求 一 术 ” 
苏州 大 学 学 报 ( 自 然 科学 版 )，1990(1): 16 一 18 

[ 王 慢 勋 1990b] 王 辟 勋 . 清 代 学 者 对 大 衔 术 的 探讨 ， 明 清 
数学 史 论 文集 ， 南 京 : 江苏 教育 出 版 社 ，1990:， 317 一 333 

[ 王 愤 勋 1997] 王 翼 勋 . 秦 九 前 演 纪 积 年 法 初探 ,自然 科学 
史 研 究 ，1997，16(1):，10 一 20 

[ 吴 文俊 1986] 吴 文 俊 ， 中 国 数学 史 的 新 研究 . 自然 杂志 ， 
1986 

[ 吴 文俊 1987a] 吴 文俊 . 秦 九 韶 与 《 数 书 九 章 》 北京 ; 北 
京师 范 大 学 出 版 社 ，1987 

[ 吴 文 众 1987b] 吴 文俊 . 从 《 数 书 九 章 》 看 中 国 传统 数学 
的 构造 性 与 机 械 化 的 特色 . 秦 九 前 与 《 数 书 九 章 》，1987: 73 一 88 

[能 极 生 1955] 能 极 生 . 杨辉 五 五 图 浅 释 . 数学 通讯 , 1995， 
53: 22~26 

[ 解 延 年 1987] 解 延 年 . 中 国 南宋 大 数学 家 秦 九 韶 . 数学 通 
报 ，1987(8); 44 一 46 

[ 夏 明 德 1981] 和 夏 明 德 . 秦 九 韶 的 三 斜 求 积 法 .上海 教育 ， 
1981(4) 

[ 许 康 1987] 许 康 . 黄 宗 宪 生 平 史料 的 发 掘 . 纪念 秦 九 前 国 
际会 议论 文 . 

[ 许 康 , 张杰 恒 1998」 许 康 、 张 杰 恒 . 迄今 所 知 世 界 最 早 的 
一 例 随 机 抽样 。 数 学 史 研 究 文集 ，1998 (6); 53 一 55 

[ 许 纯 盘 1953]」 许 纯 航 . 多 才 多 艺 的 数学 家 一 沈 括 . 科学 大 
众 ，1953(11):， 416~418 

[ 许 达 盘 1952] 许 蓉 盘 . 中 国 代数 故事 . 北京 : 中 国 青年 出 
版 社 ，1952 

[ 许 纯 航 1965] “” 许 莹 盘 . 从“ 刍 童 ” 求 积 谈 到 “ 隙 积 ” 和 四 


730 两 宋 时 期 研究 论著 文献 


角 志 级 数 ， 数 学 通报 ，1965 (2): 45 一 49 

[ 徐 志 锐 1987] 徐 志 锐 . 邵 雍 在 数学 上 的 伟大 贡献 . 社会 科 
学 战线 ，1987(2): 91 一 99 

[ 徐 义 保 1990] 人 徐 义 保 ， 对 《 益 古 集 》 的 复原 与 研究 ， 数 学 
史 研 究 文 集 ，1990 (1)，64 一 73 

[ 徐 义 保 1991] 徐 义 保 . 中 算 家 对 方程 正 根 个 数 的 认识 . 数 
学 史 研 究 文 集 ，1991 (2):，66 一 70 

[ 严 敦 杰 1943a] ” 严 敦 杰 ， 宋 元 算 书 与 信用 货币 史料 ， 益 世 
报 ， 文史 副刊 ，38，1943 一 07 一 29. 

[ 严 敦 杰 1943b] 严 教 杰 . 宋 史 历 志 之 校 算 , 读书 通讯 ,1943， 
72，6 一 9， 

[ 严 敦 杰 1947j] “” 严 敦 杰 ， 宋 元 算 学 从 考 ， 科 学 ，1947，29 
(4): 109~114 

[ 严 囊 杰 1957]」 严 敦 杰 . 中 学 数学 课程 中 的 中 算 材料 . 北京 : 
人 民 教 育 出 版 社 ，1957 

[ 严 敦 杰 1966aj ” 严 敦 杰 ， 宋 杨辉 算 书 考 ， 宋 元 数学 史 论 文 
集 ， 北京 : 科学 出 版 社 ，1966: 149 一 165 

[ 严 敦 杰 1966b] 严 敦 杰 . 宋 金 元 历法 中 的 数学 知识 . 同上 ， 
1966: 210~224 

[ 严 教 杰 1986] 严 敦 杰 . 宋 元 数学 书 录 . 科学 史 与 博物 馆 一 
剂 三 林 教 授 执 教 五 十 年 及 七 十 寿辰 (1985 年 4 月 26 日 ) 纪 念 论文 
集 ，1986，1 一 50 

[ 严 救 杰 1987] 严 敦 杰 . 秦 九 前年 谱 初 稿 . 秦 九 部 与 《 数 书 
九 章 》，1987: 12 一 24 

[ 杨 齐 1987] 杨 齐 . 涪 州 石 鱼 石 刻 . 纪念 秦 九 韶 国 际会 议论 
文 ，1987 

L 燕 起 1955」 燕 霞 . 海伦 -一 奈 九 部 公式 ， 数 学 通报 ，1955 
(3): 4; 初等 数学 史 ， 北 京 : 科学 技术 出 版 社 ，1959:，102 一 103 


中 国 数学 史 大 系 73] 


[ 燕 星 1955] 燕 星 . 杨辉 弧 矢 公式 质疑 .数学 通报 ，1955，. 
38 一 39 

[ 姚 家 超 1957] 姚 家 超 . 谈 宋 代 大 数学 家 秦 九 姜 . 天 津 日 报 ， 
1957 一 06 一 03 

| 惧 长 生 1981a] 舱 长 生 ， 围绕 “清明 上 河 图 ”的 考察 . 中 
华 珠算 ，1981(3):，1 一 3 

[ 乃 长 生 1981b] ” 息 长 生 . 考察 “清明 上 河 图 ”鉴定 中 国 算 
盘 产生 的 年 代 ， 珠 算 ，1981(3)，10 一 15 
攻 虑 长生 198lc] 般 长 生 . 从 “清明 上 河 图 ”看 中 国 算 盘 . 中 
国 科 技 史 料 ，1981(4): 62 一 66 

[中 外 数学 简 史 编写 组 1986] 中 外 数学 简 史 编 写 组 . 中 国 数 
学 简 史 ,济南 : 山东 教育 出 版 社 ，1986 

[发 癌 东 ， 李 文 林 1987] ” 喜 向 东 ， 李 文 林 , 《 数 书 九 章 》 中 
的 大 衍 术 类 问题 及 大 衍 总 数 术 . 秦 九 部 与 《 数 书 九 童 ), 1987, 159 
~179 

[ 余 嘉 锡 1946] 余 嘉 锡 . 南宋 算 学 家 秦 九 毅 事 迹 考 . 大 公报 
* 文史 周报 9 期 ( 沪 、 津 版 )，1946 一 12 一 11 

[ 碍 有 梁 1987] ” 查 有 梁 ， 论 秦 九 前 的 “组 术 推 星 ” 大 自然 
探索 ，1987(4):， 160 一 166 

L 张 素 亮 1986] “” 张 素 亮 ， 秦 九 前 和 《 数 书 九 章 》 中 学 数学 
杂志 ，1986(4) ;39 一 40 

L 张 秀 琴 1988] 张 秀 琴 . 秦 九 前 评传 . 山西 大 学 学 报 (自然 科 
学 版 )，1988(2):，16 一 20 

LV. K. Zharol1986] V. K. Zharol. On two Problems from 
the tract Mathematics in Nine Books by Qin Jiushao. Istoriko 
Mathematishes Kie Issledovaniya, 1986, 30. 338~349 

[ 曾 雄 生 1996] 曾 雄 生 . 《 数 书 九 章 》 与 农学 .自然 科学 史 
人 研究，1996，15(3): 207 一 218 


732 两 宋 时 期 研究 论著 文献 


[ 周 瀚 光 1983」 周 潮 光 . 宋 明 理学 对 古代 数学 发 展 的 作用 和 
影响 ， 论 宋 明 理学 ， 杭 州 ， 浙江 人 民 出 版 社 ，1983 

[ 周 瀚 光 1989] 周 瀚 光 . 秦 九 前 道学 思想 , 传统 思想 与 科学 
技术 ， 上 海 : 学 林 出 版 社 ，1989: 111 一 122 

[ 周 瀚 光 ， 孔 国平 1994] 周 瀚 光 ， 孔 国平 ， 刘 徽 评 传 ( 附 秦 
九 请, 杨辉 评传 )， 南 京 ， 南京 大 学 出 版 社 ，1994: 169 一 272、 

[中 央 民 族 学 院 艺 术 系 1971] 中央 民 族 学 院 艺 术 系 .《 梦 溪 
笔谈 》 音 乐 部 分 注释 ， 北 京 ， 北京 人 民 音 乐 出 版 社 ，1971 

[ 笠 可 桢 1926] 等 可 桢 . 北宋 沈 括 对 地 学 之 贡献 与 记述 . 科 
学 ，1926，11(6) :792 一 807 


中 国 数学 史 大 系 。 第 五 卷 


733 


人 名 索引 


(健在 的 中 国学 者 不 录 ) 


A 


阿 庇 亚 全 (Apianus ,P. ,1495~ 
1552)eeee (87) 


B 


小 什 戎 罗 (Bhaskara) 
几何 pp 
适 定 方程 ，…………………… (426) 
不 定 分 析 ……………… (427) 

培根 (Bacon,F,1561 一 1626 ) 

oo (30) 
别 列 兹 金 娜 (bepeskuua,3. II. ) 

se 。 (542) 
毕 尔 那 兹 基 (Biernataki,K. LL.) 

seo ore oetee (530) 
疆界 (12) 
鲍 廷 个 (1728~1814) … (568) 


(419) 
(423) 


C 


茜 守 (1012~1067) 


崔 锡 曙 (1645 一 1715) … (700) 
程 大 位 (1533 一 1606) … (41 ) 
陈刚 snoreooosnsoootons (9) 
楚 衍 osonsoeaesee (32 ) 


D 


人 德 摩根 (Demorgan,A. ,1801~ 
18717 9 (536) 
于 易 东 《89) 


F 


斐 波 那 扫 (Fibonacci,1. ,1170? 
~ 1250?) 


算术 与 代数 .……………。 (443) 
几何 0445] 
不 定 分 析 (445) 


费 拉 里 (Ferrari ,L. ,1522~- 
19657。。。。 ess 本 ( 91 ) 
倩 种 孙 (1898 一 1962) … (499) 


734 


人 名 索引 


GG 
高 均 ee (500) 
高 斯 (Gauss ,C.F., ,1777 一 
18557 eoneee. (470) 
关 考 和 (1642? 一 1708)…(451 ) 
多 项 式 (452) 
不 定 分 析 www， (456) 


H 


何 两 邦 (He Peng Yoke) ……: 
(538) 
得 纳 (Horner,W.G. ,1789~ 
1837) es， 
洪 正 夏 (1684 一 ?) (700) 
花 拉 于 米 (al-Khowarizmi,783? 
~ 850?) 
算术 eeeeeeeeseeesnee 
几何 ee (434) 
适 定 方程 …………………… (434) 
黄 宗 宪 (1805? 一 1900?)…(492) 


J 


(433) 


焦 循 (1763 一 1820) …… (475 ) 
贾 宪 pp (3] ) 
蒋 周 oo (31) 
金 容 局 .pe (698) 
爹 容 云 (698) 


(92, 468) 


K 


康 托 尔 (Cantor,M. B. ,1829~ 
1920) e000 er ee eee (40) 

阿尔 。 喀 西 (al-Kashi,? ~ 
1429 eee... (433) 
算术 (433) 
几何 ee (434) 
适 定 方程 (434 ) 
不 定 分 析 ……………… (440) 


L 


拉 格 关上 日 (Lagrange ,J.L.， 

1736 一 1813)，…………… (471) 
雷 基 奥 索 坦 (Regiomontanus， 

1436~1476)" ee (446) 
监 丽 医 (Lam Lay Yong) 

和 . (705) 
李 倍 始 (U, Libbrecht)… (543) 
李 诚 (? 一 1110) 
李 治 (1192 一 1279) 
李 促 (1892 一 1963) ，…… 
李 约 瑟 (1900 一 1995) … (537) 
林 力 娜 (Chemla,K. ) …( 前 言 ) 
刘 益 Weer (3]) 
罗 士 琳 (1774 一 1853) … (568) 
骆 腾 凤 (1770 一 1841) … (484) 
名 非 尼 (Ruffini,P. ,1765~ 


呈 本 二 于 要 和 和 看 全 


当时 学 名 重重 


(519) 


中 国 数学 史 大 系 。 第 五 卷 


1820) eee snr eos ( 92 ) 


M 


己 蒂 生 (Matthissen ,M. ) 
ss ossvss 。(539) 

马车 安 (Marzloff ,J. -C.) 

* (550) 


(QO) 


欧 拉 (Euler,L. 1707 一 1783) 
. (471) 


Pp 


帕斯卡 (Pascal,B. ,1623~ 
1662) ee (87) 


Q 


钱 宝 琼 (1892~1974) … (519) 
秦 九 前 (1202 一 1261) … (115) 
《 数 书 九 章 》 se( ) 
卷 1 
蔷 卦 发 微 .se 
十 认 会 积 ……………。…。 
推 计 十 功 .ss 
推 库 额 钱 …………. 
卷 2 
分 朵 推 原 ……… 
程 行 计 地 ……… 


(383) 
(378) 
(366) 
(369) 


* (356) 
“(358) 


程 行 相 及 


积 尺 寻 源 .…………: 
余 米 推 数 ……….…。 


卷 3 


治 历 演 纪 ee 


级 术 推 星 
卷 4 


EE 


天 池 测 雨 ee 
圆 品 测 璀 oa 


卷 5 


兴 田 求 积 ee 
三 斜 求 积 ……… 
斜 荡 求 积 
计 地 容 民 .ve 
花田 求 积 .ee 


均 分 梯田 ………………. 


卷 6 


漂 田 推 积 .ee 
环 田 三 积 
围 田 先 计 .ooo 


卷 7 


陡 岸 测 水 ……… 


卷 8 


表 望 方 城 ……… 
遥 度 圆 城 ………… 


望 敌 圆 划 


735 


(361) 


(374) 
(353) 


* (393) 


(310) 


(150) 
(271) 
(274) 


(293) 
(246) 
(248) 
(153) 
(251) 
(279) 


(261) 
(299) 
(163) 


* (265) 
(162) 


… (253) 
" 《302 ) 


(256) 


736 


古 池 推 原 .ee 


表 望 浮 图 
卷 9 


复 邑 修 赋 … 


卷 10 


围 田 租 亩 …………… 
筑 者 均 劳 .…………: 
宽 威 中 租 ………… 
均 科 编 税 …… 


卷 11 


折 解 轻 资 …… 
算 回 运费 
课余 贵贱 …………. 


卷 12 


圈 积 基 容 …… 
推 郑 从 数 
累 收 库 本 。………… 
米 谷 粒 分 .ee 


卷 13 


计 定 城 筑 prososorens 


计 造 石 坝 


计 滩 河渠 we 


卷 14 


计 作 清 台 ……………… 
堂皇 程 筑 
彻 砖 计 积 


竹 围 芦 束 


积木 计 祭 .ee 


坟 呈 二 浊 耐看 曲直 硬 


【| 


人 名 索引 


(282) 
(167 ,258) 


… (210) 


(153) 
(152) 
(188) 
(213) 


* (202) 
(184) 
* (201) 


(285) 
(290) 
(207) 
* (200) 


(184) 
(226) 
"+ (162) 


(170) 
(215) 
《166 ) 
(235, 252) 
(230) 


卷 15 


计 立 方 营 
方 变 锐 阵 ……… 
计 布 圆 阵 ………… 


卷 16 


: 先 计 军 程 oa 
军 器 功 程 soooeoasstse 


卷 17 


推 求 物价 ee 
均 货 摊 本 …………。 
互 易 推 本 ………… 
副 票 互 易 ……… 


卷 18 


推 计 互 易 ……………. 
炼金 计 值 .……………: 


推 求 本息 


晤 入 府 才 二 填 生生 和 恒生 人 


推 求 典 本 …………. 


三 鞋 义 夫 (1875 一 1950)》 


萨 顿 (Sarton ,G. 1884 一 1956) 


沈 括 (1031 一 1095) 


十 二 和 气 历 seooesesssesse 
活字 印刷 sonar 


* (541) 


“(548) 


( 58) 
(12) 


中 国 数学 史 大 系 。 第 五 卷 


和 {《 66 ) 
和 《 14 ) 

+ (61 ) 
“ose (63) 
TTT 《 64 ) 

(67) 
“oooseess (69) 

(69) 
PET ( 70 ) 
oo (71) 


时 轨 醇 2 (487) 
斯 库 廷 (Schooten,F. van,1615 
~ 1660) e000 0sess (449) 
苏 颂 (1020 一 1101 ) (2) 
天 文 oo0ooeosssososoossees (2) 
医药 …… 和 pe。 ( 13 ) 


W 


737 


王 铃 (前言) 
王 守 义 (1912 一 1976) … (524) 
伟 烈 亚 力 (Wylie,A. ,1815~- 


1887) 0 0 0 
卫 朴 .ee 


吴 胡 


从 
许 夷 盘 (? 一 1965) 

Y 
杨辉 …… 


《详解 九 章 算法 》 


卷 5 


seo (533) 


“ 《57 ) 


五 官 分 谭 .……， 


卷 6 


开 方 .es 


卷 7 
禾 腰 …- 
阳 马 …. 
方 亭 oss。 


方 锥 .ee 
刍 幕 
刍 童 .…….， 


卷 8 


五 县 矶 票 .…….… 


* (451) 


(520) 


* (552) 
* (553) 


(587) 


(561) 


" (591) 
* (591) 


"(591) 
* (591) 
» (656) 
"(593) 


* (667) 


738 


三 人 春 票 ………e 
持 金 出 关 ，…… 
金村 五 尺 .…… 
有 竹 九 节 
卷 9 
米 票 同 春 。 
瓜 轰 对 长 ………… 
漆 三 油 四 ，…………… 
石 中 有 玉 een0s 
黄金 白银 
良 马 既 怠 eos0。 
持 钱 之 上 
卷 10 
三 禾 求 实 
生 二 羊 五 .ee 
五 家 共 井 .se 
卷 11 
弦 勾 求 股 
茂生 池 中 ot。 
户 高 于 广 .ee 
竹 折 抵 地 ，…… 
二 人 同 立 .…………… 
勾 股 容 方 on。。 
勾 股 容 圆 ………… 
方 二 百 步 .ve 
东西 七 里 .es 
方 邑 见 术 


人 名 索引 


(587) 


“0 (684) 
… (670) 


(685) 


(673) 


» (679) 
* (683) 


(684) 
(667) 
(687) 
(672) 
(683) 


(607) 
(679) 
(609) 


(680) 
(676) 
(599) 
(668) 
(677) 
(658) 
(601) 


" (6958) 


(659) 
(659) 


四 表 测 林 .se 
山居 木 西 …………… 
井 径 五 尺 …………… 
卷 12 
《 九 章 算 术 》 分 类 … 
开 方 作法 本 源 …… 
释 锁 开 方 ，…………… 
增 乘 开 方 ee 
开 四 次 方 ，…………… 
《日 用 算法 》.……… 
《乘除 通 变 算 宝 》… 
《 田 声 比 类 乘除 捷 法 》 


《 续 古 摘 奇 算 法 》… 

姚 玫 辅 ee 

郁 松 年 oooooeess ose 
尤 什 凯 维 契 (IOiukeosuu， 
A.T.) ，… 。。。。。。 


L 


张 潮 (1650 一 ? )，……… 
张 教 仁 (1754 一 1834) … 
张 择 端 
售 基 玲 (C. Jami) …… 《 
周 院 eve 
曾 公 亮 (999 一 1078)……- 
朱 配 eve 


(660) 
(661) 
(662) 


(650) 
(565) 
(564) 
(565) 
(567) 
(555) 
(556) 


* (556) 


(557) 
(5) 
(141) 


" (542) 


(694) 
(477) 


(19) 


前 言 ) 


(4) 
(13) 


(14) 


